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Одним из перспективных путей защ иты берегов от разруш ения явл я­
ется создание искусственных пляжей. Д л я  их оптимального проектиро­
вания необходимы достаточно надеж ны е имитационные модели, способ­
ные прогнозировать их динамику с учетом управляю щ их воздействий 
(подсыпка материала на п ляж ). В основе таких моделей долж но л еж ать  
уравнение баланса пляж еобразую щ его материала. Один из таких под­
ходов позволяет реш ать задачи  оптимального управления береговыми 
системами типа: клиф — пляж  [1, 2]. В настоящей работе предлагается 
альтернативный стохастический подход к решению аналогичных проб­
лем: использование аппарата цепей М аркова, применяемого при моде­
лировании некоторых природных и технологических процессов [3— 5].

П олидисперсная система п ляж а в момент времени t0 содержит Nou 
N 0 2 , N 0h частиц разм ерам и U, h, . . . ,  lh(S0(N0i, U, to)— начальное 
состояние)- С этого момента времени система при волновом воздейст­
вии в течение интервала времени Дt переходит в новое состояние 
(S i ( N u , U, < i)— состояние в момент времени <0 , характеризуем ое но­
вым спектром N п, Ni2, . . . ,  N\h на момент времени fi =  <o+Af- При 
t—>~оо система стремится дрстичь некоторого монодисперсного состоя­
ния Sm(Nmi, lh, t-*~ 0 0 ),  характеризую щ егося некоторым минимальным 
размером частиц /т щ, после которого дальнейш ее истирание невозмож ­
но (песчаный пляж  с частицами одного разм ер а).

Частицы, находящ иеся в момент времени to =  0, за  интервал времени 
At могут с вероятностью  р  перейти 
в следующее состояние Si или с ве­
роятностью q остаться в S0 (p - \ - q =
=  1). При переходе в состояния S2,
S3, . . . ,  S m они такж е характеризу­
ются некоторыми значениями р  и q.
В озникает необходимость определе­
ния вероятностей перехода системы 
из состояния So в состояния Su 
S 2 , . . . ,  S m во времени в процессе 
истирания частиц. Эта задача может 
быть решена с использованием аппа­
рата цепей М аркова [3, 4, 6, 7].

Представим поведение некоторой 
частицы полидисперсной системы 
через дерево распределения вероят­
ностей (рис. 1).

Частица за интервал времени At р ис ] Дерево распределения вероятно- 
может претерпеть некоторые изме- стей
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нения (в процессе истирания изменить свой разм ер) и перейти из со­
стояния S 0 в 5 | и так  далее; переход из S 0 в 5,- ( i ^ 2 ) за  время At бу­
дем считать невозможным.

Согласно приведенному дереву распределения вероятностей, форми­
руется матрица W переходных вероятностей [3, 4], в которой фигуриру­
ет величина р  — вероятность перехода частицы определенного разм ера 
из состояния Si_i в состояние S,-.

Искомые вероятности являю тся элементами квадратной матрицы р аз­
мером т,  которые получаем, реш ая характеристическое уравнение [7]:

A„H-i =  | t e - U H  =  0 , ( 1)
где X — характеристические числа; е — единичная матрица.

Из уравнения (1) находим искомую переходную функцию O i [6] — 
вероятность истирания частиц во времени, которую с достаточной сте­
пенью точности можно аппроксимировать формулой вида:

Ф г =  р?, (2 )

Д л я  определения р можно воспользоваться методикой, предлож ен­
ной в [8]; тогда

Р =  М / м ,  (3 )

где N0 — количество частиц в начальный момент времени; N  — количе­
ство частиц, изменивших форму за  промежуток времени At.

Д л я  полидисперсной системы имеем: pi =  N n/N0i для частиц разм е­
ром h; p 2 =  N i2JNo2 — h\ . . .  ; Pk-i =  Ni ,h-ifNo,h-i — fo-i; для частиц разм е­
ром /ft вероятность истирания равна нулю (рк =  0 ).

Поведение полидисперсной системы описывается системой балансо­
вых уравнений:

I т

*1 =  * 0 1 -* 0 1  2  ЛЛ= 1

N k-i =  No, k- \  — *о. ft—i 2  Pk-1 +  N o, k—2 2  Рь—2» ^
П= 1 П— 1

m

Nk =  *o,ft +  *o, k— l 2  P*—1 •
V n =  1

Первое уравнение системы (4) дает информацию об изменении ко­
личества частиц N \ наибольшей фракции во времени; второе — об из­
менении количества частиц Nh-\,  причем их увеличение происходит за 
счет перехода из предыдущего состояния. Последняя строчка системы 
уравнений (4) дает информацию о возрастании последней фракции (ми­
нимальный размер частиц) за  счет пополнения из предыдущей.

Система уравнений (4) описывает изменение гранулометрического со­
става пляж а без учета уноса м атериала в море или водохранилищ е, что 
в практике встречается довольно редко, поэтому представляет интерес 
р азработка поправки, учитывающей унос частиц.

П остановка задачи. П редположим, что некоторая частица в началь­
ный момент времени находится в покое и по прошествии года (времени 
At)  уносится из изучаемого объема п ляж а в море с вероятностью т и 
с вероятностью  г  не уносится. О бразуем  цепь М аркова, введя состоя­
ния: Si — частица уносится в море; S 2 — частица остается в изучае­
мом объеме п лет (где п может задаваться сколь угодно больш им); 
S 3— состояние частицы после первого года (вероятность частицы 
остаться после первого года на п ляж е); S 4 — состояние частицы после 
второго года и т. д. Н а основании предложенных рассуждений строит­
ся матрица переходных вероятностей, из которой определяю тся иско­
мые вероятности [4].
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Итак, вероятность выноса частиц с п ляж а во времени:

Qt =  1 — rn{ , п =  1, 2 , 3, ... (5 )

Прогноз вероятности выноса частиц различных фракций осущ ествляет­
ся по формуле (5) по годовым данным натурных измерений, причем оп­
ределение годовых вероятностей уноса частиц различного разм ера про­
водится по аналогии с приведенной методикой (формула (3 )) . Qj для 
различных фракций определяется по формулам: Qi =  l — r\, ri =  * n / * 0i — 
для разм ера /ь  Q2 =  1— г2, г2 =  * 12/ * 02 — Для 12 и так  далее, г д е * п >  
* 1 2 , . . .  — количество частиц, оставш ихся на пляж е по прошествии 
одного года.

С учетом приведенных рассуждений система (4) запиш ется в виде:

( т
* 1  =  *01 г\ - * 01 2  Ри

r t=l
т т

* 2 =  ( л и  +  N n  V  Pl )  гп2 -  * 02 ^  Р\ ,
п =  1 п =  1 '  '

т

*fc =  ( * 0ft +  * 0. fc-1
n = l

Первый член уравнения (6 ) показы вает, сколько частиц первой, наи­
большей фракции размером 1\, осталось по прошествии п лет ( п = 1, 2, 
3, . . . )  в исследуемом объеме пляж а. Второй член уравнения несет ин­
формацию об исчезновении частиц первой фракции в результате исти­
рания.

Второе уравнение системы (6 ) показы вает изменение количества ча­
стиц второй фракции (размер частиц /2), причем, как следует из ф ор­
мулы (6 ), частицы, перешедшие во вторую фракцию  из предыдущей, 
такж е участвую т в процессе уноса. Последующ ие уравнения системы 
описывают поведение каж дой фракции.

Система (6 ) дает представление о количественном изменении соста­
ва полидисперсной системы пляж а во времени (при расчетах целесооб­
разно выбирать как  можно большее количество градаций по разм ерам ; 
единичный интервал времени А/ выбирается таким, за  который измене­
ния в системе были бы очевидны (один год) в результате истирания и 
уноса пляж еобразую щ его материала. При учете поступления как  искус­
ственного, так  и естественного материала на пляж  в систему уравнений 
(6 ) необходимо внести поправку. Если вносимый и составляю щ ий пляж  
материалы  однородные, то закон истирания и уноса для них будет еди­
ный, и для описания динамики внесенного материала будет справедли­
ва система (6 ). При составлении единого уравнения значения N 0i и 
*о ; (количество подсыпаемого материала определенного разм ера) 
можно связать между собой следующим соотношением:

К  =  * м /* о » . (7)

Временные значения п для подсыпаемого материала смещ аю тся на 
величину времени запазды вания (время внесения м атериала относи­
тельно начала отсчета t0, п =  0 ), причем если подсыпка м атериала про­
исходит ежегодно, то и с каждым последующим Ki будет появляться но­
вый член уравнений системы (6 ).

П редставляет интерес прогнозирование протекания процесса не по 
годовым данным, а по возможно меньшему сроку наблюдений. И стираА 
ние и унос частиц — функции волновой активности, поэтому, задавш ись 
наблю дениями по изменению фракционного состава за  месяц или два
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(ж елательно выбирать месяцы наибольшей волновой активности, н а­
пример, с ноября по декабрь или с января по ф евраль) и используя 
методику определения вероятности изменения гранулометрического со­
става пляж а за месяц или два (формулы (3) и (5 ) ) ,  можно восстано­
вить значения р  и г за год и по ним вести прогноз дальнейш его проте­
кания процесса на 2, 3, 4, . . . ,  п лет. Пусть по результатам  натурных 
измерений р м =  0,2 за  первые два зимних месяца наблюдений, тогда из 
табл . 1 можно определить волновую активность за  этот период (24,7 % ). 
Т ак как р м является функцией волновой активности, то рг=  
=  0 ,2- 100/24,7 =  0,801.

Т а б л и ц а  1
Волновая активность Южного берега Крыма 

в относительных и процентных величинах

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

f a 0,03 0.15 0.37 0,49 0,65 1,00 0,67 0,85 0,72 0,74 0,39 0,09

f a , % 0,50 2.50 5,90 8,00 10,6 16,2 10.8 13,9 11,8 12,1 6,30 1,40

Месяц 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6

Исходные данные 
численного эксперимента

Т а б л и ц а  2 Н а примере (рис. 2) прогнозиру­
ется изменение гранулометрическо­
го состава галечного пляж а юго-во- 
сточного побережья Крыма. В табл. 
2 приведены исходные данные: веро­
ятность истирания и вероятность ч а­
стиц остаться в объеме пляж а в те­
чение первого года.

Н а рис. 2 показаны : начальное 
разделение частиц п ляж а по разм е­
рам ( / ) ;  изменения гранулометриче­
ского состава п ляж а по прошествии 
100 лет в процессе истирания (2 ), 
система уравнений (4 ); а такж е в 
процессе истирания и уноса (3 ), си­
стема уравнений (6); причем потери 
пляж еобразую щ его м атериала со­
ставили около 48 % исходного.

П ляж еобразую щ ие фракции по­
лидисперсной системы пляж а в про­
цессе истирания образую т тенден­
цию исчезновения наиболее актив­
ной фракции (50—35 мм) ,  в после­
дующем образую тся два спектра 
частиц: ф ракция размером от 80 до 
55 и от 35 до 5 мм (см. рис. 2, кри­
вая 2).  П одобная ситуация имеет 
место, когда по каким-то причинам 

отсутствует унос материала с природного пляж а. К ривая 3 показывает 
тот ж е процесс динамики п ляж а, но с учетом уноса пляжеобразую щ его 
м атериала, при этом, как видно из рисунка, прослеж ивается тенденция 
исчезновения мелкой фракции и образование со временем пляж а части­
цами от 80 до 45 мм. Аналогичные случаи мы имеем и на формирую ­
щихся пляж ах водохранилищ  [ 10, 11].

Д л я  оценки реальных значений параметров разработанной стохасти-

№ {j, нм Pi ri

1 80 0,005 0,999
2 75 0,008 0,998

3 70 0,010 0,997

4 65 0,012 0,996

5 60 0,025 0,995

6 55 0,035 0,994

7 50 0,050 0,993

8 45 0,150 0,992

9 40 0,250 0,991

10 35 0,150 0,990
11 30 0,050 0,989
12 25 0,030 0,985
13 20 0,018 0,981
14 15 0,005 0,978
15 10 0,002 0,974
16 5 0,000 0,970
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Размер частиц, мм

Рис. 2. Кривые распределения частиц полидисперсного пляжа по 
размерам. Пояснения см. в тексте

ческой модели необходима постановка натурных экспериментов на бере­
говых полигонах. М одель может быть использована для оптимизации 
режимов подсыпки и гранулометрического состава подсыпаемого м ате­
риала, особенно при организации сохранения пляж а как берегоукрепи­
тельного устройства в морских и водохранилищ ных условиях.
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У Д К  551.481.1
Л. В. ГУРЬЯНО ВА

О С О БЕН Н О С ТИ  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  Т Е М П Е РА Т У РЫ  В О Д Ы  
В М АЛОМ  О ЗЕ Р Е -О Х Л А Д И Т Е Л Е  ТЭС

И сследования температурного реж им а озер-охладителей ТЭС важны 
при размещ ении сбросных и заборных сооружений ТЭС, использовании 
водоема в качестве рыбохозяйственного угодия, прогнозировании кисло­
родного реж има, а такж е при решении ряда других технических и эколо-
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