
76 Международная конференция «Дифференциальные уравнения и их приложения»

MSC 11S40

О Н У Л Я Х  Л И Н Е Й Н Ы Х  К О М Б И Н А Ц И Й  С П Е Ц И А Л Ь Н О ГО  В И Д А  
Ф У Н К Ц И Й , С В Я З А Н Н Ы Х  С L-Ф У Н К Ц И Я М И  Г Е К К Е  М Н И М Ы Х  
К В А Д Р А Т И Ч Н Ы Х  П О Л Е Й , К О Т О Р Ы Е  Л Е Ж А Т  Н А  К О Р О Т К И Х  

П Р О М Е Ж У Т К А Х  К Р И Т И Ч Е С К О Й  П Р Я М О Й

Д .Б . Д емидов

Белгородский государственный национальный исследовательский университет, 
ул. Победы, 85, г. Белгород, 308015, Россия, e-mail: demidovnext@yandex.ru

Получена новая нижняя оценка числа нулей на коротких промежутках для линей­
ных комбинаций L-ф ункциям Гекке мнимых квадратичных полей.

Пусть N0(T) — число нулей +  it) на промежутке (О, Т].
В 1921 году Харди и Литтлвуд [1] доказали, что

N0(T ) > c1 T, c1 > 0 — абсолютная постоянная.

В 1942 году А. Сельберг [2] получил правильную по порядку оценку N0(T):

N0(T) > c2 T logT, c2 > 0 — абсолютная постоянная.

Для арифметических рядов Дирихле, удовлетворяющих функциональному уравнению 
риманова типа, но не имеющих эйлерова произведения, правильных по порядку нижних 
оценок для числа их нулей на отрезках критической прямой | пока не получено.

В 1980 году С.М. Воронин [3] доказал, что

ЛТ ( Г Г  А ^ Г  Г л/log log log log Т  1 N0(T, f )  > c3T  exp -----------—------------J. ,

где N0(T, / )  — число нулей p функции Дэвенпорта-Хейльбронна f ( s)  таких, что sRp =
0 < Sp < T , c3 > 0 — абсолютная постоянная.

В 1989 году А.А. Карацуба [4] с помощью нового метода оценок снизу числа нулей 
некоторых рядов Дирихле на отрезках критической прямой показал, что

No(T, f )  > Т л/logT  (logT )-e ,

где е — сколь угодно малое положительное число, T > T0(e) > 1.
В 1991 году А.А. Карацуба [5] поставил и решил своим методом 1989 года задачу

о нижней оценке числа нулей линейных комбинаций L-функций Дирихле на отрезке
критической прямой.

В 1996 году С.А. Гриценко рассмотрел вопрос о числе N0(T, f ) нулей на отрезке 
[0,T] функции

N

f  (t) =  X ! Z  ( t ,F ), (1)
.=1
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где a. — произвольные вещественные числа, а Z(t, F .) — аналоги функции Харди, со­
ответствующие функциям F. (s) из класса Сельберга степени 2 (j =  1 ,.. . , N ).

В [6] доказано, что при условии справедливости некоторых гипотез, являющихся 
гипотезами Сельберга и их слегка усиленными вариантами, справедлива оценка

iV0(T ,/ )  »  Т  exp{ \/log log log T }. (2)

В 1997 году С.А. Гриценко [7] доказал неравенство (2) безусловно в случае, когда 
F1(s ) ,. . . ,  Fn (s) — L-ф ункции Гекке, отвечающие комплексным характерам Гекке од­
ного и того же мнимого квадратичного поля.

В 2010 году И.С. Резвякова [8] применила к последней задаче метод А.А. Карацубы 
[3] и получила оценку

N0(T, / )  »  T (logT )2/ ^ )  ехр{—c\/log logT },

где h (-D )  — порядок группы классов идеалов, с > 0.
Мы рассмотрели задачу о нулях функции f  (t), определяемой равенством (1), лежа­

щих на коротких промежутках. Основной результат изложен в следующей теореме.

Теорема. Пусть е > 0 — произвольно малое число, T 15/16+5е < H < T . Пусть 
F1(s ) ,. . . ,  Fn(s) — L-функции Гекке, отвечающие комплексным характерам Гекке од­
ного и того же мнимого квадратичного поля вида Q(^/—po), где ро — простое чис­
ло, сравнимое с 3 по модулю 4, а функция f  (t) определена равенством (1), в котором 
a1, a2, . . . ,  aN — произвольные вещественные числа. Пусть N0(T, f ) — число нулей функ­
ции f  (t) на отрезке [0,T].

Тогда существует с > 0 такое, что

N0(T +  Я, / )  -  N0(T, / )  »  Я (logT)2̂  ехр{—Cv/loglogT }, 

где h(po) — число классов идеалов поля Q (V = Po )•
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