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ПРЕДИСЛ0В1Е К Ъ  ПЕРВОМУ В Д Н 1 1 0 ,

При составленш этого сборника я имела въ виду доста
вить возможность учащимся напрактиковаться, какъ въ 
примЕненш теорш къ частнымъ примйрамъ, такъ и въ ргЬ- 
шенш нисколько более трудныхъ задачъ.

Весь сборникъ будетъ состоять изъ двухъ частей.
Такъ какъ наименован1е отдРловъ, на которые предло

жены задачи въ ныне напечатанной первой части, нахо
дится въ прилагаемомъ при семъ оглавленш, то я ограни
чусь указатемъ содержания 2-ой части, въ которую войдутъ 
упражнения и задачи на интегрирование диФФеренщальныхъ 
уравнений и на приложения анализа безконечно малыхъ въ 
геометрии.

При составлении первой части этого сборника я поль
зовалась следующими сочинениями и журналами.

Коши. Алгебраически анализъ.
К. Поссе. ДиФФеренщальное исчисление. (Литографиро

ванный курсъ).
К. Поссе. Интегральное исчисление.
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ПРЕДИСЛ0В1Е КО ВТОРОМУ ИЗДАН1Ю.

Въ виду того, что веб экземпляры перваго издашя ра
зошлись, мнб пришлось вмбсто печаташя 2-ой части этого 
сборника, приступить къ печаташю 2-го издашя первой 
части. Вторая же часть теперь печатается.

Считаю долгомъ выразить мою глубокую признатель-^ 
ность за веб едбланныя мнб замбчашя относительно по
рядка распредблешя задачъ, редакцш заданш и рбшенш.

При составленш 2-го издашя этого сборника, я, кромб 
сочиненш, упомянутыхъ въ предисловии къ первому изданш, 
пользовалась еще слбдующими:

РИ. СПЬегб Соигв (ГАпа1уве тйш{ёв1та1е.
Е. АрреН. Ё1ётеп18 <ГАпа1уве табЬётаНдие.
СЬ. НегтИе, Соигз (ГАпа1у8е.
1. Вегбапб Тгакё (1е са1си1 бШ'ёгепйе!.
ЬНапп ЫеЫет. 8ашш1ип§ уоп Аи%аЬеп айв бег а1»еЬга1- 

зсЬеп Апа1у818.

1899 г.
В гЁ р а  Ш и ф ф ъ .
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I .  Примеры на вычислеше предЪловъ.

=  За.1) ц т
1_ Уах — а _|л 

Г»\ 1* Г#3 — ах2 — а2 Х "Ь а81 2
2) 11ш [ - у = ж г 1 = г з '

3 ) ,И т  [;
х2 — Ьх -+- 6 ~[   2 .

х3 — 2а2 — х  -+- 2_\х=2  3 "

, .  Г2 — Ух — 3~1 1
4 ) 1 ц П [. . 2 - 4 9  =  — 66-

Га;3 — Ьх2-*-Тх — 3~]   1
° )  Ш [_а:3 — ж2 - 5 л :  — 3 _ !*= *  4 ‘

, .  Г15— 6а:2 -+- Ьх*~\   2
6 ) 11т  [_1 — 4а:2 — 5 ж ^ а;_ ч -_ А _  3 •

7) 1 т  П
1_|

8 )  Н т Г
и

У 2а(а2 — я:2)3 -+- (а — ж)3-1 

.(а— «)* — (о3 — * * ) 0 а — а 1 ~  ^ 3“2'

(ж2 +  а2) (я2 — а2)2 

.(За;3 — а2 а:) (а;3 — а3)5_

2У2
За2 У За



I. 9—21.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20 

21

Иш

Нш

" (а2 — х 2)2 -+- а — х  

.(а— х)2 -+- (а3— х г)2 _

У2а
1 -*-аУ[

У а2 - - х 2 — Vа2 — а х  х 2
У а ч - х — У а — х

П т [У ж н -а  —  У ж ] 1=0О =  0. 

Пт |^Уж (ж +  а) — ж] _  — у*

Пт ^ У (ж -н а)(ж н -6) —  ж̂

Л  = У а .

Д е = 0

а -н Ь
1 2 '

П т Г Уж3-4-ж2- « - 1 — Уж3н-ж~| = ■1__ ^=-*-оо

Пт [■ 

Пт

81П 2х  — С08 2х  — 1 
8Ш X — С08 X ]  , = У 2 -->Х =  —-

(Ь -+- С С08 X -I- а 8111 х)т  — (Ъ -+- С С08 Х)т
(Й ■+- С)т а 81Е X ]гг=о

Пт С08т  X — 1 '
X
~2 Ч II .о

п 1

оII

1

=  —  2т.

1 т  [ ;
(а ч -х )  — (а — х) “1  1 -+- а2

агс!§ (» +  *) — агсЦ (а
*) ~1 _

х )Лх=о

П т  Г г ? Н Л  == — 1 -1 (1 х)Ах=о

П т [со8ес#Л§(1 — %)]х=0 =  —  1-

' ]

л_ 
6 •

т
Ь -н с ’



I. 2 2 -3 2 .

22) П т "1 —  X  8Ш  X  1 

1 +  1 X
агс1§ 1 -на:2

=  1 .

а;=0

23) 1 т [ ( 1 - * ) 4 в |? ] в = = 4 .

г,,-, т  /а т ж  — созаЛ 12 4 > (
4

25) Пт + =1,
'  1_1~н81П2?а; — ъоърх_]х —ц р

с \ п \  т  Гсовоа?— соз ап~\ азшап
2 6 )  1 ш  _ | , = „ = — •

\

27') Пт Г*8*ж ~  2 ж ~  3~1 •— 2
' Ь § 2 а: — ±1ёх +  3_\х =  &га8 3 * '

28) 11т Гсо̂ хс08есж 1~1 2
7 1_со*$я;— созес х-л- 1_|л.—

2

2 9 )  П т  р ^ - з ш а П  =  1
> И в т 3 х  2 а .= 0  2

30) цт  № ^ 1 = - ! = .
1_ Уос-н Р#2 -1#=оо  Уф

31) Пт [1§(й  +  6еж) 1 § ( и - ^ =а:

32) Зная, что

“- к ^ г и - * -
ВЫЧИСЛИТЬ

Пт [ М ^ П  =  1
И У -1у=а

=  1 .



и на основанш этого показать, что

») и т (г̂ и = 1* “>

Ь)

33) Доказать сл’Ьдуюпця дв'Ь теоремы Коши:

1) 1ш [{{х ■+- 1 ) — / » ] „ „  =  Иш [ ® ] 1=0О.

2) ,

при условш, что {(%) конечна для всякаго конечнаго зна- 
чешя х.

На основанш этихъ теоремъ вычислить:

a )  И т  № Щ Щ  ,
> \  п /п =  0О

b) Ит (пе~пх\ =00,

c) Ига № ± * й )  .
\  п /п—со

34) Пользуясь теоремою

И т [<р (а)ф (ж)]ж=а=  [И т <р (ж)я=а] Ит ф 

вычислить пределы слУдующихъ выраженш:

а) И т Ь) и т  [ С08Ш Г =

I. 32—34.   4  —



I . 34—39.

с) а )Н т [с о 8 (^ )н -т й п ( ^ ) ] ‘ _ ет;

е) ш* ( » . П ' ;  0  нш Г ^ , - . ^ м и

<т) П т  Г — (Х а зк* ^  ~  ^ (1 Ъ ЖНи % _1<г=оэ

Ь) Пт ’1§ (1 -+- т агс в т  х)' 
хагс1»

V I  — х 2 _ х=0

!35) Предполагая, что {(х)  при х  —  оо им'Ьетъ конечный 
пред'Ьлъ, доказать, что

П т \ х [ ( { х у —  1]}а,=00=  1о& [И тД *)в=00].

36) Предполагая, что /'(ж) стремится къ конечному пре
делу при ж =  о о , показать, что

Пт Г1 — П Х =  еитПх)х=са.
и ж ^ х=со

37) И т [ ^ - ь | - н . . . . - + - Д п=со= | .

осп  1- П 2 +  22 32-<-••• -<-и21 138) 1 т  [_ г  1 , га= Т -

39) П т
1 х~\

'2 '» г § 2 » ] „  =  оо

Х_
х

1
ж’



40) Найти

I . 40—43.

81П X  

X ’

г  П -)п=оо

41) Доказать, что

л. Г х  х х х~\
11т  |̂ С08 *2* СОЗ 22 СОЗ 23 . . .  . СОЗ ^  _

при 0 < * < | .

42) Даны два положительныхъ числа а и Ъ, полагая

«1 =  4 ^ »  Ъ ^ У а . Ъ ,

а2 =  ^ Г 1, \ = У а г \ ,

Найти пред'Ьлъ безконечнаго ряда

Я, Ь, (Х̂ , &1? $ 2, ^2) • • • ■

43) Доказать, что

* ™  Н 1 — ‘ « ' т Н 1 - * * ’ ? ) ( 1 — ‘ з ’ з г ) - - "



I I .  Примеры на вычислеше производныхъ функцж отъ 
одной независимой переменной.

-I \ х
У а 2 -«-ж2*

* 2) у  —  (2Ъх —  4а) У о -+- Ьр.
\

* 3) у  =  (2Ьх —  За) ]У(а и- Ьж)9.

-  ч (8Ь2 ж2 н- 8аЬж — а2) (о2 -+• 2Ьж)5) г/ =  к г  .
(аж ■+■ Ъх2)2 

+ 6) у —  ех (х8— Зж2-+-6ж— 6).

7) у = хаЪ~̂

*  8) у * > 1 в * —

9) у  =  - 4 =  1й 2 ж 2 Гж -н  У 1 -н ж 2].
;  У 2 / 2  В / 2 -I- 2ж2-+-ж 6  1 ■*

_ . __ . /(ж 2 ах)2 -и Ъх'-*- х 2 -и аж
'  У & /(ж 2 -+- аж)2 -+- Ьж — (ж2 -+- аж)

.  .  ч 4 . ,  ж 8 • о л
11) «/ =  у  31П у  —  -д- з т 9 у .

, ж / Т12) у  =  а г с ^ ^ у у .

  7 —  И. 1—13.



II. 14—27.   8  —

? 1 4 ) у  =  2 агс 1д [ | / ^ г |  ^  т ]  •

Л  5) */ =  ЗЬ2 агс | / ^  — (3 6 -н  2ж) Убж — ж2.

Уа — 1 / 1  ■

1-тч 1 ,  /  1 — ж217) 1/ =   : агс сов Л/-.-------5.
/ а  — 1 р  1 -н а ж 2

1 л \  ОС ЯГО 8111 ОС 1 ~ \ /  л о

18) у = = 7 г ^ г  & ~

19) у  =  1§ |  .ж -+- 2 агс У  вт  ж.

20) у  =  —  ж У  2 -I- сов ж -+- 2 агс сов 2 8Ш *
У 2 — !

21) у  —  ( х ч -  2а),Уж2 —  а2 -+- а2 1§ж-+- Ух2 — а2

оо ч  1 ж-*- Уж2 — 4 1 , У 3 (ж2 — 4)22) у  =  1ё -   _ _ а г с 1 § — ^ ---- 1.

23) у  —  —  сов ж агс со1§ Усов ж+агс 1§ Усовж -  Усовж.

Н * Г
25) у  =  3 8111 Ж СОВ2 Ж -+- ВШ3 Ж.

26) «/ =  4 (в тж  — 2 вт3ж) сов ж.

27) 2/ = 81П X  -+- С08 Ж

8Ш X  —  С08 Ж ’

Ух



28) у .

29) у

30) у

/  31) у

32) у

33) у  

) /  34) у

35) у
Ч/

36) у

37) у

у 38) у

У  39) у  

V 40) у

У 41) у  

Ч  42) у

  9 — И. 28—42.

= |  -+- 4 - 1§ -—  ̂-+- 4- агс х -4 & ж2 — 1 4 ® * и - 1 2 ®

:18 [я н -  ж -+- У  2ах  -+- ж2].

2_
: (а -+- &ж)* .

: ж У  я2 -+- ж2 -+-18 (ж -+- V » 3 -+- ж2).

. У 2аж — ж2
я агс 8 ш   ------ У2яж- ■х\

■ аГС 8111

= Ж'

V 1 +  ж*

;2 -+- (агс зш ж — 2ж У 1 —  ж2) агс зш ж. 

(ж —  \  агс 18 ж) агс 18 ж —  ~  18 (1 -+- ж2). 

, 1- ? н -  ( , 2а: , агс 18 ж) агс 18 ж.1-нж2  ̂ /

1 Х агс 81П X

= еаж (а соз Ъх-л-Ъ зш Ъх).

= [ж -+- & У 1 —  ж2] е

К -ь  х к агс *
У1 -нж2

= ЖС08 ^ 8  ж—

,21 „к агс зш  х



ч

П. 43—58. —  10 —

(а — V) — +  с — УЬ2 ч- с2 — а2
43) у  =  \ §    — ■

• (о — Ь) -+- с УЬ2 ч -е 2 — а2
в

( а - Ъ ) 1 ё ~ ч - с
44) /̂ =  агс1д-

Уа2 — Ь2 — с2

45) г/ =  У 2 агс!§
У2а 8 т  -5-

У (а -+- Ь) соз ж

У 2а соз — У(а — Ь) соз ж
46) 2/ =  - ^ 1 8 —  §-----

У 2а соз — н- у (а — Ъ)совх л

« >

49) у  =  ех [ р  -«- з р  -+- .

е п \  т Уа -ч-Ъе? — У а50) «/ =  1§ - = = — ■=.
У а -+- Ьех  -+- У а

51) у  =  (\[*х — 1)(жагсйтж-+-У 1 — ж2)-+-1§

52) у = Щ ± = ±

К 04 ж У Т53) у  =  агс зес
2 Уж2 -«-ж — 1

1 ч-У Т
ж



ч

54) у-

—  11  —  

3 сов ж

II. 54—59.

4- 3  1§ т .зш2 ж сов ж зш2 ж

55) 4/ =  Ж8ШЖ .̂8Ж —

1 __ х П-*-1
56) Зная, чему равно отношеше

вычислить сумму

1 -+- 2ж -+- Зж2 -+-. . . . -+- пхп~ 1.

57) Опред. аг, а2, . . . . ,  ат такимъ образомъ, чтобы 

| ех [хт —  о, ж’* г~т  ~ - т - ‘ -+- а, х т 2—  й3 х т 3 н -  . . . . ] } ' =  х т ех .

5 8 )  у  — 18

59) Дано

_1 (1 1

1—1 
а \2

1 / 1  1 \  , 2р а т  х
у  — %} [т: ~~ ~а:)&гс^  т + п -*-(т— «)

- г  ( - - ' У2 с[ \ т  п )

СОЗ X

агс 1е - 2% зш ж
°  т  — п  -+- (т -+- п) сов ж ’

полагая

ш2 =  й  +  6 +  с, пг =  а —  Ъ -4- с , р* =  ^ -(т  —  %)2

22 =  (ш  -4- м)2 —  2с ,

1

—  2с,

доказать, что

У- ' а -+- Ь сов ж -I- с соз 2ж*



и. 60—63. — 12 —

60) Принимая во внимаше равенство

. (и +  1)л . пх
81П ' ---------------------------81П  —

8Ш X Н- 8Ш 2ж -+- . . . . - I -  8Ш ПХ = ----------------------- ,X 7
8.П -

вывести выражеше

СОВ Ж -4 -2  СОВ 2 ж - ! - .  . . . - 4- м с о в м ж

■1 . /2и-н 1 \  1 . „ /и-н 1\_ мп

з!п2т

61) Принимая во внимаше равенство

• /  л \  . [  2тс\ . /  (т— 1) тс\ аш ш ;
81ПЖ 81П ( X Н ) 81Л I X Ч . . . .  81П ( х  -+ -   М  =  „то—V т ]  \  т ] \  т )  2т  1 ’

вывести выражеше следующей суммы:

со% х  н н  со1§ ( х  -+- ^  - I -  со!§ (ж  - н --------

-4-со% со!§т х.

62) Доказать, что, если

то

1 — х
У 1-нж’

Лу йх
— -+- =  о .
У у — уъ Уя — &3

63) Доказать, что, если

1 /1  — х2 
У = У  г + ж 2 ’



—  13 И. 68 И 64. Ш . 1—6.

ТО
Ау Ах

64) Доказать: 1) что функщя 2 а г с х  —  агс вш ^ — г 

равна нулю при ж2 <  1 и 4 агс х  — -к при ж2 >  1,

2 31 о2) 2 агс х  -+- агс з т  равна 4 агс х  при ж2 <  1

и равна тс при ж2 >  1.

(Задача эта сообщена мн4 академикомъ Н. Я. Сони- 
н ы м ъ ) .

I I I .  Примеры на вычислеше производныхъ функщй, пе- 
ремЪнныя которыхъ выражены въ зависимости отъ одного

параметра.

2) у  —  вш2— #сой^, ж =  С0 8 ^-нГвт.^; опред. ^

1
1 I

Ау; опред. 1х

х  =  агс соз ■ ... .
/1 - 1 -  <2

Ау; опред. / х

6 )  У =  (а -+- г) ВШ I —  а  з т

/ \ # а +  г , ау
X  =  (а -+ - г) соз I  —  а  с о з ——  1\ опред. ^



_ч 4 (а — 4)3 За — 2* йу
7) =  * = - * — , опРед-5У

8) у =  2 зш 2 —  81П 21, х  —  2 соз I —  соз 21; опред.

I V .  Производныя неявныхъ функцж.

Въ сл'Ьдующихъ прим'брахъ определить у .

1) у — -ж®' =  0 .  .

2) ах —  ех~ у —  0.

3) Уж2 У х 2 —  у2 =  С.

4 )  а у — еУ^ = 0 .

5) I/2 — 2«/ех н- 2ж 1§ у =  0.

6) уехп =  а х т.

7) 1 -+- ху  — 1§ [еху -+- е ~ ху] —  0.

8 ) агс зш ~  -+- агс зш -у —  а =  0. щ

9) у 8 т х ч - х 2у2-ь-асо8у-1-Ъ  =  0.

Ю ) * ? !  =  ] / г а

1 1 \ X X ~~~ (X А. У ® 711) агс  агс ------=  о.' ° ж +  а ° у +  й

12) ж21§«/ —  У2\щх —  0.

III. 7 П 8. IV. 1—12. ----  14 ----



13) у* -+- 2 (ж2 -+- о2) у 2 и -  (ж2 —  с2)2 —  а* —  0.

14) ж =  аагс 5111 —  У2ау>— у2.

15) ж —  а агс соз -л -У Ь 2—  (а —  у)2 =  0 .

16) у3 —  ж3 —  у  агс 8111 ж =  0.

17) у  1§ {х2-+-у2) —  1§с =  агс1§

18) У  ж2 ■+- у 2 =  с агс ^ .

19) еу -+- аж2е ~ у —  2&ж =  0.

20 ) а ^ ч -  У ъесху =  0 .

У .  Частный производный и полные дифференщалы функцш 
отъ многихъ независимыхъ перемЪнныхъ.

Въ сл'Ьдующихъ иримгЬрахъ определить Ли:

1) 2В —  Ъщг -+- 3а 1§ (ж2 -+- у2) =  и.

2) и —  хуех~*~2У.

3) и =  1§ в т  у .

4) и  =  Уж2 -1- у 2-*- г2 -+- агс!§ у  -+ -у .

5) м =  агс вес —. ' и '

  1 5  ----  IV. 13—20. V. 1—5.



V. 6—9. VI. 1—4. —  16 —

6) и =  (у —  У у 2 —  г2)х.

7) и —  (хп —  деу а \§ г )п.

8) и =  1& (ж3 +  «/3 +  г3 — Ъхуг)\ 

доказать, что
ди ди д и __  3
дх ду дг ж +  </ +  г ‘

9) Доказать, что, если и  однородная Функщя ж, у, г 
т-аго изм'Ьрешя, то

д2 и д2 и д2 и ти ди ди
дх2 дхду дхдг т — 1 дх ду

д2и д2 и д2и (т — I)2 ди д2 и д2 и
дхду ду2 дудг г2 дх дх2 дхду

д2 и д2 и д2 и ди д2 и д2 и
дхдг дуд г 'дг2 ду дхду ■ду2

V I .  Проверить на слЪдующихъ примЪрахъ теорему 
Э й л е р а  относительно однородныхъ функщй:

1) и —  (х+у-*-г)2— (ж-+-у-г)2— (х —у + г)2— {у + г—х)г.

2) » =  .  +  ?

3 ) и  =  (жг у2)2 ■

.ч х 2 у  -+- у2 г г2 х4) и  =  —-   .'  Х-+-у 2



V I I .  Примеры на дифференцироваше функщй, заданныхъ
уравнешями:

1) г3+ 3 х*г —  аху.

Вычислить йг.

^  (х — тг)* (у — я г )»   1
аг Ь2

Вычислить йг.

' ч  * « * ( ? ' ) ■
Вычислить йг.

4 )  \ж 2 +  / - + -  г 2)2 =  а 2 (я 2 -+ - «/2 —  я2).

Вычислить <йг.

5) ж +  !/ +  2 +  м =  а.

хуги —  Ь.

Вычислить йг и Ли. .



7)

Х- ^  =  Ъ.г- \-и

Вычислить йг и Ли.

ж +  «/ +  г +  м =  й, 

а? +  «/* +  г8 +  «8 =  Ъ2. 

ж3 +  / н - г 3 +  м! =  с3.

-Г, ЙИ ЙУ Й2
Вычислить Тх, Тх, Тх.

81П2 Ж С08 у  8111Я =  0.

2 у  — ж =  0.

„  йх йг
0 п РеД- я  и Ту-

( г2 -+- ху  —  а2 =  0 ,

9) I Зж2 и -  2уг  —  Ъх —  0.

0 пРед - 1 и I -

8)

10)
|  а х +  Ъу сг =  т ,

{ а2 ж2 -+- Ь2?/2 -1-  с2г2 =  м.

Лу йг
0пРеД- Й  и ш -



13)

/-у (НиОпред. ш .

|  т — [а(а —  х)-+-ф(Ъ —  у ) ч - ч ( с  — я ) \ =  О, 

{ (а —  ж)2-»-(&—  у)2-+-(с —  г)2—  г;2=  О,

миг;  суть Функцш ж, г/, гг.

Доказать: 1) что

( а - Ж) 2 н - ( Ь - г / ) | - г - ( с - , ) ^  =  0 ;

2) что

д2 и д2 и д2 и   2 и
Ш ~ Л~ ^ у 2 ~Л~ Т ^ 2 V2 '

14) г  есть Функщя жиг/ ,  выраженная уравнешями:



VII. 15. VIII. 1—В.

Доказать, что при любомъ значеши (а)

дг дг
дх ' ду

15) г есть Функщя ж и у, выраженная уравнешями 

[г —  <р (а)]2 =  ж2 (Д2 —  а2) ,

[ г  —  ф (а)] у  (а) =  аж2.

Доказать, что при любомъ значенш <р (а)

дг дг
дх ду ХУ'

УТТТ. Производныя высшихъ порядковъ функцт отъ одной 
независимой переменной.

Ьх1) у  =  а ; доказать, что

2) Если у  =  (ж -+- У 1 -+- ж2)”1 +  (ж +  У 1 н -ж 3) т ,

то

йа:пн-1' (и2 —  Ш

3) Если

у  =  81п (т  агсТ§ж) =  ж -+- а2 ж2 «3 ж3 -+-.... -+- ап ж" -+-..



ТО

{п-л-1)(п-+- 2) ап | 2 -4-(2п2~*~т2) ап-+-(п— 1)(п— 2)ап_ г =  0.

4) у  —  {ах -+- Ъ)т-, доказать, что

у !п) =  т (т  —  1 ) . . . .  (т —  п -+- 1)ап (ах-+- Ь)т~ п.

5) У =  ^ г ь> Д°казать, что

У{) —  ( 1) 1 - 2 . 3  п  (ах_^щПч-1-

6) у  —  —.4=^; доказать, что
У а х  -+- Ь

„ «  =  < -= ?  1 . ( „ - 1 ) - ^ , .

7 ) 2/ = х ~ ^ 2; доказать, что

(„) _  1 . 2 . 8 . . . -п Г  1 ( 1)П ~[
У 2 |_(1 — *)*» ( I ж ) " _ Г

8) «/ =  ^ ;  доказать, что

Ап у ( л —1 1 . 2 . 3 . . . . »  р., 1 1 ,  “1
Охй —  (— 1) хп+—  [1  - + -у - 1 - -------

9) у =  еах сов Ъх; доказать, что

у  п) == кп еах соз (Ъ -+- и<р),
гд'Ь

<р =  а г с !# |-

  21 ---- VIII. 3—9.



И

& =  —  =    =  У  а2 ч -  Ъ\СОЗ Ср /  „2У а2-+-Ь2
Но у !п) можно написать еще сл’Ьд. образомъ:

=  [(»)0 ап—  ( п \  ап~ 2 Ь2 -+- ( п \  я”~ 4 V —  ] еагсоз Ъх

—  {( п \  а”-1  Ъ —  (и)3 ап~ 3 Ъ3 -+-. . . .} еах зш Ъх. 

Предполагая

х = = 0 ’ Т  =

приравнивая полученныя для у 'п> выражешя, доказать 
тождество

ч

с̂ 1  =  п0 —  ( п \  *§2срч-(п)4 %4<р — . . . .

10) у  —  еах зш Ъх; доказать, что

у (п) =  с" еах зш (Ъх -н  пО),
гд’Ь_______________________________ ______

в  =  агс1;§-^-, с =  У а 2 -+-Ъ2
или

у {п) =  [(и)0 я"—  (п)2 ап~ г Ъ2-л- (п)4 а”~ 4 й4— . . .  . ] еах зш Ъх 

-+- [(и^ я"-1  Ъ —  (п)з ап~ 3 Ъ3-4 - . . . .  ] еах соз Ъх.

Полагая х  =  0 и приравнивая эти два выражешя для 
у ^ \  вывести тождество

й Й  =  ( Ч  6  —  Н  *§8 6  -+- (*»)« №  6  — ------

VIII. 9 И 10. —  22 ----



  23  ---- VIII. 11—14.

1 1 \  ТП • С08 «611) Если Ж =  81110, у  = --- „ ,
'  ’ *  СО8 0 ’

ИЛИ
. „  8Ш  Яб

Ж =  81110, У =  — в;

ТО

12) у  =  ж3 зтж ; доказать, что

У(п) =  Я3 81П ^Ж -+- И - Ь  З и  Ж2 81П -+- (»  —  1 ) у ^

- I -  Зп (и —  1) 81П Гж -+ - (п —  2) у ^

п

Хб?'13) у  =  г_ у ; доказать, что

, «  =  е * [ ( ^ Г н - И ( ^ т р >

Т
я (я — 1) /  х  \(«—а) . „  /  х  V . х  1

Н П Г -  ( х ^ т )  ------- “ Н П и * - 1 ) " * " а ; * - 1 _ Г

14) Доказать, что, если

2/ =  е21/^  (1 —  2 У ж ),

у  =  е~  ^ х [(1 -+- У х ) соз УЗж н -  УЗж з т  У Зж ],

или

у =  с ~ ^ х |(1  -+-У ж ) зш УЗж — УЗж соз УЗж},

или



VIII. 14—18.

ТО
з

ТО

ТО

2 Л3 у  А

1 5 )  Если у  —  з т  т х ,

у (п> —  т п 8111 Г т х  -+- п  у  ̂ .

1 6) Если у =  е х  8Ш “ 81п (ж соз а ) ,

(п) х  81П а • Г 7Г 11 =  е 8111 X С08-ОС-----ПОС Н -  П -у  .

1 7 )  у  —  -(1.Т-М™  
х , > У (а ' - * - Ь ' х ) Р >

тогда
,,(« )  Л Г1  — рЬ' а ч ~Ъх
У |_А 1 Ъ (т -*-п  — 1) а ' Ь' ж

п[п  — 1) _______Р (Р  1)_______  (а-*-Ъх)г
1 .2 Ь2 (т  — п ■+■ 1) (т — п -+- 2) ( в '+ Ь '  ж)2 ~ '  * * • >

гд'Ь

.4 =  *» (ш 1) (т —  2 ) ------- ( » - «  +  !) Ь" {̂ + ]™х)р •

18) ^ ~  а2 —V  ж2> Доказать, что

при п четномъ

<?я у   1 .2 .3 ___ п
У  =  2а(а2 — Ь2ж2)” -*-1 К «  -  +  (в  -  Ъ х ) ™ ]  ,



VIII. 18—21.

а при п  нечетномъ

  1 2  3 • • • •” ъ" и »  .и  =  * *>" [ ( а н - ь . ) — - ( « - й * ) - ] .

19) Найти м-ую производную

, а -4-Ъх 
У ^  а — Ъ х'

20) Если у а2 -+- Р2 #2 ’

ТО
(п) —  (  I I»  1 -2 -З ... .П  оп ту

У — (, 1) (а2 -+- Р2 х2)п~*~г г
Гд1>

г7=(п-н1)1( К п- ( « - * - 1 ) з ( К п_2« М « -1 )5 (Р ^ Г “ ' « - - -

ЗатЬмъ, сд'Ьлавъ положеше

доказать, что

У {п) =  (—  1)" 1 Р" 8т"+1 со з т  (м -н  1) со

и изъ сравнетя этихъ двухъ выраженш для у (г>! вывести, 
предполагая п  =  т  —  1 , тождество

^  =  ( т \  со —  (го), 1§3 со (го), 1§5со — -------

2 1 ) У =  а2 - Д ^  д о к а за т ь > что

(„) _  (— 1)” 1 .2 ,3 . ■ ■ -п пп—1 у
У —  (а2 -+- 82 аз*)т*-*-1 г  5

8Ш т  со 
С08т *



VIII. 21—23.

гдЬ

Г =  ($х)п+ 1 —  (п -  1),((к)п_1а2 +  (п н- 1 )4(3ж)п За4—. . . 

и, сд’Ьлавъ положен1е

доказать, что

. (п) (— 1)п 1.2.3. . .  .п 0п— 1 Г/ ц  1 а ~\
У =  (Т ^ Т Р Р ) ^  Р 008 1(и ■*"1} агс ;

изъ сравнешя полученныхъ двухъ выраженш для г/П) вы 
вести тождество

3 5 — Ч - И 1 1*4 • • • ,

гд-Ь
т  =  п -н  1 и т 0 =  1.

22) у  =  агс 48 -?-; 

доказать, что

2 * = ( — 1)“-1  1 . 2 . 3  . . . ( * _ ! ) - “ 2 ^ ,
(а2 -+- ж2) 2

ГД-Ь

ср =  агс1§



VIII. 23 И 24.

доказать, что

=  т (т  —  1 —  п  ч - 1 )Ъп(а-*-Ъх)т~ п |^1§(а-»-Ьж)

п 1 и (и — 1)  1_____
Т  т - п - 1 - 1  О  (т — п -+-1) (т — п -«- 2)

п (п — I) (п — 2) _______________ Ь 2 __________________
1.2 .3  (т. — п -+- 1) (т. — я  +  2 ) (т  — я +  3) ’ _|

и если п =  т , тогда

= 1 - 2 . 3 -------- тЪт [1 §  ( а + Ъ х )  +  ~  —  т [”\~ г 1)

т (т — 1) (га — 2). 1.2 
(1 .2 .3)*

2 4 ) у —  (а —  Ъх)т зш  (а -+- Ьх)\ доказать, что 

^  =  ( - 1 ) ” т ( ш - 1 ) . . . . ( ш —п + \)Ъ п (а—Ъх)т~ п |з ш  (а-*-Ъх) 

_ п  а -Ь х  1ц г
1 т - и н - 1  2 ^

 — вш ( а ч -  Ьж-+- 2 .1.2 (га — п -н 1) (га — » н- 2) \  2 /  )

Если й =  >В И 6 =  1 , 

тогда
у —  {а  —  х)т вш (а -+- ж)

и

1)“  1 . 2 . 3  ш [вш  ( а ч - ж )

—5  (а -ж ) 81в ( а - н ж - н ■ ( « - з ) 2 мп(а-»-ж-*-2 - у ) - . . ■ ■] .



25) у  —  х т еах вш тож; 

доказать, что

м
=  (а2 -+- ш2) 2 еах [V" вш (т х -+- мер)

п т х т  1 з т  [т х  -н (»  — 1) ф]

^  (о2 -н о т 2)2

го (го -  1) ж"1- 2 81п [тхаТ_1П̂ 2) 9] ч - .

ГД'б
гп

9 =  агс % —.

26) у  —  еах X ,  гд^ X  некоторая Функщя х; 

доказать, что

5 * - V  ( * - • ) • *

27) у  —  е ХС0*а С08 (X 8Щ а);

VIII. 2 5 —28 ----  28 ----

символически.

доказать, что

Лп у  х  соз а г п=  е сов [х в т  а -+- па].

28) у  =  агс ж; доказать, что

у (п) =  1. 2 .3  . . . .  (п —  1) сов” у  сов ^му  -+-



29 — VIII. 29—31.

2 9 )  Доказать, что при х  —  О 

^ 9 ^ ^ = ( - 1 ) " ^ т » К - 4 ) К - 1 6 ) . . . . К - 4 п 2).

30) у  =  х п (1  —  ж)" 

или

У =  ( -  1)" [ж2" —  ±  Х2П~ 1 н -  ж2П'- 2 —  . . . . ] .

Найти у (п} и доказать, что сумма квадратовъ бином1аль- 
ныхъ коэФФищентовъ разложешя (1 -+- ж)п, т. е.

1 . /  «  V  , ( п (« — р у  .__________ (я-н  1) ( я н - 2 ) . . .  ■ 2и
\ 1 /  \  1 .2  1 .2 .3 . . . . я

31) Дано у  —  (х — а)" (ж —  Р)” ; 

доказать, что

У ”> =  1 . 2 . 3 . . .  И Л *  ( * - “ ) '
Р—О

гдгЬ (7ПР суть бином1альные коэффициенты.

Пользуясь этой Формулою для случая а =  1, р = —  1 
и непосредственно выведенной Формулою для п-ой произ
водной (1 — ж2)”, доказать, что сумма

(СпУ  -  (Сп'У  н -  (<7„2)2 — .......... -  (—  1)" (СпУ  =  О

п п
при п  нечетномъ и равна (—  I ) 2 Сп2 при п  четномъ.



VIII. 32—35. —  30 —

32) Г х  — со1& а _ 
1 -н  ж2 ’

доказать, что

/7Л ■ X 41 п ч
Мп=1- ~ ( —1) ~  1 . 2 . . .(и— 1)8шм$ 8т"0 [со1§м$—со1§а], 

гд1>

О —  агс со!д х.

88 ) «  =  .р ( ± ) ;

доказать, что

ап г Ш .

н - ^ 1 !  ( , _ ! ) ( , _  2 )  * .  * * — ) ( Л )  - н . . . . ] .

а
Щ у  =  

доказать, что

Лп е х  (— 1)»«* Г /«  \п . п
йхп х п т ] Г - т « — « ( т Г

(»  -  1 ) ( »  -  2 )  ( - 5 - ) " - - н . . . . ] .

35) Вывести, что

( ж )  (— 1)» 1 .2 . . . . (и  — 1) . /  , 1 \- —- —  -— ’■ , . ..:=ь вш п агс —
У(1 -+-ж2)п V 8 * /

(Iй агс 1§

"5®й У(1 -+- ж2)’



и, полагая агс 1§ х  =  6  въ Формул!;

/__  т ЧП ж” (? р  (  ж ) ___ (я), р  /  1 \  (»)г -р" /  1 \
'  1 . 2 . 3 . . . . ( я — 1) Лхп х \ х )  жг \ х )

. (”)з гр’"  / 2 Д
1 .2 .ж3 и /  -------- ’

получить

8 т " # 8 Ш П  —  0^  =  (п )1 8Ш $ СОЗ6* —  ( п \  СОЗ2(9 81П 2 6

 (п)з СО830  8 Ш З Й Н - .  . . .

36) Д оказать, что

АП̂ Р  =  (2ж)" Р {п) (ж2) -н (2х)п~ г Р ^ ~ 1) (ж2)

| я (я — 1) (я 2 )(я 3) ( 2 х )п~ 4 Р {п~ г) (ж2)

и - ( 2 ж ) ”—6Р^п~ 3) (ж2) - + - . . . .1 .4 .0

37) Д оказать , что

^ « - 1  ^  ^  г . з . 5 . . . .  (2ж -  !) Г я , - 1 у  1 ^ 2
йх т— 1 \ > т ]_

 яг (я» — 1) (т  — 2) ^ - г  з

_4_ яг (яг — 1)(яг — 2) (яг — 3) (я» — 4) ^.яг—5 ( у 1 _ х 2^5 ^

  31 —  VIII. 35—37.



Полагая въ этой Формул  ̂ х  =  соз и, получаемъ

VIII. 37—39.   32 —

Дт- 1]1«Д 2-)—— =  ( -  1 Г - 1 з1п М,.ахт 1 4 , ш

38 ) у  =  е ~ хг-

доказать, что

аПе (—  1)" с- ** { (2х)п —  (2х)п~с1хп

+  п (я -1 )(я -2 )(я -3 ) (2х)п~*~ ” (п~ 3)(и~ 4)(”~ 5) (2ж)И~®+...|

39) Вычислить непосредственно

йп  1й (1 +  х г)
35й

и изъ сравнешя полученнаго выражешя съ выражешемъ

с1п 1^(1 -нж2)
Лхп

изъ общей Формулы для

ап г  №)
Лхп >

вывести, что

2 соз пш =  (2 соз о)”— у  (2 соз ш)” 2 и  ” - у 3-- (2 соз со)" 4

я (п — 4) (га 5) ( 2  С08 ш),
1> « |9

Я—6



33 — VIII. 40—42.

40) Вычислить непосредственно

й” 1  ̂(1 — х2)
35"

и затЬмъ, пользуясь общей Формулою для

й» Г (х2) 
Охп »

вывести, что

{х-+- 1)п ч-(х  — 1)п   .. п х2— 1 п(п — 3) 2____________ X ~ . „ I 1 О

41) Доказать, что

й» Г  (/ЗГ) _  Р(п) (У1Р) п (и — 1) У(»—0 (УаГ) 
ле» —  (2 1 (2 У ^ ) " ^ 1

(и -+- 1) и (п — 1) (п — 2) 1Г(п *) (У Т )
4  Ь 2  (2 У аГ)” ^-2

(ин-2)(п +  1)и(п — 1)(п — 2)(и — 3) .М» 3) (Уя:)
П 2 3  (2 У йГ)п_нз ~1~ -------

42) Доказать, что

(ос ч - 3 /5 ~ )  / ,чп 1 .2 ----- п$п Г .  ( п — X о.+ $ У х
35» — 1 . 0 ,/—\»-Щ 1_н 1 ОИЧ/5Г

(2я)п 1.2

(и +  ! ) ( » -  2) / 1 +  &УаГ\  2
1-2  ̂ 2 Р У ^  )   _]*

3



VIII. 43—45. —  34

43) Доказать, что

=  в“ У " ( 0 - н - . . .

+  ...........
гд-Ь

Е к =  (к)0кп - ( к \  (к —  1)"н- (й),(й -  2 ) " - . . . .

44) Доказать, что

" = (а "*■ О 1* [ н  л  ( ^ ® )  о* )*Е * ( ^ х )  ■*■••••]

и отсюда, полагая а =  0, вывести, что

(п)0»я— (п \(п  — 1 )п-+ -{п \(п— 2)"— . . . . = 1 . 2 . 3 .  . . .п .

4 5 )  з/ =  а г с 8 т ж ;  

доказать: а) что

<*»-*-> агс 8Ш X __  1 .3 .5  . . . (2га — 1) (1 — х)п Г . я 1 1 — х
Лхпч~1 2" у/1 ~ Х 2 |_ 1 2 » - 1  1 +  ж

, » ( я-1)  1.8 Д - « У ,
1.2 (2и —1)(2и —3) \1-нж/ • •   \1

Ь ) ЧТО

1 Лпч~1 агс 81п х  1 Г  п я (га — 1) 1 —г
1 .2 .3 . . . . я  —  ( 1 _ г2)” + 2  I  Ь 2 ~  2

га (и — 1) (и — 2) (я — 3) 1 .3  га—4
1 .2 .3 .4  2 .4

я (я — 1)(п — 2) (я — 3)(га — 4) (га — 5) 1 .3 .5  га—е
1 .2 .3 .4 .5 .6  ' 2 . 4 . 6



35 — VIII. 45—47.

Заменяя въ этой Формул!; х  черезъ гх, доказать, что 

1 _
х2 I— 11» 1 .2  и Г  «  п (п — 11 1

X
&п ■ ____

У \ + х 2 1 ) » 1 . 2 . . . . я  Г я  я ( я - 1 )  1 „ _ 2

йхП (1-*-х2)п +  2

я (я — 1) (и — 2) (я — 3) 1. 3 Я— 4
1 . 2 . 3 . 4  2 . 4  Х

[~„п я (я — 1) 1
[_ 1.2 2

46) Пользуясь Ф орм улою  Лейбница, вычислить

й» [(1 — *)» г»] 
Дет»

• я  ж  2 =  81П2 т ,

и, полагая

доказать тождество

я я (я  —11 я — 2 • о я (я — 1) (я — 2) (я — 3) я — 4 • ^
С08 Ж Р Р С О З  Ж81П Ж-*—  ---- 2 2 4 ^ ------- -СОЗ 4 Ж81П4 Ж

2П х I п \ 2 2и—2 • о X
- + - . . . . =  С082 Т  — (Т ) соз2 2 Т 8Ш2 У

Гя(я — 1)~12 2Я— 4 X • л X-Ь  с°82 4 т 81П4 т  — . . . .

47) «/ =  жет1§ж; доказать посл’Ьдовательнымъ диФФерен- 
цировашемъ, что

__________ I  аПУ ж1»—»
т (т  — 1 ) .. . .  (т  — п 1) йжп °  яг — п -§- 1

—п
■*--------------- о "+т — п •+- 2

/р?П—п
4-----------1т . . .(а), 

з*



На основанш же Формулы Лейбница доказать, что

—х т~п \т (т — 1)... (т -п-л-1) 1 т (т— 1)...(т - п -+- 2)

—]?%т (т —1) (т —2)...(ш —п-*-д)-*-2р3т (т —1)...(т—п + 4 )  

— 2 .  Ъ р ^п (т — 1)...{т  — и +  5) + ---- ] ............ ((3),

гд’Ьр г, р а, . . . .  суть бином1альные коэФФИщенты при раз- 
ложенш бинома (1 + ж ) " .

Пользуясь выражешями (а) и ((3) для

й » [ хт 1%х]
Ахп »

доказать, что при п  ц'Ьломъ и положительномъ справедливы 
сл'Ьдуюшдя тождества:

1) ^1— 1 Т ~ 1^ Р п

1 1 1 1 п \
=  1 + 1  +  Т +  + п ..................

2) Если черезъ Р г (п) обозначить сумму

пг  « г -ы  »Г-4-2

VIII. 47.   36 -------------

въ которой пг коэФФищентъ при х г въ разложенш (1 
то

{ т " » - - 1 г } -



37 — VIII. 47 И 48.

3) Если черезъ дг обозначить биномиальные
коэФФИщенты при разложенш бинома (1 —  х )~ т~^п~ 1, то 
доказать, что

Ъ .  1)"— 1 1 п_  1
2д2 ' 4 > щ п т — я н - 1

I _1_
т — п-4- 2 +  • • • • п •

48) Пользуясь свойствомъ, что веб производныя нечет- 
наго порядка четной Функцш обращаются въ нуль при х  =  О, 
если только эта Функщя непрерывна въ смежности съ х  —  О, 
и замечая, что, начиная со второй, производныя

У 3х — 1

одинаковы съ производными Функцш

х  х
еР — 1 Н _ "2 »

т. е. Функщей четной, получаемъ

уГ = { -  1 Г ^ ,
гд'Ь

Е 1> Е 31 " • • • Е 2П—\

суть Бернулл1евы числа, т. е.

Е з ~ зо1 - ®5 — й » - - - -

49) Найти сумму ряда 

1 . 2 . 3 . . .  .р х р -+- 2.  3 . . . .р  (р -+-1) х р~*~* 

при х  <  1.



IX. 1—4. —  38

I X .  Производныя высшихъ порядковъ отъ неявныхъ
функцш:

1) Дано у3 -+-х8—  3 аху  =  О.

Найти
Л2_ у
ах2 '

Отв’Ьтъ.
а2 у   2а® х у
ах2 (у2 — аж)3 '

2) Дано у2 -+- Ъх2 — 2ау -+- ах  —  Ъ =  0.

Найти
&_У
ах2 '

Ответь.
а2 у   4Ь (у — а)2 -+- (2Ьж -+- а)2
дл2 4 (у — а)3

3) У -+- уе~ х — х  —  0.

Найти
а2 у  
ах2 '

Отв’бтъ.
а2 у   у{ех — 1) — 2ех
ах2 (е® -+-1)2

4) Доказать, что у  Функщя отъ х, заданная ур.

агс соз =



—  39 IX. 4. X. 1—7.

удовлетворяетъ ур.

—I— (2% Н" 1) ж

X .  Частныя производныя и д и ф ф е р е н ты  высшихъ по
рядковъ функщй отъ многихъ независимыхъ перемЬнныхъ.

Проверить на сл'Ьдующихъ прим-Ьрахъ равенство

д2 и    д2 и
дхду дудх '

. .    х -у - у
'  и  81П (X — у)'

3) и —  У х 2 -+- у2 н -  агс 1;§

5) и —  соз — агс соз —./  у  X

6) и =  ж3 — Ъаху -н  у3;

доказать, что
с18 и —  6 (Ах2 -+■ Луг).

7) и  —  У  2ху  -+-у2]

доказать, что
д3 и __  у2 (у — х)

ШГ*~У~ {Ъху+У2)2



8) и =  х  ^ у ч - у * % Х ]  

доказать, что
д*и  2 (соз2 х  -+- 3 з т 2 х)

X. 8—13.   4 0  —

Зж3 ду соз4 х

9) « =  1к [(ж (у -+-»)]; 

доказать, что
й2 и    2
йжйу (ал -у )2'

10) Если и  однородная Функщя м-аго изм'Ьрешя, то до
казать, что

<> дг и п й2 и о й2 и ,
ж 2хУ Ш-у -'-У  Ту~* =  п  (п —  !) и-

11) Проверить предъидущую теорему на слЪдующихъ 
прим’йрахъ:

а) м =  (ж-+-*/)2; & ) м = ^ ; с) и =  У х * - л - у \

12) Если и =  х ? г* ч -е х у2г3-+-х2у 2г*, 

то доказать, что

Ш ^Тя  == бе® у г* н -  8уг.

13) Если и  =  1§ [ж3 -+- у3 н -  г3 —  3хув\ , 

то доказать, что

1 й3 и 1 ди ди ди 1
6 дхдудг 3 дх ду дг ж3 +  у3 +  г 8 — 3хуг



41 — X. 13—16.

И ЧТО
д2 и  д2 и д2 и   3
дхг ду2 дг2 (ж у  -+- г)2 ’

14) Если и =  Уж2 +  ^2 +  г2, 

то доказать, что

д* и д* и д* и п д* и 0 д* и 0 д*и  __
Ох* 1у* 1г* ду^дг2 дг2 дх2 дх2 ду2 ~  и>

15) г  есть Функщя х ж у, выраженная у р . :

г =  ах-+ -у(р (а) -+- Р  (а),

О =  х  -§- уу  (а) -+- Р '(л ) ; 

доказать, что при любыхъ значешяхъ ср (а) и Р  (а)

д^г ( Р г  /  д2 г \ 2
дх2 ду2 \д х д у )  *

16) Функщя и  перем'Ьнныхъ х, у, г , . . . . ,  I задана ур.:

/ ■ ( * , & * , ------ , (, и) =  0.

Обозначая черезъ а и (3 двЬ кагая нибудь изъ перем'Ьн- 
ныхъ х , у , г , . . . . ,  I, доказать, что

0
д±
дх

дГ
ди

д2 и 1 дГ д2/ дЧ_
дхд$ ~ дб дхд$

\ои <
дГ
ди

д2 Г
дх ди

д2 Г
ди2



X I .  ПримЬры на замЬну перемЬнныхъ.

1) Дано

XI. 1—4. —  42  ---

доказать, что, при х  =  а соз3 «л, у  —  Ъ зш8 сл,

Ау   ъ ,
ах

и
а2 у ъ 4
Т 7  —  5-* вес4 сл созес а.

2) Дано х  =  у ;

доказать, что
г & у  , о Ау ,3 а2 у

ах2 ах аг2 •

3) Преобразовать уравнеше

а2 у   у
Ох2 (ех  -+- е х )2 ’

полагая

ОтвЬтъ.

О - « ■ > §  =  <»•

4) Преобразовать выражеше

х 2 -у- а2 А2 у  х 2 — а2 Ау
х 2 Ах2 х 3 А х 1



43 — XI. 5—7.

полагая

х  — а \ /  е1 —  1.
Ответь.

4« * Л2 у
И Р '

5) Въ выражении

8  =  (а - * - Ъ х ) ^ - % ч - с ^Ах2 Ах

принять за новую переменную I, связанную съ х  уравне- 
темъ

а ч -Ъ х  =  Ып

и определить п  такъ, чтобы

с  ±т А2 у
А Р '

где
Ъ — 2 с

т  =  -г------.Ъ —  с

6) Преобразовать уравнете

<Ру . 9 е2!с — е—2Х А у . л  ”2У  п
Ах2 е2Х-+- е— 2Х Ах (е2Х -+- е ~ 2Х)2 ’

полагая
х  —  1§ У*%1.

Ответь.
У 9 А

О-

7) Преобразовать уравнете

А2 у  2х  Ау у  ___ ~
Ах2 1 -+- х2 Ах (1 я 2)2 ’



полагая 

Отв'Ьтъ.

XI. 7—10.   44  —

в  == агс х.

А2 У л

8) Вычислить

Н1)Т
_ < ^ у  ’

ах2
полагая

ж =  а  соз ср, г/ =  & згп <р.

Отв'Ьтъ. 3
[а2 8т 2 9 н- Ъ2 соз2 9 ]2 

аЬ

9) Преобразовать выражеше

Ау
Х А х - у

у Ч Г
полагая

х  —  г соз <9, у  —  г зш
ОтвЬтъ.

/'■-(яГ
10) Преобразовать уравнеше

полагая г —  е 81П х и принимая за новое независимое пере
менное х.



Ответь.

ЙЖ2 — 1.

11) Преобразовать уравнеше

(1-- О Й — 2 - 0 ,
полагая

X =  С08#.

Отв’бтъ.

-~ у- =  О 
й«2

12) Преобразовать выражеше

йу
Х +  У Тх 

йу  * 
йж

полагая
ж =  г  соз О, у  —  г  з т  в  

и считая в  новой независимой переменной.

Отв_Ьтъ.
1 Иг 
г Й0 ’

13) Преобразовать уравнеше

й2 у  1 йу г.
—  ° >

принимая
ж2 =  4 1.

—  45  —  хг. к '- 1 3 .



XI. 13— 16.

Отв'Ьтъ.
Л/ о 
<11 У

14) Преобразовать уравнеше

Зж2 ш  ( а +  1} Ж Тх ~  У =  0  >

полагая
Ь =  \%х.

Ответь.
<*3 У . лу „  —  о  
Ахъ Ах У

15) Преобразовать уравнеше

(ж +  г / - 6 ) | + ж  +  « / + 6  =  0,

полагая
х  —  и-+-1, 

у  =  и —  1.
Ответь.

м ^ - ь - 3  =  0 .(II

16) Преобразовать уравнеше

[ 8 - » Я ( 2 М З Г [ « М “ 0 -
принимая за независимую переменную у.

ОтвЬтъ.
ж '" -+- ж2 а:"2 —  г/ ж'3 =  0 .



17) Преобразовать уравнеше

^  - + - * )  =  ° ,

полагая
4 __ 1 х
Ъ —  - •1 — х

О т в е т ь .

%-*-са =  о.
18) Преобразовать уравнете

(1 н -ж 2) ж 0  — |  [1 -  х*у  У 1 -н ж 2] - ж 3У  =  0 ,

  47  —  XI. 17—20.

полагая
* =  У 1 - ■ж2.

О т в е т ь .

У в а =  0
а р  ^  У м  У и -

19) Преобразовать уравнеше

а - о *  ( Э )  -
полагая

Ж =  ВШ I.
Ответь.

Й М У - * - " -
20) Преобразовать уравнение

( ! — 2х  ( ! — жг) 2 - * - Т ^ 2/ =  0 ’



полагая

Ответь.

* *  -+- а (е21 -+- 1) у  —  0.

21) Доказать, что выражеше .

й?_у
йх2

принимая за независимую переменную з, при чемъ 

Ах3 -+- йу1 —  Аз2,

преобразуется въ
й2 у  йх йЯх йу
йв2 йв йв2 йв *

22) Если дано

ХУ т ^  —  х ( Ш ~ н у 3 = = 0 ’
то, принимая

получимъ



49  — XI. 23—26.

то доказать, что при х  =  уе1г,

Л2 г  Лг А

24) Доказать, что, если

х - л - у  —  1,

то
1!

Р - Ш Т  Г Ш - 4 ^ ] ’
а2 у а2 г
Ах2 йу2

25) Если 1§у —  х, 

то доказать, что

преобразуется въ

( 1 - * - ^ 0 - н 2 *  ( 1 - н ^ 5  +  2 |  =  0 .

26) Если г/ =  1§'Ж, 

то доказать, что ур.

„ Л2 и Ли А
х2 ш - * - х Тх +  и =  0

преобразуется въ
а2 и  Л

- * - м  =  0 .
йу2



27) Преобразовать уравнете

(*) Ш - + - В  (*) % .+  У

V принимая за новую переменную

■у &У
А  —  Ах

и за новую Функщю

(преобразовате Лежандра).

28) Если /* =  ( (У, р), при чемъ

г  =  аи н -  <р (и —  V), 

^ =  М -+- ф (м ^),
то доказать, что

д±  +  д±  =  а д±  +  д±  
ди дк дг д р '

29) Дано
х - * - у  =  Х ,  у  — Х У ,

доказать, что

д2 и д2 и д и ___ -у д2 и у  д2 и
Х ~дзР У Ш у  дх ~~ УХ2 1  Ш Г



XI. 30—38.

д ( д 2 и д2 и \   — 26 /д2 и  д2 и\
4 \ ~ду2) ~ е УЖ  др)"

31) Дано
у  — X .

дг дг у 
ду дх

доказать, что, если

и =  1 § У х 2 -+- у2,

V =  агс г,

I =  х  -+- у  -+- г,

то предложенное выражеше преобразуется въ

2“ Г •> ди ди~|е |_со8аг ; ^ ч - _ ] .

доказать, что

32) Если

то, полагая

и принимая 

получимъ

33) Если дано

д2 г д2 г  «
дх2 ду2 5

X2 -+- у 2 =  I'2,

* =  № ,

Л2 г  1 дг п
н тг “  0•дг2 г дг

дг дг 
Х Щ ~~ У д~х'

4*



XI. 33—35. 52

то, полагая

получимъ

34) Если

то, полагая

х  —  г  соз I, 

у  =  г  з т  1:

дг

1 (д г \2  / | ^ \ 2______   л
хг \д х ) ~ * ~ у 2 \й у /  ’

Ь =  Х2 —  у 2,

получимъ

0 г - а й » Г « - »=■<>■

35) Если дано

то, принимая

получимъ

дг \2 I дг \2
д х ) \д у  ) ’

У х 2ч -  у2 —  1§ I 

г  =  ?  (*),

(3 /  <1г \2 
1^ / ’



XI. 36—38.

36) Если дано

то, принимая

получимъ

37) Если дано

д2 г  32*
дх'~ ду2 5

х 2 —  у 2 =  е2Г

в =  {{€),

— 2  г & _г 
е •

3 2 - ^ |  =  0 ,

то, полагая

и принимая 

получимъ

Уж2-+-«/2 =  #

2 =  И*),

й2 г  1  й г  «
Т  Ж  -

38) Преобразовать уравнете

„о д2V 2 д2» 2 д2 ® 0 &2 * 2̂ ® л
Ш ~ * ~  У дуг ~*~г  дг2 У3 д ф  Н~  х г  Ш г  ХУ дЩ } —  0  ’

полагая
х  —  д1, у = р ( ,  г = м  

и принимая р ,  2 , Ь за новыя независимыя перем'Ьнныя.

»



XI. 38—41. 54  —

Отв'Ьтъ.
3 Й2Ю 9 д2Х 49 д2Ъ л

39) Если дано

1 П д г \2 дг д г!  А П  дг\2 дг Йг1  _  л  
У |_\<?у/ дх д у ]  1_\Л») ду дх]  ’

то, полагая

получимъ

40) Дано

х  =  {I2 -+- г;2)2, 

У =  (* — V2)2,

2х  =  г (е9-ь  е ®),

2у =  г  (е6—  е б) ;
доказать, что

62 м д2 и  й2 м 1 й2 и 1 ди
дх2 ду2 ()?*2 г2 Й02 * г д г "

41) Доказать, что, если

х  =  г  соз р ,  

у  =  г  зш р ,

то, при любой переменной I,

& у  „ ^15 — га < р  . ог
а* у  ар ~  '  ар а* л  *



  55 ---  XI. 42—44.

42) Доказать, что, если

то уравнеше 

преобразуется въ

х  =  и,

1_ _1___
в х  ’

з  д в  о д в  п

Х т х + У * т у =  г

?  =  0.ди

43) Доказать, что, при

х - + - у  =  и ,

ж

— —  го,X ’
уравнеше

преобразуется въ

44) Если

д*г ^_г__ 9 <Р_г____0
дх2 ду2 дхду

ачо о 
а»*

ж =  /■ (вес в  -+- 1§ 6 ) ,  

ув=вг (вес 0  — 0),



то доказать, что

, д и д и  /ди\2 соа2 в (ди\
4 г2- \дв/

45) Дано
и =  у  -+- аж, 

ь =  у  —  аж; 

доказать, что въ этомъ случай уравнете

преобразуется въ

46) Дано

доказать, что

д2 г о д2 г п 
дх2 ~ а ду2 0

~  =  0диОъ

и —  X у,

V =  Х  у ,

ю =  х у  —  я;

д2 и ^  д2 и д2 и __  „
дх2 дхду ду2

преобразуется въ
д2 го 1



доказать, что уравнеше

преобразуется въ

48) Дано

дг дг

д г   г
ди и ’

и —  х ,

у — пгь = - -------:X — т г’

доказать, что уравнеше

(х —  тг) ^ ч - ( у  —  пг)

преобразуется въ

49) Дано

-  =  0ди

и  =  х .

доказать, что уравнен1е

дг дг А

преобразуется въ



XI. 50—52. 58 —

50) - Дано
и =  х,

V =  у  —  Ъг;

доказать, что уравнеше

дг ,  дг .о г  +  6 г = 1дх ду

преобразуется въ
д г   1
ди а

51) Преобразовать уравнеше

д ^ г д ^ г  /  й2 г \ 2
дх2 ду2 \  дхду)  ’

полагая
ж =  ам н -  (3̂ , у  =  ах м -+- I  

и принимая м и < за новыя независимыя переменный. 

Ответь.
Г д2 г д2 г / Й * # \ П
\_дй? дг2 \йий*/  ^

52) Преобразовать уравнеше

. 2  <*2 г п д2 г  .  йг дг
У д & - 2 Х У Щ - у + Х* 1 & =  +  У Т у —

полагая

Отв'Ьтъ.
X  =  р СОЗ в ,  у  =  р 8Ш 61.

й2 * А
Й02 г О-



59 — XI. 53—55.

53) Преобразовать уравнете

д а  ■ Щ 2 % - | -  2 (у —  У3) |  ж2 у2 *  =  О,

полагая

х у  =  и, У =  \  

и принимая и  и V за новыя независимыя перемйнныя. 

Отвйтъ.

~  -н 2мг;2^  -+- 2 (о —  г;3) ^  -+- м2г;2 г =  0.

54) Дано
м = ^ ж  -+- ду —  г ,

гдй
 дг  дг ,  д2 г    д2 г .  д2 г %

Р  дх ’ ® ду ’ } Зж2 ’ 8 ЗжЗг/ ’ Зу2 ’

доказать, что уравнете

д*г—  2рд&-+-р21 =  О

преобразуется въ

„ З2 и п д2 и о д2 и А
9 И р ^  ^Р% дрдс[ '~*~Р Ир2 • 

(Преобразовате Лежандра).

55) Доказать, что, посредствомъ преобразовашя Ле
жандра, уравнете

г  —  I =  —̂ — (г1 —  §2)



д2 и д2 и   4 ди
дч2 др2 р  -+- ч др'

56) Доказать, что, при помощи преобразования Лежандра, 
уравнеше

р х  +  уу —  г =  ху

преобразуется въ
 ди ди

и  др дч ’

57) Доказать, что, сд'Ьлавъ надъ уравнешемъ

— ** - /»2 
(1ч -р 2-н ч2)2 °

преобразоваше Л еж андра, получимъ

^  Ч-) \др2 дч2 \дрдч) I —  а2’

58) Доказать, что, употребляя подстановку Лежандра, 
преобразуемъ уравнение

В г  -+- 8з  +  Т( =  0,

гуД В , 8  п Т  суть Функцш только р  и д, въ следующее

принимаетъ видъ



XI. 59—61.

д2 и д2 и д2 и

доказать, что при этихъ условшхъ уравнеше

дх2 ' ду2 ' ~ дг2 ®

преобразуется въ

д2 и 2 ди л
дг2 г дг

60) Если 

то уравнеше

X =  Г СОЗ <9, У —  г  8Ш в ,

д2 и д2 и л
■т—5 1 Т"5" --- Одх2 ду2

преобразуется въ

д2 и 1 д2 и 1 дм__
1г2 ~*~'г2 !№ ~ * ~ Т  ~дг •

61) Доказать, что, если 

х  —  г  соз 0, у  —  г  зш О зш ср, а —  г  зш в  соз ср, 

то уравнеше
д2 и д2 и д2 и   ~
дх2 ду2 дг2

преобразуется въ

д2(ги) 1 д2 и  1 д ( 8Ш 6 99 )  _  0  
^  дг2 ~ 81П2 9 д<р2 81П 6 оЬ



XII. 1—4. — 62 —

X I I .  Примеры на исключеше постоянныхъ и знаковъ
функцш.

1) Дано
т

У =  ах-*- —  -, 

доказать, что, исключивъ а, получимъ

ж( 2 ) 2—  у  тх + т = 0 -
2) Дано

X
х  —  у  =  ае х ~ у; 

доказать, что, исключивъ а , получимъ 

г уу'-+-х —  2у =  0.

3) Доказать, что, исключивъ а1? а2, . . . ,  ап изъ выражешя 

у  =  а, ж"н- а2 х п~ ‘1 -+- а8 х п~ 2ч - . .  . . -+- ап х ,

получимъ

Ду х2 Д2 у ‘ х3 Д3 у хп Дп у
У Х Дх П 2 ДШ2 ~+~ 1 .2 .3  Ш  ' •  ------- 1 .2 . . . . я  йх" *

4) Доказать, что, исключивъ а, Ъ я с изъ выражешя

г =  ах-*-Ъу  -+- с, 

гдг1 у  Функщя отъ X,
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получимъ
А2 г А3 у Л3 г Л2 у  ^
Ах2 Ах3 Ах3 Ах2

5) Дано
(а -+- тЪ) (х 2 —  ту2) =  иге2; 

доказать, что, исключивъ изъ этого выражешя иг, получимъ 

а х у у 2 н -  [Ъх2 —  ау2 — с2] у  — Ъху2 —  0.

6) Доказать, что, исключивъ а и Ъ изъ уравнешя

у2 —  а (Ъ- —  ж2),
получимъ

доказать, что дифференциальное уравнеше всЬхъ круговъ 
будетъ

доказать, что диФФеренщальное уравнеше вебхъ кониче- 

скихъ ейченш будетъ

7) Дано уравнете круга

х 2 ч - у 2 ч -  2ах ч -  2 Ъу —  с;

(1 -+-У2) у " —  %У У * —  0.

8) Дано уравнеше коническихъ ейченш

I
у  —  ах -+-Ъ ±  (рх2ч -  2ух ч -  г)2;

—  40 у'"3 -н  45 у  у "  у 1У —  9 у '2у у —  0.



9) Д оказать , что диФФеренщальное уравнеш е веЪхъ па- 
раболъ буд егь

5 у " а - 3 у ' у ™  =  0.

10) Доказать, что, если

у* -+- Ъх2 —  0 ,

то
V 'о '  Л

ХУУ -+~ху — уу  = 0 .

1 1 )  Е сли

У =  Я ВШ X -+- Ь СОВ Ж,

ТО
" г\У -+-у =  0.

12) Дано
*/ =  ВШ (1§ ж), 

доказать, что, исключивъ знаки вш и \§, получимъ

х  ах* ^ х  й х ^ У —  и -

13) Дано

у  =  аех н - Ье~х-+- с зш ( х ч - т ) ;  

доказать, что, исключивъ а, Ъ, с, е и знакъ вш, получимъ
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14) Если

У —  ^ =  С08 У X

то доказать, что, исключивъ соз, получимъ

й2у 2х  ^  -I- 2у =  0.

15) Дано
4 =  9 (ж2-»-*/2);

доказать, что, исключивъ <р, получимъ

дг дг п
У 1И Х д у ~

16) Доказать, что, исключивъ 9  изъ выражешя

получимъ

17) Если

2 х у ~  +  {х* +  у*) |  =  ° .

то доказать, что, исключивъ ср, получимъ

дг „ дг о
Уту +  Х Тх =  у •

18) Дано

г*—  х у - » ( * >

—18.



доказать, что, исключивъ <р, получимъ

дг дг „
гх  д~х~*~гУ ц ~ х У =  ()-

19) Дано

г  —  — <р (а) —  жср’ (а) ч -  ф (а) -+- жфг (а),

при чемъ
а  =  У —  Х]

доказать, что, исключивъ а. и знаки ср и ф, получимъ

д2 г  д2 г   2 дг
дхг ду2 х  дх'

20) Дано
Уг =  их-л- а >

при чемъ
у ч -  аж =  9  (а); 

доказать, что, исключивъ а, получимъ

21) Дано
;  =  (р [ ж н - /•(« /)]; 

доказать, что, исключивъ 9  и Д получимъ

дг д2 г дг д2 г

XII. 18—21. ----  6 6  —

дх дхду ду дх2 =  0.



дг г ( дг\ъ

22) Дано
У =  *<р (*)-+-ф (*); 

доказать, что, исключивъ «р и ф, получимъ

/й г\2___ __ дг д г  д2 г д ^ г  / ^ Л 2 п
\д у )  -дх ду дхду ду2 \д х / '

23) г  =  <р (а) — жср' (а) н -  ф ((3) -+- жф' ф),

при чемъ
а =  у  -+- ж,

$ = у  —  х;

доказать, что, исключивъ а, (3, 9  и ф, получимъ

д2 г __д2 г   2 д г _____~
дх2 ду2 х  дх

24) Дано

г = х " У У ) - * - ^ Ш

доказать, что, исключивъ / ’иф,  получимъ

дг дг „  д2 г .  д2 г л  д2 г ,
х Г х ^ У т у -* -2хУ шгу +  х  ар -*" ^  - & - п * =

  67 ---- XII. 2!

25) Если
У

(х -+- I/) (с - + - ж) =  х е х ,

то доказать, что

Щ % - У 1 =  ( х ^ - У ? е
У

5*

!—25.

О.



26) Если

1§ в =  ср {ау -+- Ъх) ф (ау —  Ьж), 

то доказать, что, исключивъ ср и ф, получимъ

' [ ' 3 - ( э д - * [ ' 5 м а г ] '
27) Если

г  =  ж<р (аж -+- &г/) -+- «/ф (аж н -  Ъу), 

то доказать, что, исключивъ «риф, получимъ

а2 —  2аЬ -ь  62 =  О.йу2 йжйу йж2

28) Если

и =  епх Р ( х - ^ у ) ч -  е ~ пх Г ( х — у), 

то доказать, что, исключивъ Р  и /) получимъ

XII. 26—29.   6 8  ----

й2 и й2 и п ди о

=  - М =  =  0 ,

29) Если

Л  _г_' Щ 

то доказать, что, исключивъ ( (г), получимъ

й2* / й*\а й2* / й*\а с дг дг Р_г_ __
дх2 \д у /  ду2 \д я / да; ду дхду *



X I I I .  О возрастами и убыванм функций.

1) Доказать, что при тположительномъ и Х >  О уравнете

хт -+- тх  -+- X =  О

не им’Ьетъ положительныхъ корней.

Если т  четное и X >  ш —  1, то нЬтъ дЫствительныхъ 
корней.

2) Доказать, что всЬ положительные корни уравнешя

х  —  х  —  О

заключаются между къ и к -  -+- гд'Ь к произвольное ц'Ьлое 

число.

3) Доказать, что уравнете

х  -+- соз х  —  а —  О,

или совсЬмъ не им'Ьетъ положительныхъ корней, или же 
им'Ьетъ только одинъ положительный корень.

4) Доказать, что уравнете

4х  -+- 2 вш 2х  — тс =  О

им'Ьетъ единственный положительный корень, заключенный 
между

  6 9  ------------------  XIII. 1—4.
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XIII. 5—8.

5) Доказать, что уравнете

же*— 2 =  0 

имбетъ только одинь корень, заключенный между 

х  =  0 и х =  1.

6) Доказать, что уравнеше

х  —  соз х  =  О 

имбетъ только одинъ корень, заключенный между

/л Пх  —  0 и ж =  у .

7) Принимая во внимаше, что

. и (п — 1) (п — 2) (я — 3) 1^3 п- 1  _  )
1 .2 .3 .4  ‘ 2 .4  Х • • • • } >

доказать, что веб корни уравнешя (^п =  0 вещественны.

8) Принимая во внимаше, что

гдб

<?„ =  (— !)" 1 . 2 .  . . . п  { х п »(» — !) _1_ п—г 
1.2  2

=  ( - 1 ) "  Т]п е ' х2
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доказать, что всЬ корни уравнешя

=  0

вещественны.

9) Доказать, что Функщя

у  —  (ж —  2) ех-+- х  -+- 2

остается положительною для всЬхъ положительныхъ зна
чений х  и отрицательна при х  <  0.

10) Доказать, что при ж и с положительныхъ

убываетъ при возрастали х.

11) Доказать, что при ж и с положительныхъ

возрастаетъ при возрастании ж.

12) Доказать, что уравнеше

3 * -  54ж 135 =  О

имЪетъ только два вещественныхъ корня 

ж =  3 и ж =  4.



1

13) Определить, сколько вещественныхъ корней имеетъ 
уравнеше

, 13а;3 -+- Ъх Лагс х  —  ■5—.— — г =  0.°  За;4 н- 14а:2 -+- 3

14) Доказать, что Функщя

у  =  х 2 (ех —  О

остается положительною для всЬхъ положительныхъ зна- 
ченш х  и отрицательною для всгЬхъ отрицательныхъ зна- 
ченш х.

15) Дано

у  —  х  —  у  1 $ х —  |  зшж;

доказать, что на всемъ промежутке отъ х  =  0 до х  — ~  

у  <  0 , или
. 1 , 2 .

X <  у  X -+- д- 81П X.

16) Доказать, что уравнеше

ехУх2~1 —  т ^х _ ^ у хз —  1 ) — о

при да >  1 имеетъ единственный корень болышй единицы, 
а при да >  0, но < 1  это уравнеше совсемъ не имеетъ по
ложительныхъ корней.

17) Доказать, что уравнеше

2х  н -  зш 2х  —  — =  О т

XIII. 13—17. —  7 2  ----



XIII. 17—20.

им'Ьетъ только одинъ положительный корень, заключенный

Определить число его корней, заключенныхъ между 
О и те, при чемъ т  положительное количество и а уголъ между

19) Если а и Ъ два положительныхъ количества болышя 
единицы и а >- Ъ, то доказать

Если-же е лежитъ между а и Ъ, то можетъ им'Ьть мгЬсто, 
или неравенство 1), или неравенство 2).

20) Даны три Функцш / ’(ж), ср (ж) и ф (ж), имйющ1Я опре
деленный производныя на всемъ промежутка отъ х  —  а до 
х  =  Ъ; доказать, что на этомъ промежутка существуетъ 
такое значеше х  =  х г, при которомъ им'Ьетъ м'Ьсто равен
ство

между 0 и |  +  р

18) Дано уравнеше

О и тт.

2) при

1) что, при а  и Ь <  е, 

аь— Ъа >  О, 

а и Ъ >  е , 

аь —  Ъа <  0.

? ( х д  <р' (яг,) ф' Ю

(  (в) 9 (а) Ф (®) =  °-

( Ф) ? (Ь) ф (Ь)



1

21) Если Ц'&лыя Функцш ( (х ) и Р  (х) удовлетворяютъ 
сл’Ьдующимъ услов!ямъ: 1) степень Функцш Р  (х ) равна п, 
а степень { (рс) равна п  или п  —  1, 2) все корни каж- 
даго изъ уравнен1й: а) { (х) =  О, Ь) Р  (х) =  0 веществен
ные и неравные между собой и 3) корни уравнешя (а) пе
ремежаются съ корнями уравнешя (Ь), то всЬ корни урав- 
нешя

Г  ( х ) Р ( х ) - Р '  {х )Г {х)  =  О 

будутъ мнимые.

1 примгъръ. Полиномы Л ежандра Х п и Х п_ 1 удовле
творяютъ услов!ямъ теоремы, следовательно все корни урав- 
неюя ,

X'  , Х — Х '  Х п = 0п—1 П П п—1
мнимые.

2  примгъръ. Если все корни уравнешя

Р  (х) =  0 ,

где Р  (х) обозначаетъ целый полиномъ, вещественные и 
неравные между собой, то все корни уравнешя

Р"(х)  Р (х )  —  Р '2 (х) =  0
мнимые.

(Задача эта и ея реш ете сообщены мне И. И. Ива-  
новымъ).

XIII. 21.   74  ----



XIV. 1—3.

X I V .  Примеры на разложешя функщй въ строки.

Пользуясь Формулою Т а й л о р а ,  разлож ить въ рядъ сл'Ь- 
дую пця  Ф ункц ш :

1) Если
( (х ) —  х ь —  Зх2ч - 4 х  —  5,

/• (х -*- 2) =  —  1 н -  4ж н -  Зх2 -+- з?.

2) Полагая 

доказать, что

то

{  (ж) =  х \

2_ ж2 1. 3 х 3 
2 " Т -1- 2. 4  6 '

и, полагая въ этомъ разложеши

Х =  81П2 г,
вывести, что

1 . о  1 зш4 г 1 .3  з т в ж
соз г =  1 — у  з т 2 г -----2 4  2 . 4  6

3) Полагая

доказать, что

ж 1 2 Ц о я 8 п 1+3182а ■
1 § ( а н - а : )  —  1  «и *  а - 1 - соз2 а  1 .2  соз2 а  1 .2 .3

(л



4) Полагая
/'(ж) =  (а -+- Ъх)т,

доказать, что

XIV. 4—6.   7 6  ----

Ък\_а +  Ъ(я;-+-Ъ)\т =  (а-+-Ъх)т

' - - О

5) Полагая

■ Ъх

а х
7А * )  =  5 = 5

доказать, что

а ч - х ч - к  он-ж  п Г А к2 кп
а - х — к а — ж -1 - 1_(а— х)2 (а— *)* ” ’ ~+" (а- х - Щп^ ] '

6) Дано
/ ’(х) =  еах 8 т т х ш,

доказать, что

еа (Ж~*~Л) вшт  (;х-+-К) —  еах {зшт х-л-к  (а2-н ш 2)3 вш (шжч-ср)

Д2 з
и -  («2-+- т 2)2 вш (тх -+- 2<р) н - . .  . .

и
1,71 —

-+- у з    (а2-*- ш2) зш [ т  (х -+- Ок) т ~\},

где
жср =  агс I# — .



7) Дано
/■(х ) =  агс

доказать, что ^

(а). . . .  агс (х -+- К) =  агс а; -н  у  зш <р. з т  <р

  77 --------------------- XIV.

Л2 • 0  • о Л3 • 0  - о  Л * 4
• 81П 2<р 81П 9  Н - у  81П Зф 81П8 Ф —  — 81П 4ф  81П4 ф -

гдЬ

<р =  агс 1

1 > * >  — 1. 

Полагая въ Формул^ (а):

А =  —  V I  -+- ж3,

вывести, что

ТС Ф 8Ш 2© ЗШ 3© ЗШ 4©
Т  = Т - Н8Ш?-* 2 Н 3 ^ Н Г 2 -*-'* •>

гд'Ь
О <  ф <  тс;

2) Ь —  —  х

#  получить

7Г . СОЗ2 ср 8Ш 2ф СОЗ3 Ф 81П Зср
— =*= <р -Н  8111 ср СОЗ <Р Н 1------------ ^ ------1 -+- .



XIV. 7—10.

3) 1г —  — ж-----—,’ х  ’

доказать, что

X   81П ф 81П 2<р ВШ Зср
2  сов 9 2  сов2 9 ' + '  3 сов3 9 "+ " " * *

8) Если

/* (ж) —  & - х ”
то доказать, что

«2-(*-нЛ)2 =  2а (а?—я2) [ 2“2 ^  [(« +  *)2 —  (« —  ®)2]

[ О ж ) 3 —  (а —  ж)3] - н ------

-+- (р - У х т  Ка ■+■ ^ ) ПН_1— (« — ^ ) П_Н1] ]  •

9) Доказать, что (1& -Л .

т  — 1 (т  — I)2 о .
8111 т х  =  81П X Н :---  X  СОЗ X  —  — -  - X 81ПЖ1 1. А

(т — I)3 о
•■з~2~^- *  СОЗX

10) Доказать, что

соз т х  =  созж —  {т — 1) я  зш  ж —  *•т ~  ж2 созж1 • Д

(т — I)3 о .
Т Х Г  Ж8ШЖ'



11) Доказать, что при т  и м  цЬлыхъ, имЬемъ

Иш Г - н   ---- 1-----------I - . . . .  и -  —1 == I# т.11111 |_п ^ п н - 1 п -*-2 тп^п=со &

12) Найти

13) Найти

14) Найти

йп х11 (1? х)п
•

Лп есх2
(1хп -

СОЗ Хг Лп  310 X2
И Ахп •

X V .  Пользуясь формулою М а кл о р е н а , доказать слЪ- 
дующая равенства:

1) Доказать, что 

1
V I — с

,  1 1.3 „ 1 .3 .5  о
1 ч ~ Т  Ж +  2 1 Ж + Ш ^ '

2 .4 .6  2 п

ЗатЬмъ, подставляя въ этомъ равенствЬ вш2 х  вмЬсто 
х, вывести, что



2) Разложить еах соз Ъх.

3) Применяя иризнакъ Раабе  и пользуясь рядомъ М 
клорена,  доказать, что рядъ

1 1 1
I /1  О \П. • • • . I-  п __ \п. 1 . . . .

XV. 2—6.   80 ----

(1ё2 г (1еЗ)п  ■ ■ (1гж)га
расходящшся при всякомъ значенш показателя п.

4) Доказать, что

для значешя х  въ промежутке отъ —  1 до 1.

5) Доказать, что

. 1 - ,/С . я  X 2 Ж4 X е  х &хьтс1ё х - 1 ё У 1  +  х* =  - 2— ~ ^ - + - -  —  - в +  . . .  

при
— 1 < * < 1 ,  

при чемъ разложеше это остается справедливымъ и для 

х  =  —  1 и х  =  —н- 1.

6) Доказать, что

о т (1 -т 2) о от(1—от2)(9—от2) ч
( 1 ) . . .  в т  (т а г с  в т  х)=тх-+- - у — 3 агн— \  2 8\  5 Х ч'  ■ •

от (1 — от2) (9 — от2)  [(2п  — I)2 — от2] ги -»-1
4 1.2....(2и-+-1) Х

(—  1 <  х  <  1).



—  81 — I XV. 6—8.

Полагая
агс зша; =  м,

■вывести, что

т (\—тг) . о т (1—т 2)(9—т 2) . ,
& т т и = т  8 т « +  8Ш м '*"“ Т Т з 4 б —  8Ш и '

ЗатЬмг изъ Формулы (1) получить, что

1 ж3 1 .3  ж5 1 .3 .6  ж’
агс 81пя =  я - ь Т у - + - §-Г Т - 4- 2 Х б - Т

1 .3 .5 . . . .(2 п  — 1 ) | ж2"-»-1 
"+ ~ 2 . 4 . . . .  2и 2и -+-1 "

7) Доказать, что

, . л т 2 ж2 (4 — т 2) т2 л
соз (т агс соз х) —  1 ----- ^ -----г 2 3.4

(16 — от2) (4 — от2) от2 а__
1 2 .3 .4 .5 .6

(—  1 <  Ж <  1)

и отсюда вывести, что

,  ш2 соз2 и (4 — т2)т2 ,
СОЗ т м  =  1 -------------- 1 . 2 . з П ~  '



9) Доказать, что

, • ч, х2 2 я4 2 .4  жв 2 .4 .6  а;8(агс вш ж)2 =  у  -1-  т  т  -+- 0  т  . . .

2 .4 .6 . . .  .(2п — 2) х гп
3 .5 .7 . . .  .(2га — 1) п ' ' ' '

(—  1 < ж < 1 ) .

10) Доказать, что

а.агс вша: ,  а2 х2 а (а2-н 12) 3 а2 (а2-+-22) ,
в = 1 + йж+ 1 1 + 2 _ :_ ' ^ +  1 .2 .3 .4

На основанш этого разложешя и зная разложешя е а агс 6ШЖ 
по степенямъ а . агс вш ж, доказать, что

х3 . 1 .3  5'аГС 8111X =  X -+- Н- г̂-г-5 Ж5 -Н . . . .1 .2 .3  2 .4 .5

XV. 9—11. —  82  —

/  - 4 2  а 22 . 22.42 . 22.42.62 „(агс вш ж)2 =  ж2 -1-  3-4 ж4 +  ж» а ^ . е . У ё  ж

г/8 — у ч - х  =  0;
11) Дано 

доказать, что

1) у  —  х  н - ж3 -+- Зж5 ■

1 * Зх2
2) У = 1  — т  — “я"-

о \ . ж  Зж23) - н



83 XV. 12. XVI. 1—8.

12) Дано
ув —  х у  —  1 = 0 ;

доказать, что для вещественнаго значенш у

л X X3
У — 1 Н - - з  —  дУ

X V I .  Предельный значешя функцш, принимакнцихъ не
определенный видъ.

Ит

Ит

' УЗх — У12 —
2ж — 3 УШ 

Г У2х — ж4 — Iх х
1 — Ух3

: — х  "1   8

-  5хХ = з  69"

■̂ Ж=1
16 
9 ’

Гж— (и -+- 1) хп~+~1 -+- пхп~*~2~\ __ п(п~у-1)
1 I  (1 — Х)'1 _1ж=1 2

ж8 — 4ах2 -+- Та2 х  — 2а3 — 2а2 У‘2ах — а2
ж2 — 2аж — а2 •+- 2а V2ах — ж2

..  Г хх  — 1   1
[_хт -*-хп \%х — \ ] х = 1 м + Г

П т  = 1 .

И т  Га ~^1"1 = 1 § а -И хах  _|ж=0 °

П т

— — 5а.

& /  #=0
6*



, 0 )  Шп [ й ф ± 1 = г - ^ .  з

1 1 \ Гж — (2я -+-1) х2П~*-1 -+- (2п — 1) * 2ПН-8_1 ?
п )  11т  I -5— ---------------------------------- _ и = И -

12) Принимая во внимаше, что сумма ряда 

х  4х2 -+- 9х8 -+- и2 х п

 ж -+- ж2 — (п -+- I)2 ж"-1-1 -+- (2и2 ч-2п  — 1) хп~*~2 — п2 жп-*~3
" (1 — ж)3 »

вычислить сумму

1 « и -  2» -ь  з» И -. . . . -I- п» =  У(п-^  1Н2” ->-П

XVI. 9—18. —  84  ---

6

13) Кш Р аа:Р- 1еаР]  =  ̂ — .7 [„вша; — 8 т а _ |ж==а а сова

14) Иш ( ^ )  = - | .
> \  81Д Ж /■*.=<> 2

1 5 )  П т  Г 1 в в т * -1 в « - |  _ _ ------ 1
.  I -  1 —  С08 Ж Д я .= о 3

1 />\ т■ Г 8ш2ж — 2 э т  ж “1 „
16) Пт ^ - ж2- 2 ж- 2 1 =0= ~ 6 -

17) Ит \ е-------1 =  1.> 1_ж — вш ж . ^ , ,

( „-С08Ж \
\---- 7--------------) =    в-
1 —  8Ш Ж —  С08 х ) х = 0



19) Пт Г?.с” «--вш « 1  __ 0
х  -!ж=0

2 0 > 1 1 т

21) Ит Г— 608(1- ж)]  =  1
[_ У 2 х - х *  _]ж=0 •

22) Ит (^ ! Г П , = - 1 .

23) Иш [ ^ ] _ = 2 .

24) Ит Г-Г 7 7 °8а;Л =  - .[ . ж ^ и - ь ж Ц ^ о  2 -

. .  г ет ж  „ т а - 1

26> >■”  р р = * - ] _ - ~ -

* Г" -,2+8111 X
26) Ит Г-------:— Г = о о .

|_ ж - н 8 т ж _ |а. _ 00

27) Нт [ У ^ Г  с о Ч г 1 / Щ = = 5 .

28) Нт [~У— 82паН
и х 2ж=оо

29) Ит Г^ Г 81ПЖС°8Я Л  •[_е э т а ;  с08а?)__|а.__0О

30) Ит П ^ Ц ^ Л  = ± .’ [_ а-*-Ьх ^ x=оа Ь

  8 5  ----  XVI. 19—31.

31) Ит =  о.
и х ^x=са



XVI. 32—44. —  8 6  ----

32> Цт ( ? ) „ = „ =  °-

38> 11ш 1 Ж 1 _ ^ = 8 - 
2

34) цш (5Й 1*\ =  1
’ \  со1§ ж }х = о 2

35) Ит Г Л  Д-Л =  сю.> [_ж3 мп

36> « “  [ г ^ - г ^ г г !  ^ = - 1 -
2

3 7 )  Н т  [ ^ - ^ = - 1 .

38) Пт Г*§ж— -л— — 1 ,  =  сю.I  1 — В1П Хт]х  _
2

39 ) Ит [ ^  —  со18*®]я5=о= | - .

40) Ит —  = - 1’ I *  (1 -+■ ж) ж3 2*

41) Ит [ ( 1 - * ) < * т * ] в8В1= 4 -

42) Ит Г агс з т  со!§ (ж —  а)"] =  —.
I- а -1 х= а  а

43) Ит [ (1— зтж)  1%х] _  к =  0.
Х ~ Т

1
44) Ит [(8тж)соз*]а, _ ^ =  1.



—  87 — XVI. 45—49.

45) Пт [(81Па?) 18Ж]а._ _^_= 1-
2

46) 1 т  [ 1 + ^ = 1 .

47) Принимая во внимаше выражеше

1 1 1 их — 1 т:
I2 -+- х2 22 -+- ж2 З2 -+- х2 _+_ ' •   2ж2 + ж(в!Ю -  1)’

доказать, что

2_ _1_ 2_ __ 2!
1г 2г З2 "+ ' • • ‘ * '+_ пг "+" ’ '   6 '

48) Принимая во внимаше выражеше

I2 -+- ж2 З2 ж2 52 -+- ж2 ' *   4ж 2ж (е™ -+-1) ’

доказать, что

1 1 1  1
12 ^ 3 2  ^ 5 2  ^  • ^ ( 2и -н I)2

_1_ _1_ _1_
т \т4 9 1  П т  ■■+Рп°п Г

’ I Р1 •••-*-Рп ) т—с

полагая

наидемъ, что

I т = о о

Р|+Рг*--+Р»____________
=  V а / 1 а / :2 а / з .  . .  . а прп ;

Р \ = = Т)2 • • • • — Р п == 1 )

1
И т  Г«1т -+-Д2т -»-••• =

и 71 ^т=оо 1 а2'



XVI. 4'9 И 50.

Полагая въ этой Формуле

®1  ̂? ®2----  ̂» ®3 3 , . . . . , Яп =  И,

получимъ, что

1 1 1

Ит Р - Т  = ^ 1 . 2 . 3 . . . .
_1т = оо

П.

Зам’бняя-же

а\1 Я2 1 яз »• • • •> яп 

соответственно членами прогрессш

1, 2, 2я,  , 2П~ \
получимъ

« ,  + й „

д т  — 1

п (м — 1)

«1 «2 «„ =  2

Следовательно

И т 2 — 1
, " /  м (я — 1) ____

=  У 5 * = т / г—
! _ » ( * • - «Л 

50) Зная, что рядъ

1 1 1    - — — I - ---
1 2  3



XVI. 60. ХУЛ. 1—6.

расходящшся, доказать расходимость ряда

1 1 1

(1в  2  )Р (18  3 )Р ~ * ~ ---------- (18  п)Р ........................

при р  >  0.

X V I I .  Наиболышя и наименышя значешя функщй отъ 
одной переменной.

Определить наиболышя и наименышя значеш я следую - 
щ ихъ  Ф ун кц ш :

1) у  =  х 3—  12а;2-»-45а;-н  30.

2) у  =  а? —  7 5а;3 -+- 1620а:—  1000.

3) у —  10а:6 —  12а;5 н -  15а:4—  20а;3-»- 20.

.14 \ — х
} У ~  (1 х)г ’

- \ _  х2 — Зж -н 2
'О у X2 -+- Зх -+- 2 ■

•4

6) Определить значеше а, при которомъ сумма квадра- 
товъ корней уравнешя

х 2 —  (а —  2) а; —  (а —  3) =  О

будетъ т ш ш и т .



7) При а2 >> Ь2, определить т ш т и т

 4а2 х2 -+- Ь2 (ж2 — I)2
У (ж2 н - 1)2 '

8) Доказать, что, если а и Ъ суть корни уравнешя

г/2 —  (а-н(3) у +  а ^ + 1  =  0,

то а и р суть соответственные тах1шшп и тш ш гат вы- 
ражетя

аж2 -+-2ж н- Ъ 
У ж2 н - 1 •

9) Доказать, что при

6  '  22 р  =  —  т я р  =  —  -

выражеше
ж2 ч -р х  — 3

XVII. 7—13. ----  9 0   

У х2-*-р'х-\-Ь

будетъ тахш иш  или т ш т г а т  при

х  —  2 и х  =  В.

10)2/ =  й -

, „ Ч 81П2 тх
и ) У = - щ щ г -

12 ) у ' 5111 (Ж —  а) '

13) у —  вт  х  сов (а —  х).



91 — XVII. 14—27.

14) у  — ех-

'/ 1 5 ) у  =  х 1~ 1ех.

*  -
16) у  =  х е х •

_1_

^ 1 7  ) у  =  х х ‘

8) у  =  ех — 2 соз х  -+- е х .

,  1 -+- 2жагс 1§ х
19 ) У = ----- — •

20) У =

21) У 1 а: 18 ж '

аХ
22 ) у  =  ± .

23) «/ =  ж  а г с ! §  1§ (1 -+-ж2) -н  1.

24) у  =  118 (х *У

25) у  =  х* 1§ (*2)-

26) у =  1 -+-**.

_1_

27) у  =  е~ •*.



28) у  =  - ~

XVII. 28—38. — 92

1
1 - е ~

29) у  =  X [1 ±  V X  ] 8111 X.

30) у  —  х  [1 ±  У 'х ] .

1
31) у =  \  -л- е х

32) Доказать, что

им'Ьетъ для значений

V =  X  81Я —У X

кк <  ^  <  Ы  и - у

безчисленное множество тахппит и т и й т и т . (ЗдЬсь к 
произвольное Ц'Ьлое число).

33) у 2 —  х 2у - + - х —  ж8= 0 .

34) у2 -+- 2х2 у  -+- 4ж— 3 =  0.

35) у 2—  2т х у -ъ -х 2—  а2 =  0.

36) у3— Ъх2у - у - х 3— 3 =  0.

37) а ? ч - у 3 —  а2х  =  0.

38) ж4— 2а?х2 -*-а2у 2—  8а4 =  0.



93 — XVII. 39—45.

_40) у2 —  ау —  вш х  =  0.

41) Доказать, что циклоида

х  =  г  (ср —  вт  ср),

у  =  г  (1 — сов ср)

имРетъ безчисленное множество наименьшихъ ординатъ 
у  —  0, который соответствуютъ значешямъ

ср =  0 , ср =  2и, ср =  4тс, .  . . . ,  =  2&тг,. . . .

42) Доказать, что изъ всЬхъ треугольниковъ, у кото- 
рыхъ сумма основашя и высоты есть величина постоянная, 
наибольшую площадь имРетъ тотъ треугольникъ, у кото- 
раго основаше равно высотЬ.

43) Доказать, что изъ веЬхъ прямоугольныхъ треуголь
никовъ, имеющихъ данную гипотенузу, наибольшую пло
щадь им^еть равнобедренный треугольникъ.

44) Доказать, что изъ всбхъ цилиндровъ, вписанныхъ 
въ данный круговой конусъ, наиб, объемъ имИетъ тотъ, 
высота котораго равна ф высоты конуса.

45) На данной прямой найти такую точку, сумма раз- 
стоянш которой до двухъ данныхъ точекъ была бы 
наименьшая.

39) у 4 —  4ааая/н -ж 4 =  0.



46) Определить радёусъ круга, при которомъ сегментъ, 
соответствующей дуге данной длины, былъ бы наиб.

47) Даны две параллельный прямыя АС, В В  и линея 
А В ,  требуется черезъ точку С провести такъ прямую СЕ, 
чтобы сумма площадей В Х  У -+- А Х С  была наименьшая, 
где X  и Г  лежатъ на прямыхъ А В  и СЕ.

48) Определить такой радёусъ круга, чтобы секторъ, 
имеющей данный периметръ 2а, имелъ наибольшую 
площадь.

49) Доказать, что изъ всехъ круговыхъ конусовъ, 
описанныхъ около даннаго шара, наименьшую боковую 
поверхность имеетъ тотъ, у котораго разстоянёе вершинье 

отъ поверхности шара равно г V 2, где г  радёусъ шара.

50) Доказать, что изъ всехъ трапецёй, имеющихъ три 
данньея равньея стороны, наибольшую площадь имеетъ 
равнобочная трапедёя, у  которой уголъ при основанёи 

равенъ

51) Доказать, что изъ всехъ четьереугольниковъ, имею
щихъ четыре данныя сторонье, наибольшую площадь 
имеетъ вписанный четыреугольникъ.

52) На сторонахъ А В  и В С  треугольника требуется 
определить такёя две точки I) я Е ,  чтобье линёя ихъ соеди
няющая разделила пополамъ треугольникъ и бьела наи
меньшая.

XVII. 46—52. ----  9 4  —
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53) Пересечь тетраэдръ А В С В  плоскостью параллель
ною двумъ противолежащимъ ребрамъ А С  и В В  такимъ 
образомъ, чтобы с^чеие Е Р 6 Н  было шшшшп.

54) Изъ равнобочныхъ трапецш, у которыхъ основаше 
=  а и у которыхъ общая длина двухъ несмежныхъ сторонъ 
В С  и А В  равна постоянной величине с, опред. ту, у кото
рой площадь была бы наибольшая.

Доказать, что для случая а — с, стороны ВС, А В  и АТ) 
равны рад1усу круга, описаннаго около трапецш и каждый 
изъ угловъ В А В ,  А В С  содержитъ 120°.

55) На горизонтальномъ столе А В  пом’Ьщенъ дискъ т 
освещенный лампой, основаше которой находится на по- 
стоянномъ разстояши =  а отъ центра диска. Определить 
высоту, на которую следуетъ поместить лампу Р, чтобы 
дискъ былъ наиболее освещенъ.

56) На оси параболы дана точка В,  требуется между 
вершиною А  параболы и этой точкой В  провести такую 
хорду СВ  перпендикулярно къ оси параболы, чтобы ко- 
нусъ, образованный вращешемъ треугольника В О В  около 
оси параболы, былъ наиболышй.

57) Две касательныя, проведенныя къ кругу, образуютъ 
уголъ 2а. Спрашивается, какъ надо провести третью каса
тельную, чтобы треугольникъ, составленный изъ этихъ 
трехъ касательныхъ, имелъ найм, площадь.

58) Требуется пересечь пирамиду параллельно основанш 
такимъ образомъ, чтобы призма, имеющая верхнее осно-
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ваше въ полученномъ сЬчеши, а нижнее —  въ основанш 
пирамиды, им'Ьла наиболышй объемъ.

59) Дв’б точки движутся, выходя одновременно изъ кон- 
цовъ гипотенузы прямоугольнаго треугольника, направляясь 
къ вершине прямого угла съ постоянными скоростями V и V ; 

определить моментъ, въ который онЬ будутъ на ближай- 
шемъ разстоянш другъ отъ друга.

60) На данной гипотенузе построить такой прямоуголь
ный треугольникъ, чтобы произведете изъ т-ой степени 
одного изъ катетовъ на п-ую степень другого было шах.

61) Найти наименьшую биссектриссу остраго угла пря
моугольнаго треугольника, у котораго высота, соответ
ствующая гипотенузе, имеетъ постоянную длину.

62) Поверхность прямого кругового конуса касательна 
къ шару, концентричному съ основашемъ конуса. Опреде
лить относит, размеры обоихъ телъ, когда отношеше объ- 
емовъ ихъ будетъ шах.

63) Дана сторона прямоугольнаго треугольника; по
строить этотъ треугольникъ такимъ образомъ, чтобы раз
ность между другою стороною и прилежащимъ отрезкомъ 
гипотенузы, образованнымъ перпендикуляромъ, опущен- 
нымъ изъ вершины прямого угла, была наибольшая.

64) Изъ всехъ треугольниковъ, имеющихъ одинаковыя 
основашя и высоту, определить тотъ, у котораго сумма 
двухъ остальныхъ сторонъ наименьшая.



—  97 — XVII. 65—71.

65) Провести прямую, параллельную данной прямой и 
пересекающую полукругъ такъ, чтобы трапещя, образо
ванная хордою, д1аметромъ и ординатами концовъ хорды, 
была наибольшая.

66) Изъ какой точки Е  гипотенузы прямоугольнаго тре
угольника А Б С  нужно опустить перпендикуляры Е В  и 
Е Р  на стороны, чтобы вращешемъ треугольника около 
одной изъ сторонъ А  В, прямоугольникъ Е В Р О  описалъ 
цилиндръ наиболыпаго объема?

67) Данъ кругь 0 и прямая ху \  требуется изъ всгЬхъ 
треугольниковъ, имеющихъ вершины въ точке Р, лежащей 
на этой прямой и основашями хорду А В ,  параллельную 
прямой х у , определить тотъ, площадь котораго наиболь
шая.

68) Доказать, что изъ всехъ круговыхъ цилиндровъ, 
имеющихъ данный объемъ, у того цилиндра будетъ наи
меньшая сумма боковой поверхности и одного изъ основа- 
шй, у котораго высота равна рад1усу основашя.

69) Изъ всехъ конусовъ, описанныхъ около даннаго 
шара наименышй объемъ будетъ у того, у котораго вт  
половины угла при вершине равенъ | .

70) Доказать, что изъ всехъ конусовъ, имеющихъ про
изводящая равной длины, наиболышй объемъ имеетъ тотъ, 

у котораго 1д половины угла при вершине равенъ У 2.

71) Определить вписанный въ шаръ конусъ такъ, чтобы 
вся его поверхность была наибольшая.

7
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72) Доказать, что изъ всбхъ цилиндровъ, вписанныхъ 
въ шарь, наибольшую боковую поверхность имбетъ тотъ, 

у котораго высота =  г  У 2, гдб г  радгусъ шара.

73) Какой секторъ должно отнять отъ даннаго круга, 
чтобы изъ остатка можно было образовать кривую поверх
ность конуса, имбющаго шах. объема?

74) Доказать, что изъ всбхъ равнобедренныхъ треуголь- 
никовъ, вписанныхъ въ кругъ, равностороннш им'бетъ 
наибольшую площадь.

75) Вписать наиболышй прямоугольникъ въ данный сег- 
ментъ круга.

76) Вписать наиболышй прямоугольникъ въ данный сек
торъ круга.

77) Даны двб равныя стороны и одно изъ основанш 
равнобочной трапецш; определить такимъ образомъ другое 
основаше, чтобы площадь трапецш была наибольшая.

78) Дана прямая и лишя къ ней параллельная; найти на 
параллельной прямой такую точку, чтобы прямыя, прове
денный изъ этой точки къ концамъ данной прямой соста
вляли между собой наиб, уголъ.

79) Доказать, что • наибольшей эллипсъ, вписанный въ 
квадрантъ даннаго круга такимъ образомъ, что его малая 
ось совпадаетъ съ биссектриссою угла квадранта, имбетъ 
площадь равную половинб площади наиб, эллипса, касаю- 
щагося симметрично полукруга и его д1аметра.



XVII. 80—84.

80) Въ листъ картона А В С Б Е ,  имеющая Форму пра
вильная пятиугольника вписываюгъ другой правильный 
многоугольникъ А ' В '  С' I)' Е '  подобный первому и подобно 
расположенный; изъ вершинъ А', В ',  С \ В ',  Е  проводятъ 
перпендикуляры на стороны первая многоугольника и вы- 
р-Ьзываютъ четыреугольники; определить апооему новаго 
многоугольника при условш, чтобы коробка, имеющая 
дномъ этотъ многоугольникъ, а боками оставппеся прямо
угольники, им^ла наиб, объемъ.

81) Вписать въ лемнискату наиб, прямоугольникъ, сто
рона котораго была бы параллельна оси лемнискаты.

82) Стороны данная прямоугольника а и Ъ; наиб, прямо
угольникъ, который можно построить такъ, чтобы стороны 
его проходили черезъ вершины даннаго, будетъ квадратъ,

каждая сторона котораго —

83) Изъ прямоугольнаго куска папки, стороны котораго 
а и Ъ, вырезаны при вершинахъ квадраты; определить 
ташя стороны квадратовъ, при которыхъ изъ остатка 
можно сделать коробку наибольшей вместимости.

84) Доказать, что высота наибольшая равносторонняя 
треугольника, который можетъ быть описанъ около дан
наго треугольника со сторонами а, & и угломъ С  между 
ними, равна

[̂ а2 Ъ2 —  2аЬ сов ( у  -§- с Т | .
7*
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85) Нормандское окно состоитъ изъ прямоугольника, за- 
вершеннаго полукругомъ. При данномъ периметр!; тре
буется найти высоту и ширину окна, если количество света 
предполагается наиболынимъ.

86) Въ треугольник!; даны уголъ и противолежашая ему 
сторона; доказать, что площадь его будетъ тахш ш т, 
если вершина даннаго угла находится въ равныхъ раз- 
стояшяхъ отъ вершинъ двухъ другихъ угловъ.

87) Найти наименышй треугольникъ, который можетъ 
быть описанъ около даннаго эллипса, им’Ья сторону парал
лельную большой оси и друпя дв’Ь стороны равныя.

88) Наименьшая касательная къ эллипсу, заключающаяся 
между его продолженными осями, разделяется въ точке 
прикосновешя на две части, которыя равны соответствую- 
щимъ полуосямъ.

89) Два корабля плывутъ съ постоянными скоростями 
и  и V по прямымъ лишямъ, взаимно наклонеинымъ подъ 
угломъ в ;  доказать, что если а и Ъ ихъ одновременный 
разстояшя отъ точки пересечения путей, то наименьшее 
разстояше кораблей будетъ

(а® — Ъи) вш б 

(м2 -ню2 — 2м® соз б)3

90) Найти наименышй эллипсъ, который можно описать 
около данной трапецш.

91) Точка 8  взята на продолженной оси прямой правиль
ной шестигранной призмы А В С В Е Р А ' В ' С ' В ' Ё Р черезъ



эту точку и черезъ стороны равносторонняго треугольника 
А С Е , полученнаго соединешемъ попарно вершинъ верхняго 
основашя, проводятъ три плоскости, которыя выдбляютъ 
изъ призмы три тетраэдра: В А С К , В С Е Я , Е Е А В .  Тетра
эдры эти могутъ быть замбнены однимъ тетраэдромъ 8 А СЕ, 
помбщеннымъ на верху призмы. Требуется определить 
такую высоту для точки 8, при которой поверхность дека
эдра была бы наименьшая. (Ячейка пчелинаго улья).

92) И зъ  всбхъ  вазъ одинаковой вмбстимости и имбю - 
щ и хъ  Форму усбченнаго конуса , въ  которомъ производящ ая 
составляетъ съ основашемъ уголъ  а, найти т у , у которой 
полная поверхность была бы  наименьшая.

9 3 ) Д анъ  одинъ изъ угл овъ  прямоугольнаго СФерическаго 
треугольника ; опредблить стороны , заключающая этотъ 
уголъ , таким ъ образомъ, чтобы  ихъ  разность была наи
большая.

94) Найти наименьшее положительное значеше а подъ 
услов1емъ, чтобы при О постоянно было

  101 ----  XVII. 91—94. XVIII. 1.

(Эта задача и ея рбшеше сообщены мнб Н. Я. Сони-  
нымъ).

X V I I I .  Наиболышя и наименышя значешя функщй со 
многими переменными.

Найти наиболышя и наименышя значешя слбдующихъ 
Функщй:

1) г =  ху  ( х - ь - у —  1).
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2) г =  —  9ху  1-  27.

3) г =  х2 —  х у - л - у 2 — Ъу.

4) г — х* -+-у*-*- 2х 2у2 — 8ж 8у.

5) г =  у* —  8уя -+- 18у 2 —  8у  -+- ж3 —- Зж2 —

6) г  =  ж4 -+- у* —  ах2 у  —  аху2 -+- с2х 2-+- С5!/2.

7) { {х,у) —  2 -+-(х —  у)2 -+-(?/ —  I)3

8)  ̂(ж,2/) =  2 — У)3-+-(</— I)4

9) ( (ж, I/) = У  —  2 (а -+- (3) ж?/2 -+- 4сфж2.

10) г —  8111 X -+- 8Ш у  -+- 8111 (X —1— у).

11) и  =  ах2 —  Ъху -+- хг  -+- уг.

V
12) о о а3 а3 # =  Ж2 -1- Ж?/ -+- М2 Н-------1-----.V ^ X у

13) г —  соз х  соз а -+- зш х  3111 а соз {у -

14) г =  хяу 2 (6 —  ж —  ?/).

15) г =  е—а: 2/2 (аж2 -1-  6?/2).

16) г =  ЗШ Ж -Ь- 3111?/ -+- СОЗ (ж -Н  «/).

17) г = х ь у+ х *'т У.

18) г2 -+- жуг  —  ху2 —  ж3 =  0.
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19) Въ данный кругъ вписать наиболышй треугольникъ.

20) Определить изъ всехъ треугольниковъ, имеющихъ 
данный периметръ, тотъ, площадь котораго наиб.

21) Внутри даннаго треугольника НБОопределить такую 
точку 0, сумма квадратовъ разстоянш которой отъ трехъ 
вершинъ треугольника была бы наименьшая.

22) Изъ всехъ треугольниковъ даннаго периметра найти 
такой, который вращешемъ около стороны произвелъ бы 
наиболышй двойной конусъ.

2 3) Въ данный шаръ вписать прямоугольный параллеле- 
пипедъ, объемъ котораго былъ бы шах.

24) Въ данный шаръ вписать прямоугольный параллеле- 
пипедъ, поверхность котораго была бы шах.

25) Определить изъ всехъ прямоугольныхъ параллеле- 
пипедовъ даннаго объема тотъ, у котораго поверхность 
наименьшая.

26) Изъ всехъ прямыхъ эллиптическихъ цилиндровъ, 
которые могутъ быть вписаны въ шаръ, определить тотъ, 
у котораго объемъ шах.

27) Эллиптическш параболоидъ пересеченъ плоскостью, 
перпендикулярною къ его оси; найти наиболышй прямо
угольный параллелепипедъ, который можетъ быть вписанъ 
въ отделенную секущей плоскостью часть параболоида.



XVIII. 28—32.

28) Опред. тах . или т т .  прямой ОС, замыкающей 
многоугольникъ, стороны котораго ОА, А В  и В С  вра
щаются всевозможными способами около точекъ О, А , В ,  
С, какъ около шарнировъ.

29) Въ данный треугольникъ поместить кругъ даннаго 
радгуса такимъ образомъ, чтобы площадь треугольника, 
полярнаго къ данному треугольнику по отношение къ этому 
кругу, была найм.

30) Доказать, что изъ вс1зхъ СФерическихъ треугольни- 
ковъ, пм'Ьющихъ данную площадь, наименышй периметръ 
им’Ьетъ равносторонш треугольникъ.

31) Если
х  -+- у  г —  Зс,

то

№ ) Г Ш ( * )  =  »

будетъ имЕть тах ., если

п о  <
и т т . ,  если

г и » Щ .
32) Определить тах.

С7 =  хуг1. . .  .и
при условии, что

ж +  у +  г +   ̂+  . . . . -+-м =  а,



9

при чемъ
х, у, г ,  , I, и

положительные.

33) Опред. шах. выражения

и =  ах -+-Ъу -+- сг

  105 —  XVIII. 32—36.

при условш
^  +  ^  +  га =  г2,

при чемъ х, у , г  положительные.
'

34) Найти т т .
и =  х - * - у  г

при условш
а Ь с __  ^
х у г ’

при чемъ х, г/, г положительные.

35) Найти т т .  

при условш
и —  х р у 9 гт

а Ъ с л 1 1 —  1 •х у г

при чемъ я, у, г  положительные.

36) Найти тах . или тш .

и =  ху* г3
при условш

х  -+- ту2 -+- пг3 =  а 

и при положительныхъ х, у , г.



%

37) Найти шах. или т т .

и —  соз ж соз у  соз я,
при чемъ

х  н -  у  -+- г  =  тг.

38) Поверхность

(х2 -+- у2 -+- г2)2 —  а2 х2 -+- Ь2 г/2 ь  с2 г3

перес’Ьчена плоскостью

/ж -+- т у  -н  пг =  0.

Опред. наиб, и найм, разстояше центра поверхности 
до периметра сЬченш.

39) Найти площадь сЬчешя, образованнаго въ однопо- 
ломъ гиперболоиде плоскостью, проходящей черезъ его 
центръ.

40) Определить площадь эллипса, уравнеше котораго 

А  ( х —  а)2 -+- 2В  ( х —  а) ( у —  (3) -ь  С (у —  (З)2 1 =  0.

41) Вычислить объемъ эллипсоида, уравнеше котораго 

ах2 -4- а у 2 -+- а" г2 -4- 2Ъуг -+- 2 Ъ' х г  + 2 Ъ"ху =  с.

42) Въ плоскости треугольника найти такую точку, 
чтобы сумма ея разстоянш до трехъ вершинъ треугольника 
была шт. ;  при чемъ данный треуг. таковъ, что ни одинъ 
изъ его угловъ не содержитъ болЬе 120°.

1
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4 В) Пятиугольникъ состоять изъ прямоугольника, завер- 
шеннаго равнобедреннымъ треугольникомъ. 1) При данномъ 
периметре этой Фигуры определить стороны такъ, чтобы 
площадь была наибольшая. 2) При данной площади Фигуры 
определить стороны такъ, чтобы периметръ былъ наи- 
менышй.

44) Тело состоитъ изъ цилиндра, завершеннаго конусомъ.
1) При данной полной поверхности всего тТла определить 
его измерешя такъ, чтобы объемъ былъ наиболышй.
2) При данномъ объеме всего тела определить его измере
шя такъ, чтобы полная его поверхность была наименьшая.

45) Площадь треугольника уменьшена загородками при 
вершинахъ; каждая загородка круговая и имеетъ центръ 
въ ближайшей вершине; показать, какъ оставить возможно 
большую площадь при данной длине трехъ загородокъ.

46) Определить кратчайшее разстояше двухъ прямыхъ 
въ пространстве, уравнешя которыхъ:

х  =  аа-л-р  |  х  =  с г -* -г  1

у  =  Ъя -+- ^  |  у  —  й г  8 \

47) Въ плоскости дана прямая СВ  и две точки А п  В  
по обеимъ сторонамъ этой прямой. Тело движется по пря
мой лиши отъ А  съ постоянною скоростью и  до пересечешя 
съ СВ  въ точке Р, а потомъ отъ Р  до В  съ постоянной 
скоростью V. Определить путь А Р В ,  по которому тело 
пройдетъ отъ А  до В  въ кратчайшее время.
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48) Л уть св'Ьта падаетъ на грань треугольной призмы; 
определить уголъ иадешя такимъ образомъ, чтобы уголъ 
между лучемъ падающимъ и выходящимъ былъ наи
менышй.

49) Найти тах .

где а и Ъ данныя положительный числа; х г, х2,.  . ,хп пе- 
ременныя, не получаюнця отрицательныхъ значенш. (За
дача Гюйгенса).

П (а + * ,) (*! +  «а)... .(*„_! + 1„) (*П +  Ь)»



XIX. 1 — 18.

X I X .  Интегрироваше функцж.

^  1) [
х п~ 1 , 10)

р йх
а-*-Ъхп а Х 9 1 Ух2 -+-1

2 ) + !
Уа +  х  , -  1 1 )

Г йх
У  а —- х ' х У1 — х2 . '** _

3 ) |
ах 1 12) Г / . . 1 _  1 '

х 2 V I  — х 2 •Цз'Уй2 4 У ^ “ -*5*у'х‘

4) |
ЙХ 13)

г йх
V 1 -+- 4х — х2 ) X У X

1
ах 14)

г (У х + 1 ) 2 йх
У 2 — 6х — Зх2 л 2х У х

6) ]
йх 15)

р хйх
х У 4х2 — 4х — 1 1 а2 Ь2-*-х*’

7) )
' (2х 3) йх 16)

р ХЙХ ■, I

х2 -+- 2ах ■+- За2' 1 а2 62 — х4 ’ *

8 ) .

р хйх 17)
р X2 йх

! (х2 -+ - а2)” ' з Уа4 Ь4 —  х6

V  9)
«»

р йх

< 00

р х п ~~1 йх
3 "

’ (1 -  х2)5 Л У(аЬ)2т -» -  хп



19)

20) 

21)

22)

23)

24)

25)

33)
/

34)

35)

36)

37)

XIX.

П4-1
(а Ъхп) п

Ах
V 1 -н 2сх — с2 х2

I

Ах

19—43. —  1 1 0  ----

- Л щ  [

-  2 7 > I

х  Уж2 -+- 2а х  —  а2

'У х  н - 1  А х  _  п г 7 \  Г Ах

х  У а 2 -н  2 ах  —  х 2

*
Ах  р  Ах28) / .

(ж2 4 - р х 4 -  д)2

Лж п п \ Г жйж
Ы ? = 1 .  • 2 9 ) ^

^  “Г’^О/ - г  *±)

/ е п ж г , -  3 °)
> ' *■

Г ■> йх 31) Г(4 -+--Т^
1 т/1 -»- 4ж -+- а?2 ' 1 V* а; )

32 ) § V x ( x 2-+-рx-^-^)с^x.

I - *- 1 У . ) <**.

V  39) | (х +  2)[г — 3) ’

х 3 Ах лп \ Г Ах
х2 ■+- 9х ч -2 0 ‘1 й = г  V 40) |

Г Ых —  411 Г Лх
1 У(ж2 — а2) (Ь2 — ж2) 1 ж2 — 3"

Г 36 -I- беж , г ^ЙЖ
1 5 (а2 Ъх 4- сх2) аХ ' 1 ж8 — ж4 — 6 '

о й \ Г Зж Ах
'  1 (2 -+- Зж2)3 ' 43> 1 . - ^



44)

45) 

-  46) 

- 4 7 )  

—48)

49)

50)

51) 

• 52)

53)

54) 

Т 5 5 )

56) 

* 70)

х3 Дх 
VI —х2

Дх
ж4 Ух2 — 1 

Дх

(1 ■+- х2) (1 — х2)2 

Дх
(3 -н 4ж2) V 4 — Зж2 

Дх

(4 — Зж2) (3 -+- 4ж2)2 

(2ж2 — Зж — 1) Дх -4 ' 4
ж3 — 2ж2 — ж 2 ’ 

(ж2 -+- х  — 1) Дх
— х2 — х  -+-1 ‘ 

(ж2 -4- 1) Дх
ж3 — Зж2 —«- 4ж — 2 ’ 

Дх
В4 _  7ж2 12 •

Дх
(ж — 1) (ж2 -+-1)2 • 

(ж3 — 2ж -+■ 1) Дх
ж3 (ж — 2) (ж2 -+-1)2 ’

о2 ( Ь .

(ж — I)6 й '

Дх
ж * + Г

1бж5 -+- 5ж4 -4- 58ж3 -4- ж2 -

57)

58)

59) 

60>  

61)

62)

63)

64)

65)

66 )

67)

68 ) 

69)

4- 37ж — 16

111 — XIX. 44—70.

ж2 Дх
ж4 -4- ж2 — 2 ' 

ж(2ж2 — ж н-5) ^
(ж2 -+-1)2 

ж2-4-1
ж (ж2 — 1) 

Дх

с1х.

Ж (ж -4- 1) (ж -4- 2) ‘

хДх
(ж -Н 2) (ж -4- З)2 * 

(5ж2 — 7ж) Дх
Ж4 — Зж3 -4- Ж2 -4- Зж — 2 

12ж2 — 70ж-4-98
ж8 — 9ж2 -4- 26ж— 24 

ж2 Дх

йх.

(ж -4- а)2 (ж2 -4- а2) '

(ж2 — 1) Дх 
1^Г2)3~-

хДх
ж4 -4- (а -4- Ь) ж2 -4- аЪ' 

2 (ж2 -4- 1) Дх
ж4 -4- ж2 -4- 1 ’

16 (ж2-4-4)
(4ж2 -4- 4ж -4- 17)2 

(ж5 -4- 1) Дх

с1х.

X й  -л- ж4

ж6 -4- 4ж4 — ж2 — 4
йх.
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|'(ж2-н 6 ж — \)дх_______________ Г ___ ________ ж3 йх___________
'  1 (х — I)3 (х -н  З)3' ' .) Xе — 2ж5 + 1 4 +  1 ! — 2х ■+■ 1 *

73) | (х4 1) дх
ж6 -н 1

Отделить алгебраическую часть въ сл'&дующихъ инте- 
гралахъ:

_  7<п Г хдх Г(ж2 -нж-»-1)йж
* > 1 ( х - 1 У ( х  +  2у ) х* — 2ж± -+- ж3 *

7̂ Г(2 — х ~  ^ ) д х  (-ж4 — 4ж3 — 7ж2 — 2ж ^
1 (ж + 1 )2  (ж +  2)3> - ' ' 1  ) (ж8 1)* йХ•

'  2 8 > Г ^ . ’Й Г  * •

Вычислить интегралы:

гг(\\ Г хдх Г х* дх
' > .1 (х2 -*-а2)(ж2 -нЬ2)' °  > .1 (а2 — ж2)2*

о т  Г РЯ1 Г х^ дх
0 4  > 1 (ж — а)»» (ж — Ь)п ‘ ' } {а -* -с х ^ '

дх „ . ,  г ж6 дх'  8 1 > ( . - » . • 8 4 > I
85) В -**)<**

(1-НЖ2)8-

’ (1 -+- ж2 -н ж4) *

-8 6 ) Доказать, что

I  = - ^ 2 со8 ~ ~~"2»1) гс ^  I 1 “  2а; 008

(2к — 1) тсж — соз1 V  (2* —1) л + 2и ^
+  * 2  8Ш — Й Г -  агс (а - 1) С>

8Ш  дГ ~

гдгЬ к  обозначаетъ д’Ьлое число отъ 1 до и включительно.



113 — XIX. 87—105.

Г Ях 1§(1-+-ж)
1 Г^х2й+Т 2п -+-1

~ 2 ^ Т  С°8 Ч ^ Г  ^  { 1 ~ 2Х С°8

(2 к — 1) 7г
2 ХТ1 (2&—1) 7с + Х 008 2и-н1 п

+  >  8Ш аГС *§ . (2Ь-1)„ -* -0 '81П -

— 87) Доказать, что

I;
9 2 ,  [

(1 -н ж4)5 -+- 1

х3 Их 
V I-* - 2ж2

9 8 )  | Ж8 У 1  -+- Ж ЙЖ. 

9 4 )  [ ;  *
х* У х  — 1 

ж5 Ях
95) 1(1 -+-Ж2)3'

9 6 )  )  х 2 (а  -+- Ъх)2 Ах.

2п -+-1

88) Г ^  г- 97) (ж5( 1 н - ж 3)’ Лг.
■’ (1 +  1)! + (1  +  *)5

8 9 )  Г Ах. 9 8 )  * — г .
1 1 — У х  х  (1 +ж)'

*  9 0 )  Гх  ~  ^  —  Ах  — 9 9 )  С х 2 У 1 -+- ж* Ах.
Щ ' 7 1 1 - * - У 1  - * -х

1 0 0 )
р ж2 Ях

3 •
 ̂ (1 -  ж2)2

1 0 1 )
р Ях

* х* (а2 — ж2)2 ’

1 0 2 ) Г . Ах. 
■1 У 1 х 2

1 0 3 )
р ж4 Ях 
3 У 4 -+- бж2

1 0 4 )
р ж5 Ях
 ̂ УЗ г+- 2ж2

1 0 5 )
р Ях

(1 -+- ж) У \  — ж2



XIX. 106— 129. 114

Ах
1 0 6 >

107) [ ^ Ь т -

ПО) | г ■ —

Ах
1 0 8 )  Г- —   ________

1 (1 -+- х) V  1 — х  — х г

1 0 9 ) Лх
(х 4-  4)  У х2 4 -  дх  — 4

Ах
2ах 4 - х 2 У1 4- 2аХ 4 -2 Ь х24 -2 и х34 - х 4:

х 2 Ах

(ж8 —  1) (ж8 -1- 1)2 

Ах

П 7 > Я
1 — ж2 Ах

-х2 Уь

^ ^ ^  1 (1 — Х2)У  I 4 - X2

113) Г--------
1 (1 4 - х 2) У 1 —  ж 2

1 1  а\ С х 2 Ах114)  . .
1 (1 -+- ж2) У 1 —  ж 2

115)

1 4 - х 2 Ах
1 1 8 ) Г г  ,  ______’ ) 1 — х2 У Г Т ж 4

1 1 9 ) ]'
К2 УХ'1 4 - х 2 4 -  1

1 2 <ч
Ах

■ У \ 4 -  Ж4 '

У 1 ж 2 - 1-  ж 4 

121) Лх

116) |у ,
X2 4 — 1

; У I  4 -  ж 4

1 2 3 )

1 2 4 ) |

йх.

Ах

122) Ах

(1 -+- ж4) ( 1 + ж 4) 2 — ж2

д_ 4 _ -
п — ж21 2(1 -ч- ж 2ге)  [(1  ч -  ж 2" ) "  —  ж 2 ) 

е}1Х Ах

1/ а  4 - Ъе1;х

1 2 5 ) [ х п 1§хйх.

1 2 6 )  [ ?

' 2 0  I;
Ах

Ах
рос « р х •

ж  (1§ х)п. '

'1 2 8 )  $хе2Хйх. 

х  1 2 9 )  $ х 3ех йх.



—  115

1 3 0 )

1 3 1 )

1 3 2 )

13 3 )

1 3 4 )

1 3 5 )

1 3 6 )

1 3 7 )

1 3 8 )

1 3 9 )

1 4 0 )  

У 1 4 1 )

14 2 )

143)

хех  дх
(1 ч-ж)2*

ж3 (\%х)2йх.

' дх

ех  (ж2 -+-1)
(ж и- I)2

йх.

; /  1 —  Ж\2
\  1 —I- ж2/ йх.

ех [ж3 ■ йх.
(1 -+- ж2)2 

ж4 дх
2 х)2" 

ех  [2 — ж2] дх
(1 — х) VI — ж2

хех  дх
(еж — I)3'

Ух  , 
е хйх.

(х -+- а 1§ х)2 йх.

дх
(а -+- Ъекху  ’ 

ж дх
(а ч- 6ж)2'

1 4 4 )

14 5 )

1 46)

147)

1 48)  

\  1 4 9 )

150)

/ 1 5 1 )

' /1 5 2 )

1 /153)

У  15 4 )

1 5 5 )

156)

15 7 )

158)

XIX. 130—158. 

(а ч- Ь2 ж2) йж

ж йж
У (а ч- сж2)3

ж . ач-Ьж 1кг — гг йх.У \  хг ь  а — Ъх

'л **дх
(1 -4- ж2)5 

еа»го Ч*хйх

(1 ч - ж2)2 

8Ш2 <р Йср.

С082 Ср Й(р.

йср 
8Ш ср'

Йср
зт3 ф

й? 
зш4 9 '

ду
соз3 9

С084 (9 йв.

4 § 2ж йж. 

1§3 ж йх. 

1§5 ж йх.
8*



XIX. 169 - 1 8 6 .  — 1 1 6  —

1 5 9 )

V  160)

81П2 X  С082 X й х .  

8 т 2 ж со83 ж й х .
1 7 3 )

8Ш2 9
5 й в .  

^ сов2 9

V  1 6 1 )
йх

1 7 4 ) |* йЬ
8Ш3 х  сов х ' 1 1 7

81112 9 СОВ2 9

1 6 2 )
йх

ЗШ X СОВ4 X ' 1 7 5 )
Г йЪ 
1 1§3 9 ■

V I 63)
йх

17 6 )
(* йх

в т 2 х  сов3 х  ‘ 1 сов х  (5 -+- 3 сов х)'

1 6 4 )
1 -+- сов х  7

1 7 7 )
Г йх

(ж -+- 8111 х)3 1 ВШ2 х  (а ч-Ь  сов х)'

16 5 )
йх

1 7 8 )
Г йх

а СОВ2 ХЧ-Ь 81П2 х ' .! сов2 х (а ч -Ь  сов х ) '

1 6 6 )
1§х йх

1 7 9 ) Г* +  ВШ* 7
а ч- Ъ Ц2 х ' 1 1 ■+- сов ж

1 67)
■ соз (1§ х) йх

1 8 0 )
С йх

X 1 (а Ъ сов х)2'

16 8 )
йх

1 81)
р йх

5 -+- 4 ВШ х ' .) (а Ь вт  ж)2 '

169) У з т  в  ( м ^ О й О . У  1 8 2 ) ) 81П 4ж С082 X  й х .

17 0 )
ВШ3 в П,

й О .
Усов 9

У '  1 8 3 ) |  ё ~ ХС082Ж й х .

17 1 ) СОВ3 6 л 77
— —  й О .
з т 3 9

V 1 8 4 ) /  С083 6  8111 2 в  йО .

172)
1 зш3 9 , ,

— г г  йО . сов5 9

> /1 8 5 )

1 8 6 )

| е ~ 00сое3х  й х .

| ех (со8ж-+-8та:)йа;



йх ,  0 г>\ Г йх

—  117 —  XIX. 187—199.

'87) 1 г = ^ г -  189) Ь • Ъ 81П X  С  СОВ X  '

188) [ ■ о & о ■ • 190) [ йх.'  ^ 81П 2ж  —  2 81П Ж '  ■> 81П X  СОЗ X

191) |  соз 2ж . V 3 з т  2х Ах.

192)7  ̂ С08 4#

193) [
йх

зш (х -+■ а) з ш  (х -+- Ъ) зш (х +  с)'

хг йх 1 па  \ х2 йхл /1 С х 2 а х  19*1
' 1 (жзш ж-ьсоза;)2' 1 ( з т х  — а:созх)2 ’

196) [ ,
Ьх- йх

[|а (х зш х  -+- соз х) -+- Ь (зт  х  — ж соз х)]2' 

 ̂д  ^  ^  (31П X — СОЗ х) йх___________

198) |

(зт  х  -+- соз х) У зш х  соз х  -+- з т 2 х  соз2 х  

айх
[а -+- [ах -+- Ь) ж]2‘

199) Доказать, что интегралъ

■ Ь — х йхI Ь -+- х  -/% (х -+■ а) (х с)

при Ъ2 =  ас выражается безъ помощи эллинтическихъ ин
теграловъ.



XX. 1— 16.

X X .  Вычислеше опредЪленныхъ интеграловъ посред- 
ствомъ неопредЪленныхъ интеграловъ.

11 4)

2

— а С08 х) дх 
соз х  -+- а2'

*О0
3) \ {̂ У Ж = 1  6 ) [ 0Ж° ‘ О в * ) " ^ -

1

Предполагая, что а >  0, вычислить интегралы:

7) [  ё ~ ах йх. 12) |  же- о х 8 т  Ъх йх.

Гж
8) р п е ~ а х Лх. 13) \ - ^ - с 1 х .\  ’ I 1 н- соз* х

•'о

9) (" ё ~ ах соз Ъх йх. 14) [ж 2 е ~ ах соз Ъх йх.
^ Л ■'п

10) Ге ах 81 п Ъх дх. 15) Г ж2е ах зш Ъх йх
о •’о

лЭО   Г
11) |  же ах соз Ъх йх. 16) ■

п

соз аж — сое (Зж ^  
ж

'о



119 — XX. 17—19.

17) Доказать, что

I

йх
1 +  Х + / 1  +  Х 2

— о

=  а,
ч

если X  =  {  (х) есть нечетная Функщя и на этомъ основанш 
вычислить:

1)
7Г

йх
■ 81П X -+- VI -Н 81Пг X 2)

йх

3)
Г 8! соз хйх
I 1 -+- 81П X -+- С08 X '

ГГ

18) Доказать, что

'СО ЛОО
1 йх \ ех дх __  т:

~2 е2Х — 1 I е4Х — 1 8 ’
о  ̂ о

19) Доказать, что

1§_2 
2 •

йх

[(1 -+- х2) (1 -+■ тх2)]1

*) Р  (к, 9) Л еж ан д р ов о  обозначете эллиптическаго интеграла 
перваго рода, именно

• ’  л.1V 1 — к2 з т 2 9



ЛЭО 1 
20) | ^

эо_
е ~ йх  выразить черезъ эллиптическш интегралъ

и доказать, что квадратъ этого интеграла равенъ

7Г

21) Г (2 соз ж)""*'6 соз (а —  Ъ)х йх.

22) Доказать, что интегралъ

> у/и2 (и — I)2 (и — х)2
о

есть алгебраическая Функщя отъ х.

ГСО _  г
23) I х  е йх  (гд’Ь п  д'Ьлое положительное число).

о

24) Разсматривая определенный интегралъ, какъ пред4лъ 
суммы, вычислить:

а) Г сх йх.
а

6

(3) зш х  йх.
а

у) Доказать, что



  1 2 1  —  XX. 24—28.

8) Доказать, что

Г з т 3 хйх =  2 Г з т 3 хйх.
•"о о

25) Доказать, что

г71I 1§ (1 — 2а созж н - а2) йх =  ~ 1д а2,
о

при а2 >  1 и равенъ нулю при а2 <  1 .

26) Вычислить предЪлъ суммы

п п п  и_____
п2 +  1 + # ! ~ 2 2 -+- и2 +  (и — I)2 •+■ и2

при П —  Оо.

27) Вычислить пред^лъ суммы

п у пг _  1 У и2 — 22 У и2 — (га — I)2

при П =  ОО.

Г

28) Посредствомъ замены переменныхъ вычислить сле- 
дуюпце интегралы:

а) дх



XX. 28 И 29. — 122 —

В

Т)

ГСО
— ж2

) е Ах.

,2ч
й х

(а соз ж-*- 6 зш ж)3’

разсматривая интегралъ этотъ, какъ частный случай

-2ч
/ ” (я СОЗ X -4- Ъ ЗШ х) Ах.

■'о

29) Доказать сходимость сл-Ьдующихъ интеграловъ:

1) X сов с

ГСО

х  Ах; 2) зт ж 2 с2ж; 3) 
•'о

соз ж2 Ах;

4) е х2 Ах; 5)
’СО
соз аж йж

; 6) ж 5 1§ ж Ах;

ГД’Ь 0  <  а  <  1;

7) [  1§зш аж Ах,

ГСО

^ п
I 1 2С4 81П2 X ’

при 0 <  р. <  2;
*

9) Ах



123 — XX. 29—32.

10)
г со 

соз X 7—гг- ахх г

при 0 <  и. <  1.

11) Доказать, что

■оэ 
8111 X йх

(при а >  0) будетъ абсолютно сходящимся только при р. >  1.

30) Доказать, что интегралы:

ГСО г  СО ГСО
хйх  . а г с Ц з  ,  , \ йх _

а ) I а 2 -4-ж2’ * '  I ж ’ *' I 1/х з р
•'о •'о о

не им'Ьютъ конечныхъ пред’Ьловъ.

31) Вычислить

гя] 1§ (2 —  2 соз ж) йх.

32) Доказать, что

I \%1%хйх =  0.



33) Доказать, что

к
,1Г
I 3111X У  (вт х) йх  =  1" 2 —  1.
о

34) Доказать, что

й в  —  ^ \ ^  у .
О

хх. 33—88. —  124 —

35) Вычислить

г1
йх.

36) Доказать, что при р  положительномъ и <  1

) У  -  *“ ')  1?  О  -  *) I  =  л с г - ? ............(1)

И

[ V  * ~ Р) У  (1 ~  <*) #  =  Т  со^  ^  • (2)-

37) Вычислить
л+1
Г 910 айж

м - 2ж соз а  -1- ж2
—1

38) Найти и-ую производную выражешя 

еУ — ^  (*)
Ж714"1 5



гд-ь

  125 — XX. 38—42.

* ( . } = ! - * - Т Н - Й - н . . . . - н гх Ь -

39) Вычислить сумму ряда

2 2 .4  2 .4 .6
3 .5  3 .5 .7  3 .5 .7 .9 " ^ -  ' ' ”

40) Определить пред^лъ, къ которому стремится

2

I
ь

с1х
УЩхУ

когда а стремится къ Ъ, при чемъ о и & суть два смежныхъ 
корня уравнешя Ъ\х) =  0 и Функщя Г  (ж) остается поло
жительною въ этомъ промежутке.

4 1 )  Доказать тождество

2 .4 .6 . . - . 2  п  Г  ■. 1 из .  1 . 3 . . .  .(2и 1) „ 1
3 .5 .7 ....(2 » -« -1 )  [_ 2 2 .4  ’ ’ '  2 . 4 . . . . 2 »  ^

=  ! _  а  (ж _ ! ) - *  (ж -  1 )2 +  . . . . - 4-  ^  (ж -  1 )*,

въ которомъ п 1} п2, . . .  .суть биномиальные коэффициенты.

4 2 )  Обозначая
1  Ч -  2 х  СОЗ 1  +  1 *

1 — 2х соз а -+- х2

черезъ г, доказать, что

[(1§ж)2ге1 § ^ ^ = 4 . 1 . 2 ------ (2п){1̂ - ь - р | ^ н - --------}



XX. 43—45. XXI. 1 И 2. —  1 2 6

43) Полагая

Т _ 1 _ _ Е .  _4_ У2 _____  ._I_1 \П-1 ж"-!1 1.2 • • • • -* - !  а; 1 2 ___(п —1)’

доказать, что

Г =  Г(е~х — X) ж0-1  йж
о

будетъ конечнымъ и опред’Ьленцымъ только при а отрица- 
тельномъ и заключеиномъ между 1 —  п  и — п.

Предполагая эти условия выполненными, доказать, что 

Г = Г ( « ) .
44) Найти

— е2Ит (у) =  Ига < -— 5 г , й в  (* ® 1 I I I  — 2е соз 6 ч- е2

45) В ы числить

гдИ

/»-ЬОО
е~*г и  П  йх,тп п >

—со

— ж 2 Т Т  <*" е ~ х 2е 1/_п с!хп

X X I .  Вычислеше опредЪленныхъ интеграловъ посред- 
ствомъ рядовъ.

[ * Ах1 I У ГС Г
•'О

о(ХХ



—  127 XXI. 3—8. XXII. 1.

3)
Г, 1 ах

а

4)
/»1

1? (1 -+- х) йх.

5) | " а\ 5тЬж йх.

6 ) [  е ~ аС08Ж с08 (азшж) йх

и изъ этого интеграла получить, что

1 8111 2  7 71

Т ~ а г = = 2'

7) Доказать, что

1 1 1 . 3*- 7Г-Г-,г
2  2 . 4  2 . 4 . 6

8) Доказать, что

1 1 . 3  1 . 3 . 5 . 7

=  1.

2  2 . 4 . 6  2 . 4 . 6 . 8 . 1 0  ‘ '

X X I I .  Вычисление определенныхъ интеграловъ посред
ствомъ дифференцировали и интегрирован'!» подъ знакомъ 

опредЪленнаго интеграла.

1) и =  118 I1 8’ц а 008 ж] йх.' I СОЯ X



XXII. 2—7.

л ос

2 ) и  =  \ е~ аХ™птх й х .
•'о

На основанш этого доказать, что

■к
Т »

смотря по тому, будетъ ли т  >> или < 0  и вычислить

СО
СОЗ 8Ж 81П ГХ 7------------- ах.X
)

о\ Г агс1&гж 7 . ч3) м =  —/ Ах. 4)
■ \ х У 1 —х2 ’

о

роо
агс г ж ,5) М =  ЙЖ.'■ \ х  ( 1 ч - х 2)

•'о

6) Доказать, что

(*1§ (1 -н с о з ж ) -^ -  =  ^ .0 4  соз х  8
•'о

7) Доказать, что

= ! •

ЛОО
—х  1 — соз аж Ах.

**-*-[ =  Т  1д 2 .а гс 1§ й - н ^ 1§ ( 1 н-«2).
0 ^ О



XXII. 8—11.

8) Доказать, что

V  Ох ч -  [ 1е [(1 -Г ад) ?  ах  =  $  1е (1 ч -  а2)1-«- ж2 1 +  а? 4  о  V /
1 •'о

и отсюда получить, что

* о

9) и —  р  аХ*™2 Ъх й х  при а >  0.
~ О

10) Если

У

то доказать, что
• ао

оо
с—1их Ли

11) Доказать, что интегралы

Л СО Л со

(1) ?(*) =  *  » (*) в (* )=  г Ц  *>
•'о “'о

гд'Ь ж >  0, удовлетворяютъ одному и тому же диФФерен- 
щальному уравнении

Й2 у  1



XXII. 12—15. 130 —

12) Доказать, что, если Т?(х) полиномъ ниже п -ой сте
пени, то

' (Й У -  <*» =  1.2. ■■ .(и —.) 2 ^  >8 К ]  ■
а

если только с не заключается между а и Ъ.

13) Доказать, что, если

У =  Г/■(*)Лх, у х =  \хуйх,  % =  Гх у х Ах,..., уп—  \хуп_ х ах,
Яд Яд Яд Яд

ТО

^ = 2.4.б!...2» I №  —  * ) * №  Яг.х0

14) Доказать, что при а >  О

* « [ ! - * - 2^ 21 ах =  1ё2 .
1—х2

О

15) Предполагая п >  1, доказать, что, если 

у = $ * - 1 ) п~ 1 ех* а*,

то

х Ш  +  2 п % - хУ =  °-



—  131 —

16) Вычислить

, а -+- Ъ аш 6 йб 
°  а — Ь 81П 6 81П 6 *

‘'О

знал, что онъ равенъ

2 аЪ й в
1

йх
О2 —  Ь2 X 2 8Ш2 б ‘ 

О ‘'О

17) Зная, что

Г аМ * 1 3“5— =  агс ,I а2 -+- р2 х2 °  а ’
•'о

ВЫЧИСЛИТЬ

I Ь зш 6 йОагс  г—л

18) Зная, что

\ х а г йх =  ~ ,

вычислить

е
о

йг.

19) Вычислить

[ е 0,2x2 соз 2 Ъх йх.
о

XXII. 1 6 -1 9 .

(

9*



вычислить
с о
соз тх
1-*-Х2 Нх.

21) Зная, что

ГСО
соз ах_____  г!гг---- р ®
1 - + - Ж 2 2  ’

ВЫЧИСЛИТЬ

при а 1.

лоо
1 зш аж 
I ж (1 -н ж2)* п

Их

22) Вычислить

оо
ж зш Ъх йх

I 1 -+- ж2 1 — 2а соз Ъх
•'о

при а <  1.

X X I I I .  Вычислеше опредЪленныхъ интеграловъ посред- 
ствомъ интегрирован!» по контуру.

1) ПИРСОВ2ЪхНх. 2) [ Ц :
о ■ у Ну.
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3)

Г  СО
I сову 
а2-ну*•'Л

йу. 4 ) I

5 )
л  2л:

йх
I а-нс08ж'
п

6) Доказать, что Эйлерова постоянная С, определяемая 
интеграломъ

*С0

равна

л со 

о

ГГ 1 \йа;
] ( г ^ - С08 ж) «•

7 ) 81П у йу.
рСО

9) ] ЗШЖ2ЙЖ.

лОО
8) ] соз ж2 йх. 10)

00
X 81П тх 
х 2 -н  а2

П )

СО

гс соз тх йх.

12) Доказать, что

/'СО

соз а; — е х йх  =  0.



XXIII. 1 3 -1 6 .

13) Доказать, что

1
00
сов (ж»)-наш (а») — 1 ^  ^

X2

рн-со л-»-оо

14) | г ^  16) \ ш * * .
— 00 ^  —оо

/%2я
16) ^Д2 сов -0 "  сов ” ~ 2й I йЬ

л я  ( я — 1 )(п — 2) (я — к-*-1)
‘ 1 .2 .3 . . . . к  '



О Т В Ъ Т Ы  И  Р Ъ Ш Е Н Ы .



-------



ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ.
I .

14) о =  Ит \ у ' х а-+-х2ч -  1 — У х 2 н -  ^]а.==ч.0О

=  1 ч 4 - * - г > - *

= Ит [®(1 -+-иу — х {1 +г;)!]1=+со,
гд'Ь

Такъ какъ, для очень болынихъ значенш х, и и V меньше 
единицы, то мы получаемъ, по ФормулЬ бинома Ньютона,



I . 14—23.

8 =  Ит [ | 1 А  — А! В  — В '
а2 а:=ч-со

_1_ 
6 •

При х  =  —  о о , получаемъ

8 =  Нш [х {1^1 н -  и  -+- V I  -+- 1>}]а,_ _ оо=  —  оо. 

2 »>
= и т  р и и , - “ т  [ е (гЫ - . = - 1-

2 1 )  Н т  [совесж  1& (1  — х ) ] х = 0

=  И т ( - ^ - )  . Н т (1е ^ ~  Ж-) =  —  1-
\ 8 1 П  Х / х — 0 \  X  / х = 0

22) П т
' 1  —  X  8111 X

1 ■+■ X , Xагс
Х=0

— Пт . Пт 1 + * 2
Я  / х = 0 I агс

х П т  (1н-ж% =0= 1 .
1 -+-Х2/ ж=о

28) 1 т [ ( 1 - х ) 1 8 ^ ] 1=1

(1 — х) 2 зш ^  соз ^
=  Пт

Ъ Х  Ъ Х

( ъх . ъ х \ ( ъх  . 7гаЛД С03 _ 81П С̂08 — I- 81П ^

=  —  Нт
V 2

_2_ 
7Г '



31) Ит [1е (» -!-& •) 1 * ( 1 - Ч ) 1 , =ов

=  И т  { [ ^ - * - 1 « ( ^ ч - Ь ) ] 1 в ( 1 ^ | ) ) , = , 

=  И т [ ^ 1 в ( 1 - | ) 1 _ 0о= Ь

32) Изъ Формулы

1 ™ { (1 + Ш * - о о  =  '! Ч “ * “ 7

ивгЬемъ
_1_

(1) И т {1  -+-у\Уу=0 =  е,
или

Д И ш р ^ Ц ^ - 1 .

a) Полагая

у  =  ах —  1 ( а > 0 ) ,
получимъ

1“  ( Й ) „ ,  =  Пт Ц Й $ „ ,  =  1 -
откуда

цт ( ^ и 1 )  = \ ё а.
\  X /х=0

b) Полагая

у  —  (1 1,

И т Ш 1 ^ П  = 1 ,
Ц1-*-»)•*— иа,= о ’

—  1 3 9 —  ]

получаемъ

. 31 И 32.



I .  32 И 33.

ИЛИ

и такъ какъ

(1 -I- ж)!* — 1 1§ (1 -+- х) 
(1 -+■ х) ‘ хх

то, на основаши равенства (2), им'Ьемъ

(1 ч-аз)̂  — 1П = [ л .
а̂з=0 1х

33) Если съ возрасташемъ х  разность

стремится къ известному пределу к, при чемъ при всякомъ конеч- 

номъ значенш х  функщя /* (ж) остается конечною, то и ^  стре

мится къ тому же пределу.

Доказательство. Предположим^ что количество А: имеетъ 
конечное значеше и что г есть произвольно малое число. 
По условш съ возрасташемъ х  разность

стремится къ пределу к\ всегда можно взять столь большое 
число к, чтобы при х, равномъ или болыпемъ к, разность 
эта заключалась бы между пред^ла^ к —  е й  к -*-г .

Выбравъ такое число к, обозначимъ черезъ п  какое 
нибудь ц-Ьдое число; тогда каждое изъ количествъ



/■(*__ 1 ) _ / ( * ) ,

{ (к н -  2) —  ^ (й -+-1),

^ + « ] - / ' [ Л - н ( « - 1 ) ] ,  

а потому и ихъ средне-ариеметическое, т. е.

/■(йга) —/(Д)
» >

будетъ заключаться между /с —  е и к -+- г.

Следовательно

1Л, +  л)- т
п ’

где а количество между —  е и + е,

Полагая й +  и =  ж, получимъ

ИЛИ
( (х) —  (  (к) -+- (х —  /г) (& -+- а),

откуда

Для того, чтобы ж стремилось къ сю, достаточно не
определенно увеличивать п, не изменяя значешя 1г.

—  141 —  I. зз.



Итакъ при х  —  о о п к  постоянномъ изъ равенства (2) 
получаемъ

Н т Г— 1 = А - ь 1 ш  а,
I. *  Зх= оа  ’

/
где а постоянно заключено между —  е и -н е ;  следова
тельно

Н т ГО Д = к  =  П т [ / ( а + 1 ) - / ' ( ж ) ]
и х  ^x= оо х=со

Предположимъ теперь, что

Н т [/‘(ж-н 1) —  Г(х)]х=00=  °°-

Обозначая черезъ Н  произвольно большое число, мы 
можемъ выбрать столь большое значеше для к, что при ж, 
равномъ или болыпемъ к, разность

Аж-*- 1) — Аж),
будетъ постоянно больше Н.

Пользуясь вышеприведенными разсуждешями, мы до- 
кажемъ, что

Г (Н -* - п ) -т ^  л

Полагая
к -+-п =  х,

т > т + н ( 1 _ а )
X ^  X \  X )

I. зз. —  142 —

получимъ



и при безграничномъ возрастали х, при чемъ 1п остается 
конечнымъ, находимъ

П т  =  о о .
1_ х ^а:=оо

Итакъ
П т  \ т

и х ^ x= со

будетъ одинаковъ съ

1ш [ Г ( х + 1 )  —  П х)]х=00-

Вышеприведенная теорема Коши не им’Ьетъ мъста 
наприм'Ьръ для

Ц х)  =  т.х,

въ чемъ легко убедиться, такъ какъ въ данномъ случа-Ь, при

2) Эта теорема очень легко приводится къ первой, оты

скивая пред’Ьлъ, къ которому стремится -  ^  и загЬмъ, 

переходя отъ къ числамъ.

—  143 —  I. зз.

а) Полагая
1 . 2 . 3 . . . . »

имйемъ
О (Ф

VI.2.3. . ..» =  У ?  ( Ф
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Следовательно, на основанш второй теоремы Коши  
мы получаемъ, что

г  1— Ч Т +1И п+1_]Ига У  о =  Ит Г ?-(я+1П — Пт
1 п (_ ф (и) _]п  =  со 1- п + 1

b) По первой теорем^ Коши мы имеемъ, что

 =  И т  [«” * ( « " -  1 ) ] „ „ = о о

Гепх'1Следовательно ^ также равно оо и

И т й п=00= Ит [Пе~ ПХ\ = 00 =  ° -

c) Ит { 1§ [1 -+- (п -+-1) х] — (1 пх)\

=  П т =  0 .

Следовательно и

И т П ^ - П  =  о .
п ^ = о о

СО

34) а) И т Г сов — “ =  И т [~1 —  зга3 —1 2 ;
’ 1 И “ Эы=оо I  “ Ий^со’

о. 1обозначая вт2 — черезъ—, получаемъ



I .  34

Ш . о “
 Я1П2 -----

11ш (совС , с » = Нш К 1 - т П ’_”

1 /  . а \  . о
г - /  ,  \ т —Iо( 038111— ) 8Ш —

■ Ч 0 - 9 Х . -  "
=  е Пт

1 /  8111 —\
■И ш 1 . а-I -----  азт —
А  ". =1

b) ТЬмъ же пркмомъ получаемъ

Пт (соз —)“2 = е ' Т .
V 0)/ы = оо

ос 1c) Полагая — —  —, находимъ, что

1 ш (1  +  т 1е ^ ) " =о== 1 1 т Ц 1 - н Х )

' Нт [ю зш — вес — )\ О) Ш /со

то) в т  — вес —со ш

—  е =  еа\

Й) Пт Гсоз — Н- У 8111 —I*4
1 И “ 1 “ -1ш=со

=  И т (с о з —) Нт Г1-с-У  % —ПИ =  ег“,
V “ /(0 =  00 П 1 Ь "_1щ = оо  ’

такъ какъ по вышедоказанному Ит (соз —) Ы =  1.\ “ /ш=со

 ̂ соз ж

е) Нт ( соз ж)0018 х =  Пт ((1 —  з т 2 х;)* Г “ * ,
\  ' х —О ( !х=со

полагая з т 2ж =  -̂ -, получаемъ, что
ю



I. 34 И 35.

Пт (сН “ Т =  [ К т I 1 - т ) . ' = „ ]

_  е— 4 И т  (МП 2ж)л.= 0 _ _  1 _

—  146 —

-1- Нт (зт  х  соз х)х=~0

1) Пт

1 -4-ах 
1 ч-Ьх 
сх _1ж=о

1 - \ - Ь х  а  — Ь; 1 -+-Ьх

- И »  К [ ( 1 - ь < Ш - Т

§) Искомый предЬлъ равенъ

с (И-6ж) | а — Ъ

' ж = 0

Пт

(|а соя х  —  Ъ) соя х
со ях -4 -Ь я т х

1 ( \  ^  (а  003  * —  Ь) з т ж \ ( я с о я х  — Ь)я1пх

[__\ соз х  -н Ь з т  х )

со я х -ь & я т  х

=  а —  Ъ.

Н) Нт "1 й (1  -+■ т а г с  а т ж ) "  

хагс
—> а ? =о

=  Нт []§  [1 - н т а г с  8тж ]тагсв1пж1 я.=0= т.

35) Полагая

получаемъ
у  =  х  [/■(*)•— 1],

/ »  =  [  1 + У



Пт { (х ) =  е1ш1 у,

т. е.
Ш у  =  \§  [Ит А ^ =Со-

36) Какъ известно

К т [ 1 'ч“ 1 '] Ж = е 0 ’1- 'л'-^Х = СО
полагая

х  =  у ({ х ) ,

где у  новая независимая переменная и замечая, что при 

х  =  сю, у  —  сю,

—  147 —  I. 36 и зэ.

и

получаемъ

В . 1 1 + Ш Г  = П т Г 1 - н ^ > « ' >
1_ х  _1л»=оо Ь У _! у—оох=оо

_  с) т / ( х )

УС =  со= 1" [ ( ' А ) , ] : 1 = ‘ "
39) Известно, что

X
^ ~ 21§х

Следовательно

1—1е2 Ш1 1 1  8 2   1 , х_
2 о >„ . ж  п . х  х  2 °  2218 Т  218 у  2 1 8 -

10*
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* х 
18 У

1 * 8  ш22)

X X
21в23 *8<*Г

1 х У*8 23 )

1 +„ х  1   1 , х
2 8 2П ж 2 ® 2"

*8 2"=!

и мы получаемъ

1 1 1 , ж 1 , ж 1 , «
“  ж 1ё~х — У  ^ "2 2̂  8 22 2® ^ 2®
2 *8 2”

1 , ж 
* 2« § 2™•

Но такъ какъ

Нт
2” 18 Л̂ /  п=оо

ТО

, .  (  1  , ж  1  , ж  1  , ж  1 . x )
( У  8  2Т~*~ 23^8^3 _‘~ ,,,,_1~2”  8 2 п | п =  оо

_1_  1_
х  4̂  х '

Задачу эту можно решать еще слЪдующимъ образомъ. 
Такъ какъ

со1§ х  —  2 со1§ 2ж =  х,



I . 39—41.

ТО
со!§ — —  2 со!§ Х =  1 § ~ ,  

с о ^ §  —  2 со% | -  =  *е

|й  2 со!д ^

и мы получаемъ, что

{ т  ^"2"“* '2^ ^ § 2 * _*- 25Ц 2*~*- - - - - - *"2П^ё 2”}п = с

Н г >  С0‘* ^ - с,л* * } , . » = - г ~

40) Замечая, что для всякаго положительнаго числа с

V 'С'+' « > т'7Р

находимъ, что искомый пред'Ьлъ будетъ больше -~=, т. е.
У и

больше У  п  и поэтому при безграничномъ возрастанш п 
онъ равенъ о о .

41) Такъ какъ
X 81П XСОЗ -гг =  - х *

2зш т

. X 
81П -г- х  2

СОЗ 755 =22 „ . х >
2 81П 22



1 .  41 И 42.   1 5 0

81П  -
X

й? 2П 1
С03 2й „ . х  ’ 

8Ш 2” •

то искомый предПлъ равенъ

т / 81П® \  81П X
11111 ® I ос2й 8Шр

л '  п = о о

42) Предполагаемъ во первыхъ, что а <  Ъ. 

Тогда, полагая
а —  Ъ соз а,

где

0 < а < | ,

получаемъ

а, —  & соз2 у ,  Ъг =  Ь соз у ,  «х =  соз у  

и следовательно

\  =  \  соз у ,

Ъп =  СОЗ ^  =  6 СОЗ у  СОЗ у  соз у  соз

т. е.
^ __  Ь 81п а

2й вш ^
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ДалТе

ап =  Ъп с08^ -

Отсюда непосредственно слТдуетъ, что ап и Ьп при без- 
граничномъ возрастанш п  стремятся къ общему пределу

Ъ зш а

Предполагая о >  Ь, полагаемъ а =  Ь Ск а, гд’Ь

лСС § р' ОС лСС __ р ОС

при чемъ а положительно.

Подобно предъидущему находимъ, что

г  Ъ 81г а  7 а.
Ьп = -  У 5 ап =  К  с/г 2*

и общш пред'Ьлъ для ап и Ъп при безграничпомъ возрастанш 
п будетъ

Ъ 81г а

43) Пт искомаго выражешя равенъ

1 • ̂  I  ъоо л  ^  ___ ОС СОЗ ОС ___ ОС
ос ос а ] з т  а а  *

соз — соз тут • • • • соз —р.2 22 2п п  =  со
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II.

, а * -X 2 А\ ’ 3“2
1) У 1П2 . ~га- 4) у(а2-!-*2)2' ' “ ж4 Уан-Ьж2

2) , /  =  7 1 Ь = .  6) у ’ =  — ^ —
' У У а н- Ъх 2 (ах -+- Ъх2)

3) /  =  6) у '  =  ь * х \
3 у  а -+- Ъх

7) у ' =  ха~~1Ъ~х~ (а — 2ж21§6).

8) у ' =  т хт~ 11§ х.

/ У1-+-Ж2 -,0  4 2а ж2
9) У = Т ^ '  1 3 ) У =  * = * •

101 , /  —  Зх  а   ,   У а 2 —  ь2
У (ж 2 - ь а ж ) 2 -» -(> ж ' 1 4 7  2/ а - * - Ь с о 8 ж "

11). у ' =  уЗШ 5| -  з т  2®. 15) г/ =  4ж | / ^ ^ *

. п-1 '_________9____________  ,  1_
'  У 2 (ж 2 -+- ж  ч -  1) 1  ° )  У —  (X _  ах2) V I  —  х г ‘

(1 -+- ах2) У \  — х 2

* оч г агс зш х
18) У =  ?

(1 — ж2)2

19) у '  —  2 У 2 вес а; созес 2ж.



II . 20—38.

22) у

23) у

24) у

25) у

26) у

27) у

31) у

32) у'

33) у'

34) у '

35) у '

20) I ' ~  У~2 — зшж' 2 1 )  у ' =  2 * } / ^ .У Л Й

охи гЛу 1 — -

У ж 2 —  4  
ж 2 — 3 '

''' =  вш ж агс со!§ V соз х.

' =  3 созх  сов 2х. 28) у  =
х 2 —  а2 *

' =  4 с о з4 ж . 29) у '  =  х * ~  Зх.

 1 , х

со82(т^ * )-  30  ̂ У

ж;2 [ а ^ ж  — ^  (Й +  М ] -

1 н -  2 ж 2 ч -  о 2 . .  / ____ ж 2 а г е ( ;2 Ж

У а2 -+- ж2 ' ' ^ 1 ■+• ж2 ‘

ж 4 7  ̂ , / __ 4агс1|ж
У 2аж — ж2 ’ '  У (1 -+- ж2)2 ‘

_ 1 
1 -+- ж 2 '

4 ж 2 а г с  з ш  ж  

У 1  —  ж 2

о о \  '  а,гс з ш  х38) у  —  ~2 .



39)

40)

41)

42)

43)

44)

51)

52)

54)

55)

56)

II. 39 -56. — 154

У  а  (а -+- Ъ) соз
у  =  (а? -+- Ь2) еах соз Ъх. 45) у ' —

(а  - I -  Ъ соз х ) У  сое х

У а (а — Ь )зт  —
у ' =  (1 -§ -& 2) е с 8Ш*. 46) у ' =  2

(а н -  Ъ соз а;) Усозх

< 1н-&2 Тс а г с ^ ж     2аЬ_______
У ~  1л 6 ' '  У а2 соз2 а: — Ь2 з т 2а;*

(1 -+- х2)2

у ' =  V  2 соз (1§ж). 48) у ' = ^ з^-

, /  =  УЬ2 с2 — а2 4 9 , ,
а-+- Ьсозаг-ьезта;" '  ̂ \2аз а:4/

  "/о2 — Ь2 — с2   У а
У 2 (а Ь соз а; -+- с з т  х ) * ' У >/д ъех '

у ’ =  агс 81ПЖ 1§Ж-
У1 — а:2

» ' =  ха*. 53) , ' =

г  2
^  з т 3а:со82а:‘

2/' =  (зт  ж -+- ж соз ж) ж —  т )  8*п х •

Произведя д'Ьденхе, получимъ

1 + ж  +  жан -ж 8 +  . . . . - » - ж",



следовательно,

^  ~) =  1 2ж -+- Зж2 н - . . . .  пхп~ 1,

или

1 п 0 9 П— 1 1 — ( 1 + я ) ж п +  п хп ч~11 -+- 2Ж -4- Зж2 -+- . . . . Н -  ПХ —     7~  Г5 .(1 — ж)2

57) Изъ услов1я задачи имеемъ, что

ех [хт —  а\ жм~ 1-+- а2 ж”1-2— ____ ±  ат +  т хт~ 1

—  (т  — 1) ах х т~ 2-л- (т  —  2) а2 хт~ 3—  . . . . ] =  х т ех . 

Итакъ

т  —  < ^ = 0 ;  а2— т (т  — 1) =  0; ая= т ( т — 1 ) ( т — 2) 

и т. д.
а

~ ' в соз ж е 810 *
Ов) У = --------- Ц Л"2-------------- Ш Г Е ------- •

2 [1 — е 8“ * ] 2 [1 — (1 — в в‘“ * )2 ] вш* ж

64) у  =  2 агс ж —  агс вш 1 ^' у2,

, 2 п 1—ж2
У

  1 5 5  --------------  XI. 56—58 И 64.

1 ж2 ±  (1 — ж2) (1 -+- ж2) '

Такъ какъ производная агс вш должна быть положи 
тельною, то при ж2 <  1 мы получаемъ

9 = 0 ,

т . е. у  —  С  для любого значешя ж2 менынаго единицы.



И . 64. III. 1—4.

При Ж—  О

Итакъ, для веЬхъ значенш ж2 меныпихъ единицы, мы 
им'Ьемъ, что

равно нулю.

Когда ж2 >  1, то на основанш гбхъ же разсужденш 
получаемъ

для всЬхъ значений ж2 большихъ единицы, а такъ какъ при 
ж =  оо,

то следовательно

2СС2 агс 1"ж —  агс 81п , —~г =  4 агс (;§ ж —  тс

для вс'Ьхъ значенш ж2 >  1.

Вторая задача решается на основанш подобныхъ же 
разсужденш.

2 агс ж — агс зш . . ■-?

4
У

откуда

III,

а (Ъ -+- соз <)
сзт<
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К\ ___ 1 ^  йу  4 (а — <)* (2а -+- <)
; а х — ' ) й х ~  ыч, -------

6) 2 = ^ 4  8) 2  =

IV.

П л.1 =  х ^ а= У  о) а-У =  \ — \с,„
' Лх х ]  д а х  ' ' И х  о

о\ ^ _______ С_______
Лх у  у х 2  — 2/2 — у ж2 +_ у2 *

4) ^  = _____ 1 =
> ах 2 Уь —ж'

кч ^  (»/еж — !§■ у) у
' ах у2 — 2/еж -+- а: *

о \ 5?2/  1 / Ь2 — У2
> ах У а2 — х 2'

д.. й у   у  соз х  -+- 2ху2
' ах  8Ш X — а 8Щ у  +- 2ж2 у '

.  о \  й у  ____  X2 - л - у 2 —  С2 X
'  а х  X2 ч - у 2 с2 у  ’

Оу .
а х ' V I — х2'

о \  ау т  — пх
6) 1х ^ — ^ у-

п\ <±У __У_
1 > ах х *

1 1 ', <*У  а? ч - у 2
1 '  ах а2 ч- х 2 '

1 0 )  аУ —  У2 — 2х~ 1щу У
> ах х 2 — 2у 2 х  х  ‘

»«> 4 - ^ т * -

1 5 )  _ _ У&2 — (а — у)2
 ̂ ах у



Ау __  Зх2 VI — х2 -+- у

IV. 16—20. V. 1—7. ----  158

1 6 ) йх (Зу2 — агс 31Ц х) / 1  — X2 1 7 > 1=
Х - * - У
у — х

X VXх -+- у2 -+- су 
у  У х 2 -4-~у2 —  СХ

оо') ^  =  2ухУ~ 1 Ч а ~ у ^ хУ
■ Ах х Щх у  — 2жУ 1§ а 1& х '

V .

1) аи —  З г Ч г —  Ъхуг (у -* — [хйх-^уйу).

2) йм == е®'4"22' [I/(1 н -  ж) йж -+- (2у -4- 1) ж*/].

3) <*и =  -  ^

4) Ли —

5) Ли —

хАх -+- уАу -+- гАг г Ах — хАг
Ух2 ч- у2 Ч г 2 х2-н е 2

гуАх -+- хгАу — хуАг

■гЛг.

хуУ  х2 у2 — г2

6) Л и = (у -У у2- г 2)х 1 ( у - У у 2- г 2)х Ч § { у -У  у2- г 2)Лх

—  ж (у — У у2 — г2) Ау -+- гАг 
У у2 — г2

7) Ли =  п ( х п— Зеу-*-а\§г)п 1 ̂ п хп Ы х —3еу Лу-^— ЛУ^



9) Всл'Ьдствхе однородности Функцш и, мы им'Ьемъ, что

— 159 — V. э.

ти =  х ди
дх +  У

ди ди
А - Ь Я  А ,ду дг ’

(Ш■

(т-

д и_ д2 и дг и д2и
дх X дх2 -*-у дхду -+- г дхдг ’

ди д2и д2и д2 и
ду X дхду -* -у ду2 -+- 3 дудг ’

д и_ д2и д2и д2и
дг X дхдг -*-у дудг -+- г дг2 '

Если мы въ выражении

Н  =

д2и д2и д2и
дх2 дхду дхдг

д2 и д2 и д2 и
дхду ду2 дудг

д2и д2и д2и
дхдг дудг ~дг2

умножимъ строки соответственно на х, у , г, то полу
чимъ

Н =  —хуг

X
д2 и

X
д2 и

X
д2и

~д& дхду дхдг

У
д2и

У
д2и

У
д2и

дхду ду2 дудг

д2и д2и д2иг дхдг г дудг г ~дг2

I



—  160 —
д2и

х - Ш
■ д2и
х  г ~г - дхду

д2и
дхдг

д2и  У дхду
д2и

У ду2
д2иУ дудг

-11-дх ("-1 )Т у

3 
1 **

т-Н1

д2и д2и д2и
~дз^ дхду дхдг

о т  — - 1 д2и д2и д2и
дхду ду2 дудг

ди ди ди
дх ~ду~ дг

д2и д2и д2и
X дх2 У дхду 2 дхдг

от  —  1 д2и д2и д2и
г2 х у X дхду У ду2 г  дудг

ди ди ди
X дх У ду г  - л ~  дг

д2и д2и  , п
У Ш у  (т ~  Х) й

т — 1 д2и д2и , л ^ди 
г2 ху Х дхду У ду2 ^  ) ду

ди ди
X -т— у  --т— ШМдж 17 ду

д2и д2и ди
дх2 дхду дх

_  (от — 1)2 д2 и д2и ди
г2 дхду ду2 ду

ди ди от
дх ~ду от — 1



V. 9. VII. 1— 0.

т и ди ди
т — 1 дх ду

ди д2и д2и
дх 1 х 2' дхду

ди д2и д2и
ду дхду

VII.

т \ л  ЧУ — бжг 7 ах  7
1) (Ь  з (х% г2) -+- з (Жг г2) % •

9 1  -/-■ (ж  ~  т е г ) Ь2 ^  а 2  (У  ~  п г )
'  а 2 п ( у  —  п г ) ч - Ъ 2 т (х  — тг) *

оч л „   й хЛу —  у д х
С1г 2тг х 2 ч - у 2 *

4 1  =  (а 2  ~  2 x 2  ~  2 У 2 ~  %г2) Уйу)
' г  [ а 2  —I -  2 ж 2 - + -  2 у 2 ч -  2 г 2]

р;-> _ ____( «  —  « )  « _  (м  — у )  * _

ЙЛ —  (и — г) ж ЙЖ (и — я) у  й У1

(г  —  и) х  Х  ( г — и)  у  ° У '

6)

7 Ъуч-и  7 Ъхч-г  7сш =  —  г-2 , аж —  г-7   да/.Ь (г — м) Ь (г — м) ^
11



VII. 7— 12. VIII. 2. —  162 —

7) йу
йх

(и — ж) (г — х) йг
(и — у)(г — уУ йх

(и — х) (у — х) 
(и — г) (у— г)'

8) 0  =

й и   (г — х) (у — х)
йх (г — «) (у — и)'

х  зш у  з т  г — 2 соз у соз2 г 
2х з т  х  соз х  -+- соз у  з т  г соз2 г ’

й г ___ (4 8111 х  соз х -+- з т  у  81а г г) соз2 1
йу 2ж зш х  соз х  -1-  соз у з т  г соз2 г

й у  бхг — Ъг — у'2 йг Ъх — 6ж2 -+- 2 гу

10)

П )

1 2 ) Тх

йх ху  — 2г2 1 йх 2 (ху — 2г2)

йу а (ах — сг) йг а (Ъу — аж)
йх Ъ (сг — Ъу)’ йх с (сг — Ъу)'

йу ж2 з т  г — г2 зш X йг у2 з т  ж — ж2 з т  у
г2 э т у  — у2 з т  г > йх г2 &т у — у'2 з т  г

~у2 х  — у г2 хг  — 1=  -и 1_ ж х-у-у

VIII.

й * | _ ------ « * _  г ^ _ н1/1 _ на. з ^ _
ах (1-+-Ж2)2

ИЛИ

1-ьж2^ 1 -у-хг У 1+ж 2 ^’

(1 -+- ж2) у" -*-ху '  —  т2у  —  0;



взявъ м-ую производную отъ этого выражешя по Форму л-6 
Лейбница, получимъ

(1 -*-х2) г/пн_2)-н(2и-<-1) жг/п_Н1)-н м(м—1) у (П)-*-пу{П>— т2 у (Г>!= 0 ,  

т. е.

(1 -+- ж8) г/п-*'2) -+- (2м -+- 1)да/пн_1> (м2 — ж2)г/п) =  0.

о \  й у  т соз (т агс 1§ х)
' йх 1 хг >

(л ■ д Ц # У ,  2 г а у —  т2у
<-А + Х > й х ^ 2 Х й х —  Т ^ >

ИЛИ

С1 - |-® 2)2^ ' - ь 2  (ж-*-ж3) ^  +  и ! у =  0 .

Взявъ м-ую производную отъ этого выражешя по Фор
мул!; Лейбница и полагая загЬмъ ж — 0, получимъ

1 .2  . 3 . . . . (м -+- 2) ап^ 2 -4- (2м2 -+- ж2) . 1 . 2 . 3 . . .  . м«п

-+- м (и —  1) (м —  2) (м —  1).  1 . 2 .  . .  . (м — 2) ап_ 2 =  0,

или

(мн-1) (И-+-2) яя+г+ ( 2 м 2+ ю 2) ап-*-(м—1) (м -2) ап_ 2= 0 .

  1   1 1  1
''  У 1—ж2 2 1— х~*~

л») —  1  1 о з  и Г  1 I (~ 1)П1
У —  2 • 1 • -  • д • ' • • п  |_(1 — х)п ^  (1 *)"_]•

11*

  163 —  VIII. 2, 3 И 7.



Подобнымъ же образомъ можно вычислить ю-ую про
изводную функщй

VIII. 7, 11 И 17. —  164 —

х2 — а2
и следовательно

1§  (ж2 — а 2).

1 1 )  х  =  ЗШ 6, у со § 6  =  соз и# (2).

Дифференцируя по в  два раза выражеше (2) и пользуясь 
Формулою Лейбница, получаемъ

(3) соз О — 2 ^  зш в  —  у  соз в  -+- п 2 соз пО —  О,

но, такъ какъ

%  =  Тх 008 Ж  =  ш С082 %  з1п 6  008

то, следовательно

(1 ~ %хТх +  № —   ̂=  0 -

1?) 2/ =  =  (»-*- Ъх)т («' г,'жГ Р =  иь’

где
м =  ( « +  Ъ' х)~ р,

|  =  (ан-Ь я)”*-'1,



165 — VIII. 17.

~ = = т ( т — \)Ъ*{а-+-Ъх)п  2,

=  т (т  —  1 )(т  —  2) Ъ3 (а -+- Ъх)т~ 8,

д̂  =  т ( т —  1) . .  . .(т  —  и +  1 )Ъ"(ач~Ьх)т~ п; 

% = : - р Ь ' ( а ' + Ъ' х Г » - \

Й  =  Р (Р "*■ 1) Ь'* -+- Ъ' х )~ р~ 2,

%  =  (—  1 ) > ( р  1 ). . . .  (р н -  й —  1) {а' Ь ' х Г Р~ п .

Сл-Ьдовательно по Формуле Лейбница мы получаемъ

™ (т -1 )(т -2 ) . . . . (т -п + 1 )Ъ п(а-+-Ъх)т~п

~  Т(Т С т(от -  1) . . . . (от-я +  2) Ьге-1 (а -+-

”* (ш~ 1 )• • »(”*-*и-3) йп~2 (ан-Ьж)т “п+2н-.,..

Полагая

Л =  м ( я - 1 ) .  . . . ( « - « ч -  1)

I



получимъ
йпу   , п рЪ' Л (а-л- Ъх)
йх™ 1 а' н -Ъ 'х  Ъ(т — п н - 1)

VIII. 17, 18 И 20. —  166 ----

п(п  — 1) р (р н- 1) Ъ’2 _______ А  (а Ъх)2_________
* ГГ2 (а'н-Ъ 'х)2 Ь2(т — и - « - 1 ) ( т — п н -  2) • • • >

или
Лпу а Г -1 п Р Ъ' ан-Ъ х
ОяР —  Л  I  Г Ъ(т — п н -  1) а' н-Ъ' х

п(п — 1) _______р  (р  н-  1)________ (о н- Ъх)2 _
* 1.2Ь2 (т — п н -  1) (ш — п н- 2) (а1 н- Ъ' х)2 *_Г

1 8 )  У а2 — Ъ2 х2 2 а\_а — Ъх а н-  ’

йп у  1 .2 .3  п ^ п Г 1 ( 1 _ Л .
с1хп ~  2а 0 Ц а  — Ъх)п ч ~1 > (а +  И в+1) ’

при п  четномъ

&  =  *>" к »  -  К Г *  -  <« -  * * ) ■ " ■ ]  ■
а при п нечетномъ

- 0 )  У 2 к > ^ Л  (в х  — « У ^ 1  2 Г ,)  '

Полагая теперь 

(м-*-1)1фж)”-(« ч -1 )3(!&)п-2 а3-»-(п-+-1)5(ря)п—1 а4- .. . .= г 7 ,



—  167 — VIII. 20.

получимъ
у {п) =  (----  ])"  Ь 2 .3 . . .  .и.&» у
у У ' (аг-нЗг^пн-! .

Можно сделать еще следующее положеше

Тогда
а . , а йа>ж =  1г С 01^ с о ;  , й х =  —  - г - » - -Р О I • ^  81Ц2 щ

ИЛИ

Й(0 =  —  81П2 со с1х.
ДалТе

I

а

у а2 -+- З2 ж2 а2 -+- а2 ео1§2 ш а2 ’

г 2 йш 2& . чу  =  - 2  8111 СО С08 СО - у -  =   ̂ 81113 СО СОЗ СО* а2 йж а3

=  77 81П2 СО 8ш 2 со,аз ^

у" ( 2  8111 СО СОЗ СО 8 Ш 2 с о  - + -  2  81112 СО СОЗ 2 с о )  ~  8Ш2 СО

232 • з - о 
=  — т -  8 1 П  СО 8 1 П  З с о  а4

и вообще

/  \ (п) (— 1)п 1 .2 .3 . . . .и З п - п-»-1 - , 1Ч
(а ) У[ > —  У- ’— п -ъ ----------  8111 «о 8111 (П 1 ) СО.

Въ точности этой Формулы мы убеждаемся, нредполо- 
живъ ея справедливость для м-ой производной и доказавъ,



VIII. 20 .

что она справедлива и для п н -1 -о й  производной. Действи
тельно, изъ выражешя (а) дифференцируя получимъ

1) — (— 1)"  ■ [ ( п - + - 1 ) 8 Щ ПС0 8Щ (П -1-1)соС 08С О

н -  (п н -  1) вш”"*"1 со соз (п н -  1) со] ^

(— 1)п 1 . 2 . 3 . . .  .пРп ( п - н  1 ) в т п со г • /  1 \=  5— ^  —  у П , „ Л    [81П (П Н- 1) со СОЗ СО

н -  зш  со соз (п н -  1) со] ^ з т 2 со)

=  з ш -  со зш ( п  Н-  2) со,

что и требовалось доказать.

Итакъ

= ( ^ г  -  [ <•  ■-■> 48 а

-  ( - у 1-2-3-;,;’:в,- вш Г(« - Ы )  агс Л . 

Раньше мы имели, что

(п)

=  (~ ( ^ у ^ Т 1>‘ [ ( « -  1), ( И " - (»■ч - 1), ( И " - * «’ 

1)6 «* (Рх)“_ ‘ — ------ ] •



Изъ сравнения этихъ двухъ выраженш для у !п) полу
чаемъ

[(« - • -  о  агс й

= < »  -  О, ~ ~ ( п  1), ( ^ ) ’+  (« -Ы ), ( | )  . . .

или, полагая п =  т  —  1, получаемъ

=  ( т \  *§ со —  (т)з % 3 со -+- (т)5 1"5со — -------

21 ) У =  а2 +  р хг'> 

полагая

(рх)п^ 1— (п +  1 ) У $ х ) п~1ч-(п +  1)4(В*)”~ 3а4- .  . . . = 7 ,  

получаемъ
(„) _  ( -  1)ге 1 .2 .3 . . .  .яРп 1 у

у  (аг-с-Р2*2)"-*-! ’

или же, предполагая

со —  агс а
Рж

и исходя изъ равенства

ж а. соСв (о 1
-5 =  -5- -5  ° . 9—  =  -5  СОЗ СО ЗШ СО,а2 -с- Р2 ж2 Р а2 -+- а2 С01§2 со аР ’

получимъ, ЧТО

(п) ( х \(") (— 1 )" 1 .2 .3 . . . .и Р п—1 . п-+-1 / , ч
У ~  ( а2-«-Р2ж2) = -------------------  81П 1« С 0 8 (|И -1 )« 0 ,



VIII. 21 И 22.   170 ---

И Л И

(я) (— 1)п 1 .2 .3 . . . .и З " —‘ Г , 1Ч , а~1
У —  ~—/ т~' - —  С08 1) агс1п тг .я (У<*2 -+- ц2 х2) 1_ч

Приравнивая полученныя для г/п) выражешя, находимъ

( ~  [ ( К " " - ! *  -  1).«“» * ) " -

или

соз тш
созт  (О

полагая
п —  т — 1, и 1 =  т 0.

22) Лу — а =  — Г 1_____ 1
> Ах а2-«-ж2 2 У— 1 |_ж н- а У— 1 х  —  а У— !_]’

следовательно

АРу
Ах

У ___( 1 . 2 . 3 .  • . ( я —  1) [ - (я , _  аУ— 1 ) " - ( *  +  «
" *■ > 2 У=Л I  (ж*-+-а*)» _]’

или, полагая

Ф =  агс1г —, соз ер =  , зшср =  -7
т  ь X » Т Уа2ч - х 2’ т У а2 и- ж2

получаемъ



ап у  _  (—1)п 1 .2 .3 ___ (и—1)
Ахп ~  2 V — 1

 (— 1)п 1 . 2 . 3 . . . .(» — 1)
2 У— 1

(соз ф — 8Шф)П—(с08 ф + У ^ Т  81Пф)П
п

(ж2 +  а2)Т  

— 2 У — 1 зш пф

  171 ----  VIII. 22, 26 И 27.

_ У(ж2н-а2)га _

=  (— I)”-1  1 . 2 . 3 ____ (п —  1) 81П Щ

(а2 ж2)2

26) у  —  еахХ ,  гд’Ь X  некоторая Функщя ж.

Полагая и  =  Х ,  V =  е а х , но теорем'Ь Лейбница полу- 
чаемъ

Символически это можно представить въ сл'Ьдующемъ 
вид’Ь

э - - -  К Г — *

или

Ахп

Отсюда сл’Ьдуетъ, что

27) у '— е хсоза [соз а соз (ж з т  а) —  з т  а з т  (ж вта)]

_ _  е Х  СОЗ О с о §  ^  8^п  а



у " =  ех 008 а соз (ж з т  а н -  2а)
и Т. д.

—  ех  соз а с08 8| п а п а у

Подобнымъ же образомъ, если

VIII. 27 И 2 8 . —  172 -----

у  =  вх  соз ж,
то

п
у(п) _  2 2 ех соз ж̂ -+- ^  тг̂ .

28) у  =  агс ж,

1  х 2 1  -+-1 § 2 у СОЗ 2«/,

у " =  — 2 з т  у  соз у . соз2 у  =  —  соз2 у  з т  2 у

—  С052у  соз ^2у  -+- .

Предполагая справедливымъ, что 

у =  1 . 2 . 3 . . . .(п  —  1) соз” у  соз ( п у -+- 

докажемъ, что

и — 1 —г— Т

у(пч-1) = 1 . 2 . 3 . . . . »  соз"4-1 у  соз ^{п -+- 1) у ч - \

Действительно, дифференцируя выражеше для ?/п) 
имеемъ

с) ’

* ] .

, мы



—  173 ----  VIII. 28 И 29.

у(п-+-1 ) _  1 2 .  3....(» —1) П81П1/С08П'1'11/С08 71̂

— И СОЗ"-"2 у  81П [пу -+- ТсД

=  —  1 . 2 . 3 . . . . и  соз""-1 у  |̂ С08 (пу  -+- тг̂  зш у

-+- С08 у  8111 (пу  -+- 7Г Д

=  —  1 . 2 .  3.  . . . »  соз"'4'1 у  зш -+- пу  -+- тг ̂

=  1 . 2 . 3 . . . . »  соз"'*’1 у  соз [̂ (» -+-1) у  -+- тг .̂

29) Принимая за агс зш х  ту дугу, которая обращается 
въ нуль при х  —  0, им'Ьемъ:

Ли т зш т агс 8Ш х
Лх V I — х2 ’

Л2 и  тх зш (т агс зш х) ^  сов (т агс зш х)
Лх2 (1 _ а;2) у у ^ ^  т  1 — х2 ’

т. е. мы получаемъ

а о\ и Зи о г\
—  Х^ Л * Ч- Х сИЧ- т и  =  0 - 

Дифференцируя это равенство р  разъ, находимъ

/1 йР+2и п ЛР~*~1 и , , Л ЛР и .
(*  Х ) ОхР-*-2 Р Х ЛхР+1 Р  (р  Лхр

ЛР и « ЛР и Л
—  Р<щг +  т 1^р =  0 -

ЛР~*~1 и 
ЛхР-*-2



При х  =  0 получаемъ

VIII. 29 И 3 0 .   1 74  ---

Но, такъ какъ при х  =  0 ,

и  ~  1 ’ Ах —  0  ’

то мы замбчаемъ, что веб производный нечетнаго порядка 
равны нулю и что

( 1 ж ^ “ )0~  (—  1)ПН_1 т* (т 2—  4) (т2— 1 6 ) . . . .  (ш2— 4и2).

30) Полагая

и —  (1 — ж)", V =  ж”, 

по Формулб Лейбница получаемъ

0 )  щ 1 = 1 - 2 . 3 .  . . . »  {(1 — х (1 —

По Формулб же Ньютона мы имбемъ 

у  = х п (1—ж)"=(—1)" [ж2Л- у  - . . . . ] ,

слбдовательно

(2) =  ( - 1 ) "  [2 я  (2м -  1 ). . .  . (п 1) ж”

—  у  ( 2 м —  1) (2м —  2 ) .  . . . мжп—1 ~| .



Сравнивая выражешя (1) и (2) для ^  и приравнивая 

коэФФИщенты при ж", получаемъ

—  1 75 ---  VIII. 30 И 31.

=  (—  1)" 2п  (2п —  1) (2п —  2).

или

1  / * » \*  . ( п ( п — 1 ) у  . ___( я - ь  1) (я 2 ) . . .  .2п~\ 1 / \ 1.2 )-*-■•■-- 1.2.3..,.я
т. е. получаемъ известную Формулу для выражешя суммы 
квадратовъ бином1альныхъ коэФФИщентовъ.

31) Обозначая (ж— а)" черезъ и, (ж— (3)" черезъ V, имеемъ, 
по Формуле Лейбница, что

у ,п) =  и ,п) V ч -  С \ и {п~ 1) г/ ч -  С \  и{п~ г) V ч -  -ч- т [п\

при чемъ

и п~ р) =  п (п —  1). . . . (р ч -  1) (ж —  а)р, 

г/р) —  п (п —  1). . . .Ы  — р -+-1) (% —  Р)"—р 

и значить

Спр м(п- р)г/р)= 1  .2 ....р .(гн -1)....п  (б'р„)2 (ж-а)р ( х - ^ ) п~ р, 

откуда

У[п) =  1 . 2 .  . . .  я 2  (° Р̂  (Х -  ~  № ~ Р-
7 — 0
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Полагая же

получимъ

(1) у ("> =  1 . 2 . . .  . » ' 2  (^ „ )3 ( * -  1)р (* -  1)"” Р-
р = 0

Но, съ другой стороны

*/")= [(жз _ 1)"]("> =  | у » _ 2пх2" - ^  2п (̂ - - }ж2П~ 2 -  . . . . ] (П).

Приравнивая теперь въ вы раж енш  у !'П) коэФФищенты 
при ж ", получаемъ

2м (2м— 1)____ ( » н - 1 ) =  1 . 2 -------м [1 -«-(С1,,)2

__  (С^)2
откуда

1 =  <гы .

Дал'Ье, такъ какъ выражеше ( 1 — ж2)" содержитъ 
только четныя степени ж, то при м нечетномъ, у (П; не 
им'Ьетъ члена свободнаго отъ ж, при п  четномъ членомъ 
свободнымъ отъ ж, будетъ м-ая производная выражешя

( _  ^  жп.

Въ сумм'Ь (1) членъ, несодержащш ж, будетъ

( 2 ) 1 . 2 .  . . . м [ 1 - ( С ^ 2- Ч С 2п)2 —  . . • . - К —  1)"(С"П)2]-

а  =  1 , Р =  — 1 ,



Итакъ, при п  нечетномъ, сумма

1 -  (С*пУ— . . . .  н -  ( -  1)" ( С \У

равна нулю, а при п  четномъ она равна

  177 —  VIII. 31 И 32 .

п и
( I ) 2 Сп *.

32) Положимъ
со!§ а =  а,

тогда

 х  — а   х  — а   1 | 1 —аУ—1 1-нстУ—1 |
1 (жн_ у 3 1 )  (ж_ у 3 1 )  2 \_х + у И 1  "+" ж_ у И 1  Л

I

/ж — а\ __ __
1 (1-нж2/ 1 , .  у»— 1 ) 1— аУ —1 1-наУ —1 •

. .2....(и — 1) йж«-1 2 '  ^ (ж -+-У—1)пН_(ж —У—I)” ) *

ИЛИ

й”- 12/ (—1)п-1 1 .2....(«—1) /  (ж-У-1)”  (1-аУ=Т)+(1+аУ—1) (ж+У^1)"(. 
йж«-1 _  2 ( (1 -н ж2)п /  ’

полагая
х  =  со!§ 0,

находимъ

^ -п=1 — (— 1)" 11 • 2....(м—1).8тм<?.8шп<?|со1;§м<?—со!§а}.
12



33) Найти п -ую производную

Мы получаемъ, что

VIII. 33.   1 7 8  ----

пги

и[Т= 4  * ”т Ш  Ш  -  5  * "  Ш  - 1 * ” ( I

с ч  щ  туи мы можемъ на основами выражеши и , и  , и им пред
положить, что

(а) «'”> =  ( -  1)“ [ Л ,  **"' ( ± )  +  Г ' - ' 1 ( 1 )

(га — 1)(га — 2)(п)2 тр(п—2) /1  
ж2” г у а;

. (га — 1) (га — 2) (га — 3) (и)3 р(п—з) /±
— ] ’

где (п)1} (и)2,.  . . . суть биномлальные коэффициенты.

Для того, чтобы Формула (а) была доказана, мы пред- 
полагаемъ ее справедливой для и п\  составляемъ м{п+1), тогда 
мы получаемъ
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т. е. мы зам’Ьчаемъ, что выражеше для и<п~1' 1' отличается 
отъ и{П) только гбмъ, что п заменено черезъ п ч -  1, а такъ 
какъ для п =  1, 2, 3, 4 Формула (а) справедлива, то она 
теперь доказана и для любого значешя п.

(■VI -+- х2)2

12*



йп

VIII. 35 И 36.   1 8 0  —

(агс1г ) 1.2... .(я — 1) . ( . 1 \
г =  ( - ! )  • !?Т=Ьг”  ( ”  агс1е « )•

П рим еняя  ж е  общ ую  Формулу для

’Ш
ап г [

Лхп  ’
мы  получаемъ

лп
(— 1)»аГ =  Н  р  ( 1 )  <4 Г  ( 1 )

с1хп х  \ х  ] х 2 \ х  /1.2 ..  .(п —1) с1хп

(»)?_  р г" (2_\
1.2.ж3 \ж  ]

Полагая

- г г = < е ( | - - 4
получаемъ

8 ш " (9 81П и  ( у  ^  =  ( и \  СО8 0  81П О  ( п \  С082 в  8Ш 26

Н - (й)з С083 в  8Ш Ъ в  . . . .

3 6 ) М ы  им’Ьемъ

^  =  2я Р’ (а;2),

^  =  ( 2 ^ Г И  +  2 У И ,

^ § Р - >  =  (2 а;)3 Р" (а:2) +  6 . 2 х Р "  (а;2),
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—2 1 -  =  (2ж)4 р™ (ж2) + 1 2 .  (2ж)2 Р'"  (ж2) + 1 2 Р "  (ж2) ,

д~ ^ р  =  (2ж)5 Р у (ж2) +  20 (2ж)3 Р™ (ж2) +  60 . 2ж Р " ( х 2) 

и мы подмбчаемъ, что

(а) =  (2ж)" Р (п) (ж2) +  п(” ~ 1:) (2ж)"~2 ^ (п-1) (ж2)

(2ж) « -4 у ,« - 2)(ж2)

"  (" ~  О (« ~  2) (» — 3) (я — 4) (и — 5) (2 ж )" - 6  ^ ( п~ 3) (ж2) +

Д ля то го , чтобы  уббдиться въ  справедливости этой Фор
мулы, мы вычислимъ

ЛП+ 1 _р(а,2)

Получаемъ

^ 5 Р  =  (2ж)№  ^ ге'Н1)(ж2} +  [2м (2ж)п—1 

+  2м (м —  1) (2Ж)”--2 ж] .Р(п) (ж2)

+  [м (и — 1) 2 . (2м —  2) (2ж)п—3

+  2«-«(” - 1)(й - 2)(” - 3) (2ж)"- 4 ]  р п~ 1) (ж2) +

=  (2ж)п_Н1 ^ (П_Н1) (ж2) +  (м +  1) м (2ж)п—1 ^ (п) (ж2)

+  (2ж)”—3 (Ж2) +  . . . . ,
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ап+1 р (Х2) ап Г(х2)
т. е. мы замъчаемъ, что — отличается отъ ^  -

только замйною п  черезъ п -+ -1, а, такъ какъ въ случай 
п —  1, 2, 3, мы убедились въ справедливости Формулы (а), 
слйдователыю она и вообще справедлива.

3 7) Применяя къ предложенному вы раж ент общую Фор-
Ат 1 Р ( х 2)мулу для Лхт_ \  получаемъ

д,т- 1 (1 — х 2)т~ 2 
й хт~  1

=  ( -  1)—  [ (2*) — г ) ( * — I ) -  ' ' ' ( 4 )

-  ( т - 1 )  ( т - 2 )  ( 2х)т~3 (1 - ж 2)5 ( т — у )  ( т - - | ) . . . . ( |

=  ( _  1)*"—1 1-3.-5.:--_ (2 т - 1) [т хт~ 1 У Г ^ 7 2 

_  т ( т - 12) (3т ~ 2) ( У Г = ^ ) 3 ж™-3

. т  (т  — 1) (т  — 2) (т  — 3) (т  — 4) —5/ 1 / 1 ------- 1з\5 1
Н 1.2.3.4.5 Х ( / 1 — Ж; --------_)•

Полагая теперь ж =  соз и, получаемъ

дт 1 (1 — хг\т~1 1 . 3 . 5 ____(2т — 1) Г т -1  •
 ахт~1 =  ( ~  1)     [_от 008 ‘МЗШМ

- т(го Т .г2)(Г ~ 2) С08Ш~ 3 “ з1п3 ” - + - • • • • ]

=  ( -  1)”*—1 1 , 3 ~— —  х) 5 щ  ш м .х 7 ТП



о п \  Й 1 ( ? ( 1 - с - а : 2) 2 х  п  ■
39) йх - т а  =  2 8 т ( ° с оз  со,

полагая

  183  ----- VIII. 39 .

Дифференцируя получаемъ

=  2 (СОЗ2со —  81П2 со) (— 81П2 со)

=  (—  1). 2 соз 2со 81 п2 со, 

с 1 3 х ^ —  (—  I ) 2. 2 . 2 соз 3 со з т 3 со
и Т. д.

ЙП1§ (1 -4-Ж2) , , . ц _  1 о 1 о / 1\ • п—    =  (—  1) 2 .1 .  2 . . . .  (и —  1) соз исо вт  со.

П о общей ж е  Формул!-, мы им'Ьемъ, что

йП]^ хг) =  (2*)" (—  1)”—1 1 . 2 ------(п — 1) (1 х Т п

н -  (2ж)п—2 (—  1)ге—2 1.2....(п —  2).п  (п —  1) (1 + ж 2)''п + ‘

+ (2ж)п~ 4(-1 )" ~ 3 1 .2 ....(м- 3 ) п(”~1)̂ 2)(п~3)(1+ж2) ~ ”~*~2+....

=  < -  О ” -  ( 2 * ) ”  [ 1  -  (1 +  А

п(п  —  3) /1  Ж2\2 “I
1.2 \ 4ж2 /  ••••_]•

т т . . „ (1п 1а (1 -I- ж2)И зъ  сравненш вы раж енш  для — ------- , находимъ

2 соз и  со =  (2 соз со)"—у  (2  соз со)п—2-1- ^ -у :^2 (2 со8 со)п~ 4—....



40) Дифференцируя мы получаемъ

А 1е (1 — х2) __  — 2ж
Ах 1 — х2 ’

[о  - * г  -  (1 * * п .

=  (—  1) (—  2) [(х _  1 ) -  Н- (* н -  1 ) - ] ,

откуда

1 ■ 1) [ ( 8 - 1 ) —  - н ^ н - 1 ) - ] .

27* (#2)
По общей же Формуле для ■ мы получаемъ, что

— =  (—  I)"-1  1 • 2 . . . . ( » —  1) (2*)" (ж3 —  1 )~ ге

_ н ( _  1)— * 1 .2 ... .(«  —  2) (л —  1)й(2ж)п _2(ж2 —  1 Г ”"*1 

н-(-1)п~~31.2....(от-3) п(п~ 1}(”~9.(пгЁ) (2х)п~ * (з? -1 )~ п^~г+....

 (— 1)” 1 1 . 2 . . . .  (и — 1) (2ж)п Г , га ж2 — 1
(ж2 — I)»1 |_ 1 4ж2

VIII. 40. —  184 ----

. га (га — 3) 1(ж2- 1 \
I2 11.2 ‘( 4ж2 )

Следовательно

(х +  1)п +  (а; — 1)п ,  п х 2— 1 га (га— 3 ) /ж 2 — 1\2
Щ п  1 Г 4ж2 1 172 V 4ж2 /  '
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41) ДиФФеренцируя Р  ( V  х ) ,  мы получаемъ, что

а р ( Р х )  V  (РР) а*р(Рх)  _  г "  ( У ж )  0 Р' ( У ж ) .
Лх —  2 У аГ ’ Лх2 ~  (2 У ж )2 (2 У У )3’

ФР(РР) _  Р"'(УР) п р"  (УР) ? '  (УР)
Лх3 (2 УР)3 (2 У ж )4 (2 У ж )5’

а*Р(РР) р™(РР) 0 Р"’ (УР) „Р"(УР) ЛС, ~ Р ’ (УР) 
Лх* (2 У х ) 4 (2 У ж )5 (2 У ж )6 (2 Уж")7

и мы можемъ предположить, что

, л ап Р  (УНТ) _  Р(п) (РР) п (га — 1) Р(.п~ 1) (УНТ)
[* } Лхп —  (2 У У )” 1 ( 2 У х Г ‘

(п -+- 1) п (п — 1)(п — 2) р (п 2) (Уж)
"* 1-2 ( 2 У 7 )п + г

(п +  2)(и 4 -1 ) и (я — 1)(п — 2)(и — 3) 3) (Уж)
Г Х З  (2 Уж')'1'* '3 -------

Для того, чтобы убедиться въ справедливости этой Фор
мулы, мы, пользуясь выражешемъ (а), составляемъ пн-1-ую  

производную Р  ( V х ) ,  тогда получаемъ

<2"-*-» Р (У Р )  __ Р(п-+-1) (у^Г) р(п) (ууГ)
Лхп^  —  (2 У Р ) п^  (;П _Н  ) П  (2 У ^ ) тан- 2

оп +  2)(я +  1 ) я ( п -  1) гч»—1)(УаГ)
■*" 1-2 (2 Уж )П"*~3 -------

и зам'Ьчаемъ, что, если Формула, (а) справедлива для какого 
нибудь значешя п, то она будетъ справедливою и для зна-
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чешя п - н 1, а такъ какъ Формула эта справедлива для 
п  =  3, то, следовательно, она справедлива вообще для вся- 
каго значен1я п.

43) Дифференцируя последовательно Р  (ех), получаемъ 

=  ех Р  (ех) , =  ех Р' (ех) -н  е2Ж Р "  (ех) ,

=  ех Р '(ех) -н  Зе2Ж Р "(ех) -н  езж Р " (ьх) ,

и мы можемъ предположить, что

=  Сх ьх Р \ е х) -н  С2 е*х Г  (ьх) -4- Са езх Р "  (е*)н-...,

при чемъ коэффищенты С\, (72, С3 и т. д. не зависятъ, ни 
отъ х, ни отъ Р  (ех). Для того, чтобы ихъ определить, 
предположимъ

Р(ех) =  (1 —  I-*- Ьех)п,
тогда

,   ̂ Ап (1 — * -н  «е*)”  П  . . . X  /1  4- . 1 4(“) а Р  =  ЦИ6 ( 1 — 1 +  Ье, ) I

-н  С% е2Х п (п —  1) (1 —  I -н  1ьх)п~ 2 12 

-н  п  (м — 1) (» —  2) С3 еъх Iй [1 —  I -н  1ех]п~ 3- н ____

Сь другой же стороны

(1 — г -н  1ех)п =  (1 —  г )" -н (и \ (1 —  г)""1 е* г 

_4~ ( и )г  (1 —  г)п—2 егх г2 - н  —
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и значить

( »  **[1 а , Г <,‘ 1* =  (»), 1" (1 - ( ) * ■ '« *  «

-*-(»), 2" (1 —  2 е2Я! <2- н ____

Предполагая теперь для простоты х  =  0 ,  мы изъ 
сравнешя выраженш (а) и ((3), получаемъ

п Сг 1-+-п (п —  1) С212ч - п  (п —  1) (п  —  2) Са I3 -+-. . . .

=  ( « \  Г  (1 —  *)ге- г I ( п \  2" (1 —  Г)п~ г I* -4-. . . ,  

откуда

. п ^ и ( п —1) 0п

т. е.

С 1 = =  1 ;  п  ( И — 1) (72 =  — п  ( и — 1) Г - + - ^ р . 2 "

^  _ ( 2 ” — 2 .1 ”). „   [Зп — 3 .2 ” ч - 3 .1 ”]
2 1 .2  ’ з 1 .2 .3

и^вообще

г  __ !•" -  да, (* - 1)” ч- да2 (к -  2)”—..
А 1 .2 .3 . . . . п

Если мы теперь для сокращешя обозначимъ

(к)0 к* —  (к \  (к —  1)" ( к \  (к —  2)” - .  . .  .

черезъ Ед, то получимъ общую Формулу для п-ой произ
водной Р (ех) сл’Ьдукяцаго вида

=  Д  Р ' (е*)ч- §  Р " (е*)нн ез* у » ( е > _



44) Такъ какъ

то, полагая въ этой Формуле а =  1 , и. —  —  1, получаемъ 

** ( г ^ )  _  1 Г ^ _ _ нГ2« _ 2 1*) ( - * - ) '
Ахп 1 -+- ех  [_ 1 ч -ех  ' ’ ’ \1  ■+■ е*°)

—  (3П— 3 . 2" Н - 3 . 1") ( ^ ^ - Н  . . . . ] .

Полагая въ Формул  ̂ (а) а =  О, получаемъ

..П 77» .  ̂(Iх 1) 7? ,  ̂(И* 1) 0х 2) пт»
К 1.2 ---------П О   ^ 3 -» -------

Приравнивая теперь коэффищенты при одинаковыхъ 
степеняхъ р., получаемъ

В - 4  е ,  +  |  ж» - . . . . =  о,

VIII. 44 И 45. ----  188 —

Д ±!*>  — I
1 .2 .3 . ...га ’

т. е.

( п \ п п—  ( п \  (п — 1 Г н -(п )2 (»— 2)”— . . . .  = 1 . 2 .  3 . . . .  п.

« )  1 = ^ = о -•-*>■* о - * » 4 ,
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Применяя къ этому выраженш Формулу Лейбница,  
получаемъ, что

Ап+ ' у   1 .3  . ..(2 я  — 1) (1 — х)—п Г . ___ 1 1 — х
Дхпч~1 2” У х __ хг [_ 1 2 я  — 1 1 ч- ж

я (я — 1) ' 1 .3  / 1 — ж \2 /1  — ж'\те_1
_+" 1 .2  ' (2я — 1)(2я — 3) \1 ч - ж /------ ------------- \ 1 ч - ж / _ Г

46) Положимъ

(1) У =  :7 = 1 *VI — ж2

тогда
йп_|_1 агс зш ж   йп у

йж” -^1 1 х“ 2

Дифференцируя выражеше (1), последовательно полу-
I

чаемъ
(С)\   х
' ' Яг — 3 2

а х  ( 1  —  ж 2) 2

йг у    1 ч -  2ж2
Я т 2  5 1
ах (1 — ж2)2

йг у  9ж -+- 6ж3
ЯгЗ 2 2ах (1 — ж2)2

Я4 у  9 ч - 72ж2 ч- 24ж4

ах (1 — ж2)2

такъ что мы можемъ предположить, что

йпу   Рп(3)
ахП ( 1  _  ж2)И+2 ’



гдЬ Рп полиномъ п-ой степени четный или нечетный одно
временно съ п, въ которомъ коэФФищентъ при ж".будетъ 
1 . 2 . 3  п.

Для вычислешя остальныхъ коэ<ьФищентовъ многочлена 
Р п, мы поступаемъ сл’Ьдующимъ образомъ: изъ уравненш
(1) 41 (2) имгЬемъ

(1 —  Х' ) % — ХУ = : 0 '

Дифференцируя это равенство п  разъ по ФормулЬ Лейб
н и ц а , получаемъ

й” -*-1 у  /Г1 ч Ап у  2 Лп 1 у п
(1 х  ) Лхп-и ( 2 п н - 1 ) % -д~п п дхп- 1 0.

Заменяя же
йп_|_1 у  Лп у  йп 1 у
йж”-*-1 ’ аР* и ахп—1

соответствующими значешями, находимъ

^П-Ы  /Ом . 1 Ч от Р ________ м2 Р п—1   I

VIII. 46.   1 9 0  —

■ (2и -н  1) ж  т —  ---- * Ч - т  =  О,
(1 — ж2)и+2 (1 — ж2)” *"? "(1 -  ж2)”  2

ИЛИ

(4) Рн+ — (2п ч - 1) х Р -  п* (1 -  х 2) Р „_1 =  0. 

ДиФФеренцируя уравнеше (3), получаемъ

ау
ап~*~1 у   йж-  (1 — ж2) •+- ж (2» -н 1) Рп

ЛхП^ 1 (! — ж2)п+2 ( 1  —  ж 2)п + 2  ’
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т. е.
ОРп  _  Рп^ 1 - ( 2 п ч - 1 ) х Р п 
Ах 1 — хг ’

или, принимая во внимаше соотношеше (4), находимъ

(5) ^  =

Отсюда получаемъ

Ах2 Ах ’

или же, на основанш равенства (5), въ которомъ п  зам’Ь- 
няемъ черезъ п  —  1, находимъ

• (6) Щ  =  » • ( » - ! ) *

Теперь исключаемъ изъ уравнений (4), (5) и (6) Р и_  
и Р п_ г, тогда получаемъ

Р )  (1 =

Положимъ

р п =  А 0 х п ч -  А , яге~ 2+  Л2 жп- 4- н . . . .

Подставляя въ уравнеше (7) это выражеше для Рп, полу
чаемъ тождество

(1 —  х 2) [п (п —  1) А 0 Р 1-2-*- (и —  2) (п —  3) ^  ж"~4

-+-(«. —  4) (п — 5) А 2 хп~ {5н - . . . . ]

-* : ( 2 п -1 ) х [ п А 0 х п~ 1 -+- (п—2) 3 -ь (п—4) 4̂2 жп—5-н....]

—  п 3 [̂ 40ж" -I- А г х п~ г-+- А 2 х п~ 4 =  0.
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Приравнивая нулю коэФФ ищ енты  при различны хъ сте- 
пеняхъ х ,  находимъ

А __ »(» — !) л 0
1 1 . 2  2 ’

, п (п — 1) (п — 2) (и — 3) 1 .3  л
1 .2 .3 .4  2 .4  ° ’

Следовательно, получаемъ

1 агс з т  ж 1 Гт п . п(п — 1) 1 —2
X —гъ---гг-*'; з т  ж 1

1 . 2 . 3 . . . . »  —  (1 _ а.2)« + ^  I "  ' 1 2  2

и (и — 1)(п — 2)(» — 3) 1 .3  п— 4 
Н 1 .2 .3 .4  274 Х

47) Если въ Формуле Л ейбн иц а  

( т р  =  и * п)- 1-  ^-«' ^  м'Уй- 2)

заменимъ и черезъ ( 1 — г)" и V черезъ гп, то получимъ

*Ч<‘ =  1 . 2 . 3 . .  . . .  [(1  -  . ) • -  ф Г (1 -  * )" -»

изъ этой Формулы сл'бдуетъ

А (* ~  г2) _  1 _  о*
с/г — ’



2 ^ 2 = 3 . 2 . 1  [ ( 1 _ 2 г ) > - ^ ( 1 - 2 г )  ( » — * • ) ] ,  

^ ^  =  4 . 3 . 2 . 1  [ ( 1 - 2 г ) ‘ - 1 2 ( 1 - 2 * ) - ( « - * » )

ч - 1 2 2 2  (*_*>)>]

и по аналогш
*  V.

^ ^ = » ( » - 1 ) . . . , 3 .  2 . 1 [ ( 1 —2г)п—и- ^ ( 1 —2 < - 2( ^ 2) 

- ^ « ( п - щ и - а к я - з )  ^ _ 2^п-4  ^ _ ^ 2_ ____ ^

но, такъ какъ

лп ( ( 1 —  г)п  гп \  лп I (г —  г2)п \
й  \  йгп ) ~ а  \  йгп ) ’

ТО

(1 — 2я)п —  п (п —  1) (1 — 2г)п~ 2 (г —  г2)

, ^  « ( п - 1 ) (» - „ 2 )  ("  -  3) ( 1  _  2 л ) п - 4  {й _  г у  _

=  (1 —  г )п-  ( у ) 2(1 —  г )п~ 1 г ч -  ( ^ = ^ ( 1  —  г )п~ 2г 2— .... 

Если теперь положимъ
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то
13



, 9 X1 — г =  соз 

1 —  2г =  соз ж,
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Следовательно

СО&ПХ — П^-~— соз” ”2Ж 51113ЖН-П С0з"” 4Ж ЗШ4Ж—.... 2 . 2  2 . 2 . 4 . 4

г
2П X (  п \2 2П-2  х  • ъ х  /л (п —1)\2 2П-4 ® • 4 X=  С08 а ~ ( т )  С08 1 ш 1 + (  и )  С08 Т ш п

т. е. тождество доказано.

4 8 )  У =  ^ - х , 

или
х  =  {ех — 1 ) у ,

откуда
(1) 1 =  ех у-+-(ех — 1) у \

(2) 0 =  ех у ч - 2 е х у ' + ( е х — 1)у" ,

О =  е* у -+- Зех у  +  Ъех у"-*- (ех —  1). у"',

О =  ех у  и - ( п \  ех у ' ч -  {п \  ех у ’- н  -+- (ех — 1) у {п).

П р и  ж =  0  первое уравнеш е обращ ается въ тождество 
и изъ  (2) находимъ у '0.
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Зам'Ьтимъ далее, что, начиная со второй, производима 

функщй е% х~-х будутъ одинаковы съ производными функцш

- + - у , которая Функщя четная и у которой, следова

тельно, вей производныя нечетнаго порядка обращаются 
въ нуль при х  =  0.

Итакъ, въ нашемъ примере мы имйемъ

ПГ У (2 п — 1)

У о > У о > ------- У о суть нули.

После этихъ сокращенш мы замечаемъ, что два смеж- 
ныхъ уравненш, напр, второе и третье, должны быть тож
дественными.

Такимъ образомъ предъидушдя уравнешя разделяются 
на две системы, определяющая те же неизвестныя.

Два первыхъ уравнения при х  =  0 даютъ 

У о == 1 и У о == 2 *

Последующая уравнешя разделяются на следуюнця две 
системы

\  =  (3 )2 Уо',

, ач Т  =  (5 )2 Уо’-*~ ( 5 \  У о \

=(2м—1 )31/0,,-+-(2 и— 1)4«/017н-....-н(2 п— 1 )2П_2 у^2П~2̂

13*
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И

(4)

1 =  (4)а Уо', 

2 =  (6)2 У,-'-*- (6)4 у01\

—  196 —

, IV (2и — 1 = (2 * ^ ! 10"-* -(2 »)4

Если иоложимъ

то полученный при этомъ обозначенш числа 2?15 5 2, . . 
суть Берпулл1евы числа, и значешя ихъ будутъ

77 __  _1_ тз   73 _________  _1_ 73____ _________  73 _________
1 6 > 3 30’ 5 42 ’ • 30 ’ 9“  66’ ■ ■ ' ■

49) Предложенный рядъ сходящшся при х  <  1. 

Беремъ сначала р  =  1 и обозначаемъ сумму ряда 

х -I- 2ж2 н -  Зж8 -+ -.. . .

черезъ х у ,  тогда

у  =  1 -+- 2х  -+- Зж2 -+- 4ж3 - I - . . . . ,

1 -+- 2ж -+- Зж2 - + - . . . .
но

есть производная отъ

1 —  ж

при ж <  1.



Итакъ

Взявъ р  посл-Ьдовательныхъ производныхъ отъ —— .1 — х 1
получаемъ:

1 .2  -+- 2 . Зх  -+- 3 . 4х2 -+-__ =

1 . 2 . 3 . . . . ^ - ь 2 . 3 . . . . ( ] ) - 1 - 1 ) а : - | - ____

= ( г Ь Г -
Помножая теперь обе части этого равенства на х р, на- 

ходимъ, что

1 . 2 .  ч -  2 . З....(рч-  1) ( Г +  .... =

X .

16) Изъ уравнешя

{ (х , 2/, * ,.......... *,**) =  О
имеемъ

/ у  О- г94 *И-+-д1 дЛ  п.
да Эм да ’ ^ )  ЭР ди д |3—  ’

/ о \  Э2 /- Э2/  Эм Э2 ^ ди  Э2/  Эм Эм Э/ Э2 м ___  „
 ̂ '  да дЗ да дм дЗ дм дЗ да ~+~ дм2 да дЗ ди да дЗ *
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Изъ уравнешя (3), принимая во внимаше уравнешя (1) 
и (2), получаемъ

/д П з  д^_и _ _  дЧ _ дГ_ д_Г_ Р ]_ д ]_ д 1 _ ___ д_Ч V  д_Г_  д*Г дГ
\дм /  дадр да дм др ди +  дмдр да ди ди2 да др дадр ди

дГ д*Г д/'

д1
да

дР дмдр др

д1 д2 ( д/̂
ди ди2 ди

д2 /
дадр

дг {

0 й / уV да ди

д / д2 Г д2 Г
дР дадр дрдм

д / д2 / д2 У
дм денди дм2

XI.
27) Изъ соотношенш

О) Х  =  |  =  ?(*), 7 = х % - *  =  +(* )

мы получаемъ, что

О Т
а х '

Ф'(«0.
<р'(ж) '

. ®2Г _
у" х.

при чемъ мы все время предполагаемъ у  не равной нулю 
тождественно.



XI. 2 7 .

Отсюда видно, что, если лишя не была прямою на плос
кости х у , то она, посредствомъ соотношепш (1) преобра
зовывается на плоскости Х Е в ъ  линш, которая также не 
будетъ прямою и между двумя этими кривыми существуютъ 
сл’Ьдуюнця взаимныя соотношения:

Если

Х  =  — V — г — уАх’’ Ах У ’
то (2)

х  —  у  х  ^  Vх  ~  а х ’ У —  А ах *■

Легко заметить, что ур. (2) выражаютъ, что кривыя 
у  =  {(х) и У — Р  (X)  суть взаимныя поляры по отношенш 
къ параболе

X2у =  т-
Действительно, ур. поляры точки (х , у) будетъ

(3) х Х - у - У =  О, 

где X  и У  суть переменныя координаты.

Изъ ур. (3) мы получаемъ

(4) 5 = *  и (5) |  =  Х

Такъ что, решая ур. (3), (4) и (5) по отношение къ X  и У. 
получаемъ

X  У̂. V  /г
Ах ’ Ах У'
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Двумъ касающимся кривымъ на плоскости ху  соотв&т- 
ствуютъ дв'Ь касаюшдяся кривыя на плоскости Х У .

Преобразоваже (1), (которое есть преобразоваше Л е 
жандра для случая двухъ перем'Ьнныхъ х  и у) есть пред
ставитель на плоскости преобразованы называемыхъ Со- 
Фусомъ Ли «касательными преобразованиями» *).

Обозначая последовательный производныя У  ( X ) , со
ответственно черезъ У', У", У " \  находимъ

й2 у   Л Х   1   1
Лх2 Лх Л2 У У "  ’

ОХ2

лз у  а х аз у
Л3 у  _ а х 3 ах а х з 1[,,г
Лх3 /а2х у  — м 2у \ 3 — ~  уТТз

1а х 2 ) [ а х 2

и предложенное выражеше преобразуется въ следующее 

Г " =  А  ( У )  У "2 ч- [В ( У )  Х ч - С ( У )  ( Х У —  Г )] Г"3.

XIII.

1) х т -ь-тж-+~А —  /'(ж),

тхт~~1 н -  т —  С'(х) —  т (хт~ 1 ч -  1).

*) ЗорЬиз Ы е. «веоте1пе (1ег ВегйЪгипдз^гапв&гтайопеп». Кар. 1, 
8. 24 и. Кар. 2, 8. 56.
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/■' (ж) всегда >  0 , следовательно /' (ж) все время возра
стаешь съ возрасташемъ ж; при ж =  0 , (  (0) =  X >  О, 
итакъ {  (ж) не имеетъ вещественныхъ положительныхъ 
корней.

Если т  четное и л >  т  —  1, то нЕгъ д'Ьйствительныхъ 
корней.

3) ж -+- сов ж —  а =  [ (х ) ,

( '  (ж) всегда положительна, а такъ какъ, при ж =  О, 
(  (0) =  1 —  а, то, если а <  1, ?{х) совс^мъ не имеетъ по
ложительныхъ вещественныхъ корней, если-же 1, то 
/■ (ж) имеетъ одинъ положительный корень.

4) 4ж -н 2 зш 2ж —  тс =  /■ (ж).

Такъ какъ производная этой Функцш всегда положи
тельна, и такъ какъ

то, следовательно, { (ж) имеетъ единственный положительный 
корень, заключенный между

1 — зш ж =  / ‘'(ж).

5) Такъ какъ предложенное выражеше имТетъ производ
ную положительную для всехъ положительныхъ значенш ж,
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и при х  =  0  —  отрицательно, а при х  =  1 положительно, 
то, следовательно, одинъ корень уравнешя хех — 2 =  0 
лежитъ между 0 и 1.

6) у =  х  —  соз х ,  ......................(1)

у '—  1 -+- 81П х,

« / >  0 для всбхъ значенш х  между 0 и Следовательно,

при изменеши х  отъ 0 д оу ,? /-—возрастаетъ, но при ж=0,  

у  <  0. Следовательно, одинъ корень уравнешя (1) лежитъ 

между О и } .

7) Уравнеше <дп =  0 имеетъ все корни вещественные. 

Действительно, Функщя — !  ̂ обращается въ нуль при

х  =  —  оо и при х  —  -+- оо, для всбхъ же остальныхъ зпа- 
чешй х  Функщя эта остается конечною и непрерывною;

ея производная — - 1—  обращается въ нуль при х  =  0.
(1 -I- хг)5

Далее, выражеше — ——т обращается въ нуль при
(1

х  =  —  оо, ж =  О, ж =  +  оо и остается конечнымъ и 
непрерывнымъ, следовательно производная этого выраже- 
шя должна обращаться въ нуль по крайней мере для двухъ 
значенш х  =  [3 и х  =  у, при чемъ (3 лежитъ между — оо и 
О, а у между 0 и +  оо.

Производная эта будетъ — ы следовательно урав-
(1 -Н Ж*)*

неше $ 2 =  0 , которое 2-ой степени, имеетъ два веществен-
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ныхъ корня [3 и у. Продолжая далее те же разсуждешя, 
докажемъ вещественность всехъ п  корней уравнешя (^п— 0.

8) Это очень просто следуешь изъ теоремы Ролля. Дей

ствительно, Функщя у  =  ё ~ х% обращается въ нуль при 
х  =  —  сю и ж =  - + - с ю ,  между этими же пределами она 
непрерывная Функщя ж, следовательно ея производная 
должна по крайней мере одинъ разъ обратиться въ нуль, 
когда ж изменяется отъ —  сю до -+- сю.  Значегйе ж, обра
щающее эту производную въ нуль, есть х —  0, т. е. 17, =  О 
при ж =  0. Мы замечаемъ, что производная обращается 
въ нуль при ж =  —  с ю ,  ж =  0 и ж  =  + о о ,  между .этими 
пределами она непрерывная Функщя отъ ж, следовательно 

ея производная, т. е. е ~ я:'~ С7а, должна, по крайней мере 
для двухъ значешй ж: [3 и у обращаться въ нуль, при чемъ 
[3заключается между —  сю и 0, а у между О и + с ю ;  (Зиу, 
следовательно, суть корни уравнешя 772 =  0 , которое вто
рой степени. Темъ-же способомъ доказали бы, что Функщя 

е ~ ‘*2 772, обращающаяся въ нуль при ж == —  сю,  ж =  (3, 

х  =  ч  иж =  +  с о , имеетъ производную е ~ 773, у кото
рой три корня 8, с, 1-, должны быть таковы, что 8 лежитъ 
между —  сю и р, е между [3 и у и !■ между у и -+- оо. 
Уравнеше С73 =  О третьей степени и имеетъ следова
тельно все корни вещественные.

Совершенно шймъ же способомъ доказывается, что и все 
корни уравнешя 17п =  0 вещественны.

9) г / ' = е ж (ж —  1 ) - Ы ,
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у е х ж >  0 для вс'Ьхъ положительныхъ значенш ж и такъ 
какъ при х  —  0 , у  —  0 , то у '  возрастаетъ и у  остается 
иоложительнымъ для всЬхъ положительныхъ значенш х.

г  2с2
10 ) у  =  -57----- . <  0 при х  и с положительныхъ сл4-

ОС (С I Ж)

довательно у  убываетъ при возрастанш х  и возрастаетъ 
при убываши х.

П )  у ’= е ^ ^ { 2  „  ^ ( с . 2 * >  [ К 4 - .] }

_ _  /_ * _ \^ * *  Г2 !„ . с(с +  2хЛ
\с  -+- х )  |_ °  с ->-х х (еч -х )

Такъ какъ у ' —  0 при х  =  оо,  то при ж и с положи
тельныхъ у'  >  0 ; следовательно у  возрастаетъ съ возра- 
сташемъ х. (Смотри № 10 ).

12) / ‘(ж) —  Ъх — 54ж -I- 135,

Г(ж) =  За!1§ 3 —  54.

Логариомъ взятъ при основанш е, тогда 1§ 3 <  2 и ( '  (ж) 

наверно <  0 при Зж<  т. е. при ж<^ 3 .

Следовательно /(ж) убываетъ при измененш ж отъ —  оо  
до х —  3. При ж =  4, / ‘'(ж) > 0 , ’следовательно {{х) возра
стаетъ отъ ж =  4 до ж =  -+- оо.

Итакъ, / ‘ (ж) не имеетъ корней, ни между значешями 
х  =  —  со  и 3, ни между значешями ж — 4 и ж =  -н  оо,
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а такъ какъ ({х) =  0 при ж =  3 и ж =  4, и при томъ на 
промежутка отъ х  =  3 до х  =  4 производная обращается 
въ нуль только одинъ разъ, то следовательно { (х) имеетъ 
только два корня х  =  3 и х  —  4.

13) Точки пересечения кривой

, 13ж3 -н3ж ,
У = - а г с 4 8 *  —   (“)

съ осью ж будутъ искомыми корнями нредложеннаго урав
нешя.

Такъ какъ уравнеше (а) не изменяется при замене ж 
на — ж и у  на — у , и такъ какъ при ж =  0, у =  0, то 
значитъ каждому положительному значенш координаты точки 
пересечешя кривой (а) съ осью ж, будетъ соответствовать 
равное ему отрицательное значеше.

Приж =  -+ -оо , у  =  у . Для того, чтобы судить объ 

изменешяхъ у, определяемъ

Получаемъ
Л у   16а:4 (Зж2 1) (ж2 — 1)
Ах (1 -н ж2) (Зж4 -+- 14ж -»- З)2’

откуда видно, что ^  будетъ положительною для значенш

ж болынихъ единицы; а такъ какъ, при ж =  0, у —  О, то 
мы заключаемъ, что, для всехъ значенш ж <  1, у  будетъ 
отрицательнымъ и, для всехъ значенш ж отъ 1 до -+- о о ,
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у  будетъ положительнымъ. Итакъ, существуетъ положи
тельный корень, заключенный между -+-1 и -+- оо.

Полагая х  =  1, получаемъ

п 4 ^ п 
=  °-

При х  =  У  3 ,
тс 7УТ . А

У =  Т  12 >

Следовательно положительный корень ж0 правой части 

ур. (а) лежитъ между 1 и У  3 . Итакъ предложенное въ за
даче уравнеше имеетъ три вещественныхъ корня 0, -+-х0
и — х0.

14) у ' = г - * - х 2 (ех н - е —х), где черезъ г  обозначено вы- 
ражеше 2х (ех —  е ~ х);

/ =  2 [ и ч - х  ( / + Г Ж)],
где

и ' =  ех -+- е х положительна для всехъ значенш х.

Следовательно я >  0 и г / >  0. Но такъ какъ, при х  —  0, 
у  =  0, то значить у  >  0 для всехъ положительныхъ зна
ченш X.

Полагая теперь х  отрицательнымъ, получимъ 

у  =  х \ ( е - х - е*),
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и такъ какъ

(е“ ж —  с* / =  — е- * —  е* <  0,

то, следовательно, для всехъ отриЦательныхъ значенш ж, у  
будетъ отрицательными

15) Это следуетъ изъ того, что ~х всегда <  0; у  непре

рывно убываетъ при измененш х  отъ 0 до у ,  и такъ какъ, 

при х  =  0, у  =  0, то, следовательно, на всемъ промежутке 

отъ ж =  0 до х =  у  отрицателенъ, т. е.

х  <  у  ^ х ~*~ ■§

16) Разсмотримъ Функщю

.X УхЪ-1
(1) У = х  +  У х2 — 1

При
х =  1, у  —  1;

X =  -+- оо, у  == -+- оо.

Далее, изъ уравнешя (1) имеемъ

у  —  х У х 2— 1 — 1§[ж-+-Уж2— 1],

-1 ^  =  2 У х 2—  1,у  ах

^  всегда положительна; следовательно, когда ж изменяется

отъ -ч- 1 до -+- оо, у  постоянно возрастаетъ отъ 1 до -+- оо. 
Итакъ, уравнеше (1)можетъ иметь корень и при томъодинъ,
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если только т  >  1; если же т  меньше единицы, то урав- 
неше не имеетъ корня.

17) у  —  2ж вш 2х*—  ^  0, следовательно у  все
X 7Гвремя возрастаетъ; при х  =  0 , у  <  0 , при +

у  >  0. Итакъ, у  имеетъ одинъ положительный корень, ле

жат,ш между 0 и у  -+-

18) Разсмотримъ выражеше

/ ,  ч зт (ж  — а)
(!)  У =  “ 1ь ?Т --

Мы имеемъ, что

А у  соз х  соз (х  — а) х  — 4 (х — а)]
Ах 8Ш5 х

Определимъ теперь корни уравнешя

х  —  4 (ж —  а) =  0 ,
т. е.

(2) х  а —  3 х  -+- 4 а — 0 .

Получаемъ
+„  „ 3 ±  У9 — 16 1§2 а
хё х  2 18 а

При 1 § а >  положительна для значенш ж, заклю-

ченныхъ между 0 и тг; итакъ, въ этомъ случае у  безпре- 
рывно возрастаетъ отъ — оо до -+- оо при измененш х  
отъ 0 до тг и уравнеше (1) имеетъ корень и при томъ одинъ.

Предположимъ теперь, что % а <  -^, и обозначимъчерезъ



XIII. 18 И 19.

I# х  и % х" корни уравнешя (2), которые будутъ действи
тельными и положительными. Когда х  изменяется отъ 0 до 
х ,  у  возрастаетъ отъ — оо до некотораго тахш ш т’а у г; 
затемъ у  убываетъ до некотораго шнптшп’а у 2 >• 0, ко
тораго онъ достигаетъ при ж =  а/'; наконецъ, когда х  из
меняется отъ х  до и, то у  возрастаетъ отъ у2 до -н  оо.

Итакъ, если т меньше у2, то уравнеше (1) имеетъ
единственный корень между 0 и и; при т  заключенномъ
между у и у 1 уравнеше (1) имеетъ три корня и если т > у 1: 
то только одинъ.

19) Если разсмотримъ выражеше и —  X х , то

2. ^ _ 2 _  (1___1Д.Д.Ч
и  У х  х 2 ^ '

и и  возрастаетъ, пока х  <  е, и начинаетъ убывать, когда 
х  >  е.

Следовательно, при а > Ъ ,  мы имеемъ

_1_ _1_
а а >  &6 при а и Ъ <  е,

2_ 2_
а “ < 6 ь при а и Ъ >  е, 

т. е. неравенства (1) и (2) доказаны.

Далее, если а >  е, Ъ <  е, то

_1_ _1_ 
а а можетъ быть, или больше, или меньше Ъь .

14



XIII. 20 И 21. 210 —

20) Если мы составимъ выражеше

({х) ?(*) ф(ж)

т ?(«) ф(й) =  Т (х ) ,

т ? Ф) ф(Ь)

то Т  (х ) обращается въ нуль при х  =  а и при х  =  Ъ, сле
довательно, по теореме Рол ля, Т '  (жх) =  0 , где ж1 значе
ше, заключенное между х  —  а и х  —  Ъ, т. е.

=  0.

г ю •УК)

/ » ? (в) Ф (в)

ГФ) ? ф) Ф Ф)

®1» ж2, ж3, . . . ■Хп
21) Пусть

будутъ все корни уравнешя (Ъ) и пусть 

х х <  ж2 <  хп.
Имеемъ

Ш - =  А -Р(х)

к =2 л
_ \ ?  Пч)  1

Р'^к) Х — Хк'
1 =  1

где А  число постоянное отличное отъ нуля, если степень 
функцш { (х ) равна п  и равное нулю, если степень эта равна 
п  — 1. Беря производныя отъ обеихъ частей предыдущаго 
равенства, находимъ следующее равенство

х Г ( х ) Г ( х ) - Г ( х ) Г ( х )
1 [^М]2

4= 1
Е'(хк) [х — хк)г '



—  211 — XIII. 21. XIV. 9 И 10.

Легко доказать, что все чпсла

й)
( («О /(Х2) Г (хп)

Р ' ( х  1 ) ’  Г ' ( х 2) 1 -------------Г ' { Х П )

одного знака. Въ самомъ д'Ьл’Ь, беря два смежныхъ изъ 
нихъ

/>*) _ / {*к-4-1)
Т '{ х к) И Г ' (хк+ х)

и замечая, что на основанш посл’Ьдняго условия теоремы 
{ (хк) и { числа разныхъ знаковъ, и что на основанш 
теоремы Рол ля Р ' (хк) и Р ' ( х к+1) числа также разныхъ

знаковъ, мы замРчаемъ, что число одного знака
1 (хк)СЪ ЧИСЛОМЪ р г ( х ку

Следовательно, все числа (й) имеютъ одинаковый знакъ

съ числомъ а потому правая часть равенства (с) ни

для какихъ конечныхъ вещественныхъ значенш ж въ 0 не 
обращается. Принимая же во внимаше, что ни одинъ изъ 
корней уравнешя (Ь) не обращаетъ въ 0 Функщй

Г ' ( х ) Р ( х ) - Р ' { х ) Г { х ) ,

мы приходимъ къ заключенш, что высказанное нами пред- 
ложеше доказано вполне.

XIV.
9) 8 т ш = 8 т  [ ж + ( т — 1) х\  и раскладываемъ по сте- 

пенямъ (т —  1) х.

10) соз т х —  соз [х -+- (т —  1) ж].
14*



11) По Формуле Тэйлора имеемъ

\Е 1в* =  “ аогЬ )*.

где 0 <  в  <  1.

Заменяя въ этомъ равенстве п  последовательно черезъ

п н - 1, п +  2 ,  й +  ш  —  1 , . . . . ,  пт

находимъ

(ю-+-1) 1§м =  — 2(и-+-б)2’

(п н -  2) ( п н - 1) =  ! 2 (ян- 1 б,)2’

XIV. 11. ----  212 —

1§ ( п н - ( п  — 1 ) н - 1 )  — 1§ (я +  ( я - 2 ) +  1) =  2 ^ 1

1
2 (2п — 1 -н 0„ х)2 7

\§ Зп — (Зп — 1) =  з ^ Г1 2(3п — 1н-62П_ 1)2’

(тп  н - 1) — 1§ тп —  —' тп 2 (т п -4 -0 (т _ 1)п)2 »

где в г , б2, . . . . в (т_ 1)п суть правильный дроби.



Складывая почленно полученныя выражешя, им'Ьемъ

18 И  +  1) — 1 ^  =  1  +  ^  +  . . . .  +  ^

  213  —  XIV. 11 И 12.

Ъ- . . . .2га ■+-1 ’ тп
_1__  _1______1_ Г 1______
I — 1 тп 2 1_(п +  0)2

1 ' 1 ~|
+  ( я + 1 - | -  0!)2 ' ■ ' * (тп -+- в(ж _ !)  п) ^  ’

ИЛИ

Иш Г1е = 1 § ш  =  И т  Г - н — - 1
1_ 5  И ^ П—СО С ” п_н1 тп-1 п=со

такъ какъ

1 1 1 ^ 1 1 
(га-|-0)2~,_ (га-1-1 -»-01)2~+~""~4-(ш»-+-0(т _ 1) п)2 га2 (га-н1)2

1 гаги
(гагга)2 га2 ’

а
Н т (™ )  =  0.

\ « 2 /п = с о

12) Разсмотримъ

(1) х п^  =  х п е ^ х =  х п [ 1 - н « 1 в а я - ^ ^ н - . . . .

, а” Х)П _4_
1 .2 .3 . ...га ' ’ *

При этомъ разложеми мы получаемъ, что коэФФИщентъ
при а” равенъ

х п (1§ х)п 
1 .2 .3  га•



Поэтому, очевидно, что при разложенш

ап хп+ л
Ахп

коэффищентомъ при а" будетъ

1 <1п хп (1§ х)п
1 .2 . . .  п й хп

Но

XIV. 12. —  2 1 4  ---

а п  ~ п -+-а

( 2 ) Ахп = х  (а  1) ( « - * -  2 )  ( а - н и ) ,

при чемъ последнее выражеше равно произведению ряда 

х а —  е 1?ж =  ! -н  а ж -н ^  (1§ ж)2 -н  (1§ ж)3- н . .

1 . 2 . . . . )

на многочленъ

(1§ ж)п - н -------

( ж + 1 )  (а -н  2) (а -н  3).  . . . (а -н  п) — а" -н  5) а" 1 

- н # 2 а"~2- н ____ н - 5 я,

где 8р есть сумма произведешь изъ п  натуральныхъ чи- 
селъ взятыхъ по р .  Легко заметить, что коэФФИщентъ при 
а" въ выраженш (2) будетъ

1  - 4 - 5 , Д  П я Ч ’ - ^ г х з П я

- * - Г 5 7 Ь а в * Г .



который и выражаетъ

ап хп (1» х)п 
Ахп

13) На основанш ряда Тэйлора мы имйемъ

с(хч- к)2  ъ йу Ъ? А2 у Ьп Ап у
У дх 1.2 дх2 * 1 .2.. .  п дх11

  сх2 2схЪ Сск2— а • а • 6/ ^
V СХ2гдъ у  =  е , но

2схП=  х 2 скх  (2е _̂* _____ _

е** —  1 -+- ск2 -н  ^  й4 н-  . . . .

П еремножая почленно эти два равенства, получаемъ, 
что коэФФищентомъ при 1гп будетъ

Х.2 . . . .П  [ с" ( 2ж) " -+ -п ( п —  1) сп~ 1 (2х')п~ г

Н , ^ - 1) ^ ..- - 2) ^ - 3) сП - г (2ж ) П- *  . . . . ] 5

откуда получаемъ, что

0  =  ^ = 0 “ ’ [с* (2* )" ч -»  ( » -  1) с”- ( 2 * Г "

_1_ — !)(«■— 2) (от — 3) сп—2

соз х 2 ч - г  зш х 2 =  е!х2,

  2 1 5  ---  XIV. 12—14.

14) Такъ какъ



ТО

(1) * )* -« —  » ( „ - ! , ( 2 « Г

XIV. 14. —  216 ---

•п— 2 га (п — 1) (га — 2) (га — 3) ,  0  ̂ га—« 
"*"* Ь2

Принимая во внимайе, что

мы можемъ вторую часть равенства (1) переписать сл’Ьдую- 
щимъ образомъ

(2*Г ( „ -  1) (2 .)—  (*М-! Г * ) + ...........

откуда получаемъ, что

й п  с о з  ж 2

йж” =  (2ж)" СОЗ Ж̂2 -+- ^

-+- п (п —  1) (2ж)" 2 соз ^ж2 н -  тт̂  

(2ж)п~ 4 соз [ х 2 +  ^  и ] ■

ЙП 310 ж2
Лхп =  (2ж)” 81П Ж̂2 -+-

+  « ( « -  1) (2ж)П_2 81П (ж2 - 4 - ^  * )

Н- ̂ - Щ п - 2Нп-В)  (2ж)„_ 4 +  +

/



2 1 7  -----  XV. 2 И 3 .

XV.
2) Полагая

а =  г соз 9 , Ъ =  г  зныр,
получаемъ

г'З Ж3
еахсоз Ъ х =  1 -+-гх соз с р - I - у у  соз 2 ^ - н  уудСОЗ 3<р-н....

-+- 1Л* < ^  еЬах соз [вЪх -+■ иф] .

Легко заметить, что

Ит [гЛТЛЛ, е™  008 (% + й ? ) ]л = т =  °-

3) Признакъ Раабе  состоитъ, какъ известно, въ следую- 
щемъ: рядъ

-Ь  ^  “Х~ ̂ 3 • • • • “Ь д. ■+“ . • • • ^

члены котораго все положительны, будетъ расходящимся, 
если при

1 •+- а

Нт (жа)а.=0О меньше единицы. 

Для даннаго примера имеемъ

Г \%х__~[№__  1
|_1§ (1 -н  а;) Д 1 -+- а  »



откуда

XV. 3 И 4. —  2 18

П в (И -*Л »_
18* Д

,  , ’ 8 ( 1 н 4 )
\%х

Обозначая ^  черезъ ?/, мы, по теорем’Ь Маклорена,  

им’&емъ

к  ( 1 - н г )  =  1§ ( ! -+-у) =  6/у ,

останавливаясь на второмъ член'Ь разложешя.

Итакъ,

1 +  а =  \ 1 ]§ X х )%х  1 .2  х2(\%х)2

откуда
пв п(п — 1) 92XX =  ,------1 \  „ ’ —т--  ̂-+-\% х  1 .2  ж(1§а:)2

И

Пт М * =оо= 0 ,

т. е. предложенный рядъ расходящшся при всякомъ зна
ченш показателя п.

4) Какъ известно

=  ........



(1 -+-ж)-1  =  1 —  х ч - х 2 —  ж3 н - . . . . ,

—  2 1 9  —  XV. 4 и 6.

такъ какъ оба эти ряда для значенш ж, удовлетворяющихъ 
неравенству —  1 <  х  <  1, абсолютно сходящееся, то, 
применяя къ нему теорему объ умножении рядовъ, полу
чаемъ

Ч Й *  =  . - (

6) у  —  з т  (т агс вёп х)', 

легко доказать, что

(1 — х 2) у"— х у ' ч - т 2 у  =  0.

Взявъ п-ую производную этого выраженёя по Формул!» 
Л ейбница, получаемъ

(1 —  х 2) у ,п^ 2) —  х  { 2 п ч - \ )  у п~*~1) —  (п2 —  т2) е/(п) =  0.

Полагая въ этомъ выражении х  =  0 и обозначая соот- 
вТтствуюшдя этому значению х  выраженёя у , у', у ", . . . .  у  п) 
черезъ у0*Уо, У0",- ■ ■ УоП\  ыаходимъ

Уо̂ — (п2— т2) у ™  =  0 ,

откуда, такъ какъ

у0=  0 и у0' = т ,
ТО

" А
Уо = 0 ,



X V . б  И 7.

И

У о "=  (1 — т*) да,

У<Г =  0 , у,? —  (9 —  да2) (1 —  да2) да, 

и т. д.

У{2ПЧ~ 1) =  да (1 —  да2) (9 —  да2)  [(2п —  I)2 —  да2) ] .

Следовательно, на основанш Формулы Маклорена, мы 
получаемъ

вш (да агс зшж) =  т х  -+- н -1.^.0 1 2.о.4.о

пг (1 — т2) (9 — т 2)  [(2и — 1)2  — то2] *пн- 1

1 .2 . . .  .(2и -+-1) Ж

При агс зш ж =  и  получимъ 

в ш м = * Ят « ~ 2 1 Ь р  з т 5м - я . . . .

Полагая, что т  стремится къ нулю, мы можемъ 
з т  (да агс зш х ) принять равнымъ да агс з т  х, тогда по
лучаемъ

о т  0 1 Т 1 ГУ  _____  ГУ  I  I 1 . 3  * 5  .  1 . 3 . 5  X 7  _агс 8 1 П X X — ^ 2 ^  2~4 ~б Ш  ’ У  ------

7) у  =  соз (да агс соз х ) ; 

следовательно

(1 — ж2) у" —  х у ' -+- да2 у  =  0.



Взявъ п -ую производную отъ этого выражешя по Фор
муле Лейбница, получаемъ

(1 —  х2) у (п̂ ] —  (2п -+-1) жг/(п_Н1) —  (п2 —  т 2) «/(п) =  0. 

При х  —  0 им'Ьемъ

у &+2) =  (и2 _  2/о(«).

^0=  Уо' =  °»

  221 —  XV. 7—9.

такъ какъ

то
о

2/0 =  —  т2,

Уо = ° >  

у01У —  —  (4 —  т2) т 2

и т. д.

Следовательно

СОЗ ( т  агс С0СЖ1~1 ( 1 6 - т 2) ( 4 - т > 2 6_со8 ( т а 1ссов ж;—I 1<2 1 .2 .3 .4 1 .2 .3 .4 .5 .6

Полагая агс соз х  =  и, получимъ

, т 2соа2и (4—т2)т2 , (16—т 2)(4—т2)т2 а
СОЗти — 1 ----- 0 ----- \ ,2 .3 .4  008 м~~ 1.2.3.4.5 6 соз м ...

8) 1 8 ^ т = 1 « ( 1 ^ ^ ) .

9) у  —  (агс зш ж)2;



следовательно

(1 — ж2) у — х у '— 2 = 0 .

Дифференцируя п разъ это выражеше по Формуле 
Лейбница, получаемъ

(1 —  х2) /*~Н2) —  ( 2 п н -  1 ) х у {пЧг1) —  и2 у {п) =  0 .

При х  =  0 имеютъ место следующая равенства

Уо =  0 ,  Уо =  0 ,  у ” =  2,

У о "  —  0> Уо1У =  4 .  2 ,  Уо =  О,

У о 1 =  42. 22. 2, .  . . .

?/0(2П) =  ( 2 п - 2 ) \ (-2П~ 2) ==(2м—2)а(2п—4)2____ 62. 4 2. 2 2. 2.

Следовательно

<ПГС 4111 Г » 2 —  —  2 - 4 - 6  ^ 8
(а гс  Ж) 1 3 2 3 .6  3 3 .5 .7  4 * - ’ *

2 4 .6 , . .  ,(2п — 2) я*"
~Н 3 .5 .7 . . . . ( 2 п  — 1) я “•“ • • • •

1   а агс 8*п •с *
ах ае VI — х2 ’

где «/ =  еаагс81пж 

и мы получаемъ, что

( х) (1 - ^ ш ~ х ^ — а 2 у = ° -

XV. 9 И 10. —  2 2 2  ----



XV. 10.

Применяя къ ур. (1) Формулу Лейбница, получаемъ

С1 — ■*2) 2 ^ ~  (2п Х) ж 5 ^  —  №  +  а' ) &  =  0 ’
■

откуда, при х —  О, находимъ

Такъ какъ у0 =  1,

то мы получаемъ

( а ? ) .3 *1 “>

Следовательно

. а  агс а т *  1 «2а:2 а (а 2 -4-1) 8 2 (а2н-2 )̂ 4> — 1-НЙЖН- — -Н 1 2 3  ж + «  1 2 .3 .4х

. а (а2 -+-1) (а2 З2)
4 1.2.3.4.5 Х '

Съ другой стороны мы знаемъ, что

е “ агс 8ша: =  1 и -  а агс з т х  -+- ^  (агс зтж )2 ■+-.



Приравнивая коэффициенты при одинаковыхъ степеняхъ 
у а, получаемъ

1 . 8  *

м ®и п * =  * +  Ш  +  ш  ж5-*- ■ .. •
и

22.42.62 о
3 .4  3 .4 .5 .6  3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8(агс вш х )2 =  ж2 -+- ^  ж4 -+- я6

11) Дано
у 3 —  у-*~х =  О,

откуда
(3«/2—  1) / - 4 - 1 = 0 ,

% «/'2- + - ( 3 / —  1) у" —  0 ,  

6 у 2- * - 1 8 у у ' у ' - + - ( З у 2 —  1) у"'— 0 ,  

З б / У ' - н  18у у"2 24«/ /  /"  -+- ( 3 / — 1) / у =  0.

При ж =  0 им-Ьемъ

1) ж =  0 , 2) ж =  0 , 3) ж =  0 ,

*/ =  0; у =  1; «/ =  —  1.

Итакъ получаемъ сл’Ьдуюпця три разложешя:



XVI. 8 И 28.

8) Къ данному примеру правило ГН озрПаГя не при
менимо, потому что

XVI.

и при повторенш прим^немя этого правила мы всегда бу- 

демъ получать Полагая же х  =  у ,  получимъ оо или О, 

смотря потому, будетъ ли х  стремиться къ нулю возрастая 
отъ отрицательныхъ значенш или убывая отъ положи
тельныхъ.

28) Въ данномъ случае

Нт  =  Нт [~1 -+- =  1
1_ х ^x=со  I- х -1а:=со

и для даннаго примера нельзя применять правило ГН оз-  
рНаГя,  такъ какъ мы получили бы, что

неопределенность, такъ какъ соз х  при х  —  оо можетъ 
принимать все значешя отъ —  1 до и -  1 *).

* )  С м . О . 8 1 о 1 г .  б г и п й г й д е  (1ег Б Н Г е ге п Н а !-  и п й  1 п4 е < гга 1 ге сЬ тт< г.
Веке 83.

15



29) А  =  И т Г -.* '* '8{п* 008я  "I = ] ш ( е ‘ апв)
|_ев1п* (ж -+ -8 т ж с о 8 ж )_ |а ; = оо \  /ж = о о

будетъ принимать веб значешя отъ е до ё~ 1.

Къ этому примбру правило Г Н озрК аГ я  неприменимо, 
такъ какъ

[езшж (х -+- з т  ж соз ж)] ' =  е81П х [ж-наш я соз ж-*- 2 соз ж] соз ж

при измбненш ж до оо безчисленное число разъ обращается 
въ нуль и если бы мы написали, что

XVI. 29, 49 И 50. —  2 2 6  ----

: Нш [
1 -4- С082 Ж —  81П2 X

(х -+- 8Щ X СОЗ X -+- 2 СОЗ х) СОЗ ж ]  х — о а

—  8 Ш  XГ  /» ~ 81— И т  Г- - - - г—1_ж н -  з т  ж
2 соз ж

: соз ж 2 соз ж

то этотъ результата былъ бы не вбренъ.

:] = 0 ,-I х = с о

49) у —

_1_ _1_ 

Р\ <*Г-*-Р2а2т- -Рпап
Рх+Рг- -Рп

1_ Л 1~

И т  \ § у  =  П т Рх а2т + - • • -+Рп агГ 1
[_ Рх-*-Р*-*-....... -*-Рп т _ т—со

1% [а ,Рх а2Р2 а 3Ря  ап Рп]

Рх+Рз+Рз-*--- - +Рп '

50) Это слбдуетъ изъ того, что

П т  Г;. 1 : —1 =
Ц1§ п)Р п  _1п==0О



—  227 XVII. 1— 8 .

XVII.

1) т а х . у  при ж =  3, 

тш . у  при ж =  5.

2) При х  =  6 =  —  3, у  т т . ,  а при ж =  —  6 и 
х  =  3 тах.

3) ж =  1, у  ш т .  При х  =  0 нйтъ ни та х ., ни т т .

4) х  —  3 соотвйтствуегь пип. у, 

при ж =  —  1 —  та х . у.

5) х  =  ч - У 2 ,  у  т т .  

х  —  —  У 2, у  тах.

6) Въ данномъ случай вопросъ сводится къ опредйлешю 
т т .  при чемъ намъ известно, чтож1н-ж2= а — 2,
х  ж2 =  3 —  а; мы получимъ, что т т .  будетъ при а =  1.

7) х  —  0 соотвйтствуетъ т ш .  у , а х  =  ± 1  —  тах .

2 х-*-Ъ — а8) у  =  а -+ - х2- — .

Значешя ж1 и ж2, соответствующая та х . и тш . у , суть 
корни уравнешя

ж2 —  (а  —  Ъ) х  —  1 = 0 .
15*



Итакъ

XVII. 8 , 1 0 — 16. — 2 2 8

2х , -+- Ь — а  К =  ЙН '■   —

откуда, принимая во внимаше, что въ данномъ случай

Ж1 хг —  — 1 и Х1 ■+■ х2 —  а —

получаемъ, что
а н -   ̂=  а -+- Ъ; 

а$ =  аЪ—  1.

10) При х  =  е, у  т т .

11) При зш х  =  0, у  тах.;

при в т  т х =  0, у  т т . ;

при т  % ж =  тх, у  тах. или т т . ,  смотря по тому, бу
детъ ли т2 меньше или больше единицы.

12) При х  =  а У т т . ;  14) При х  =  0 , у т т . ;

при х  = а - * - ^ ъ . , у  тах . при х  =  2, у  тах .

13) При х  =  , у  т а х . ; 15) При х  — Уе,  у тах .

при х  —  у  —  у  т т .  16) При х  —  1, у  та х .



Производная до разрыва при х  =  0 одного знака, а
_1_

послй разрыва другого, но, такъ какъ е х будетъ, или нуль, 
илиоовъ зависимости отъ того, приближается ли ж къ нулю 
съ положительной или съ отрицательной стороны, то, для 
этого значешя ж, у  не имеетъ ни шах., ни т т .

17)

При ж =  с, у  тах .

18) При ж =  0, у  т т .  21) у  тах. при ж =  соз ж.

19) При ж =  0, у  т т . ,  22) у  т т .  приж =  ^ .
/

а при ж =  ±  1, у  тах . 23) При ж =  0, у  т т .
•»

20) При ж = ^ , у  тах . 2 4 ) у = щ ^  =  щ ~х .

Когда 0 <  ж <  1, то у  отрицателенъ и убываетъ съ 
возрасташемъ ж, при

Нт ж =  +  0, Ит у  —  —  0,

Нт ж =  1 —  0, Нт у  =  —  оо,
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такъ что верхней границей у  будетъ 0, а нижней—  оо.

25) у  —  ж2 1§ (ж2), или, полагая ж2 =  г, у  =  г 1§ г.

Слйдовательно, при й =  ~ , у  тш .
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26) у  =  1 -+-ж?; у '  =  г̂ Л -
3 ж5

При ж =  0, у  т т . ,  такъ какъ производная до разрыва 
отрицательна, а послЬ разрыва положительна.

_  _1_  1_
яР » я2 9

27) у =  е ; у  — е

При х  =  0 , у  ш т ., такъ какъ до обращешя въ нуль 
производная <  0, а посл'Ь обращешя въ нуль >  0.

1 1
1 — ех — — е х —

28) у =  т — ; у ' „ _  =  ‘ ( , ' Г 1)н' 1.
(1 — е х у  е (е ‘ — I)2

/
ПредЬлъ этого выражешя равенъ 1; слЬдовательно, 

когда х  стремится къ нулю, возрастая отъ отрицательныхъ 
значенш, то у ' стремится къ -I- 1, когда же х  стремится 
къ нулю, убывая отъ положительныхъ значенш, то

_3_

г г — (1 -+■ е) е 5
У Ж=Е 1 ;

е (1 -  е Е )2

въ этомъ случаЬ, при приближенш х  къ нулю, у '  все время 
остается отрицательною. Разсматривая здЬсь нуль, какъ 
предЬлъ отрицательныхъ величинъ, получимъ, что, при 
х  =  0, у  тах .

29) у ' —  (1 ±  У ж ) (вш ж н-ж  соз х ) ±  ~  У  х  з т  х.

Такъ какъ, при х  <  0, у  становится мнимымъ, то наи
меньшее значеше у  будетъ при х  =  0, потому что при 
х  —  0 - н  г, « / '>  0.



30) у  —  1 - + - У ж ± |  ж*; при ж =  0-+ -е, у г>  0,

ч
и такъ какъ, при ж < 0 ,  у  становится мнимымъ, то значитъ 
наименьшее значеше у  будетъ при ж =  0.

_  _1_

 ̂ 1 жЪ \) у  = — е ; при приближенш ж къ — 0, у  стре

мится къ оо, а при приближении ж къ -+- 0, у  стремится 
къ 1, и такъ какъ производная остается всегда положитель
ною, то ж =  н -  0 соотв’Ьтствуетъ наименьшему значение у.

\

33) При ж = —  1, та х . у — \ .

34) При х  —  —  у ,  у  —  2 тах .

35) При ж —  , ат. ■, у  —  есть тах ., а при> * У \ 17 VI — т2 ’

— ат — аж =  =, у =  , — : есть тш .
VI — т2' VI — т2

36) При ж — — 2, «/ =  —  1 будетъ шах., а при ж = О , 

у  —  Л/Ъ есть тш .

37) При * =  ^ = , у  =  а у / - ^ =  тах ., 

а при
а -.3/  2ж =  г= , у  —  —  й 1 /  —=  т т .

Уз Г ЗУз
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38) При ж =  0, у  =  2а У 2 т т . ,  у  =  —  2а У 2 тах ., а 
при х  =  ± а ,  у  =  —  За т т . ,  а у  —  За тах.



39) При х  =  аЛ/  3, у  =  аЛ/ 27  шах., а при х  =  — а Т'З, 

у  =  —  27 т т .

тт 7с я +  /а 2+ 4 а— Vа2-1-440) При ж = - ,  у —  2 шах., у =  2 т т .

4П  аУ — 8!пф — со!" уА' йж 1 —с о з ? -  & 2*

При ф =  0, ср =  2те, 9 =  4тг,. . . . ,  9 =  2Ы , ии'Ьемъ

XVII. 39— 41 И 4 5 . —  2 3 2  -----

х  =  0  ||  х  —  2 п г  | ж =  4тгг |  . . . . X =  2&7ГГ |

У =  0  ]| у  =  о ) У —  0  (  . . ■ -У =  0 1

Дал'Ье зам'Ьчаемъ, что ~ — — оо для значенш

9 = П т ( —е) =  0, 9=Н т(2тг—е) =  2тг, 9=Ц т(4тс—е) =  4тс 

И Т. д и

для значенш

9 =Ит(-+-г) =  0, 9 =  Нт(2тг-*-г) =  2тг, 9 =  Нт(4тг-*-е.) =  4тс 

и т. д. Следовательно

9 =  0 , 9 =  2тс,. . . . ,  9 =  2&тг 

будутъ соответствовать т т .  у.

Итакъ, у  =  0 и будутъ наименыше ординаты циклоиды.

45) Вопросъ сводится къ определенно т т .  

з =  У х 2 -+- Ъ2 -+- У а 2 -+- (й —  ж)2. (Чертежъ I).



4 6) При х  =  , гд'Ь I данная длина дуги, х  радеусъ круга.

47) Вопросъ приводится къ определенно т т .  Функцш
ч

ху  зш а -*- (Л — х) а зш а3— 2 ’

который получается при х  =  А • (Чертежъ II).

А
48) При г =  у ,  гд'Ь г рад1усъ круга.

52) При ж =  | / у ,  где с —  А Б , а — ВС, будетъ т т .  

(См. чертежъ III).

53) Мш. Е Р Н О  будетъ при В д = д С п  Б Р = Р С , т. е. 
секущая плоскость должна равно отстоять отъ реберъ АС  
и В Б .  (Чертежъ IV).

54) Площадь трапецш 8  =  (а -+- х) У с2—  х 2 

и тах . $  будетъ при

— а -+- У  а2 8с2 35=---- 4---- .
При а —  с,

— а -+- За а
Х  4  У »

следовательно

Б С = 2 а ,  и А Б С В  =  , а А Б А В  и А А В С = - 1  тг.
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XVII. 55— 62.

55) Высота равна

56) При х  =  4 г ,  гд'Ь х  разстояше искомой хорды отъ 

вершины параболы.

57) Искомый треугольникъ, имйющш наименьшую пло
щадь, —  равнобедренный.

58) Высота искомой призмы равна ^ высоты пирамиды.

59) Мш. будетъ при I —  где а и Ъ катеты дан

наго треугольника.

60) Принимая длину гипотенузы равной 1, и, обозначая 
одинъ изъ катетовъ черезъ х, получаемъ, что шах. будетъ

при х 2 — Такъ что, если мы на данной гипотенузе,

какъ на д1аметрй, опишемъ полуокружность и изъ точки, 
разделяющей дгаметръ въ отношеши т  къ п, возставимъ 
перпендикуляръ, то онъ пересечетъ полуокружность въ 
вершине искомаго треугольника.

з УУ61) Мш. биссектриссы =  4 к, где к высота треуголь

ника, соответствующая гипотенузе.

62) Вопросъ приводится къ определенно шах. выражешя

С082 а 8Ш а, 

где 2 а уголъ при вершине конуса.



63) Вопросъ приводится къ опред’Ьлешю тах . выражешя

а со!§ ср (1 — соз ср), 

гдЬ <р острый уголъ, противолежащш данному катету.

64) Вопросъ приводится къ определенно т т .  выражешя

-Д— н -Д—, при чемъ со!е ж -+- со1е у  —  ^-.81ПЖ 81П1/’ г °  °  ° /1 5

гд'Ь Ъ и Ь суть данныя основаше и высота треугольника.

К/65) Мах. приж =  у=г, гдЬ х  разстояше центра круга
V  2

до искомой прямой.

66) Вопросъ приводится къ опредЬленпо тах . выражешя

ж2 (а —  ж),

гд'Ь черезъ ж и а обозначены соотвЬтственно Е В  и ВС.

67) Вопросъ приводится къ опредЬленпо тах . выражешя

(к ±  ж) У  Е 1—  ж2,

гд'Ь черезъ ж обозначено разстояше центра до искомой 
хорды, а черезъ к разстояше данной точки отъ дгаметра 
параллельнаго данной прямой.

71) Вопросъ приводится къ опредЬленш та х . Ф ункцш  

з т  2а соз а (1 -+- з т  а), 

гд'Ь 2 а уголъ при верш инЬ конуса.
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73) Вопросъ приводится къ определенно шах. Функщй

(г —  ̂ ) 2 У 4 п г х  —  ж2, 

где ж дуга сектора, г радаусъ круга.

75) Нужно определить тах . Функщй

ж У г2 —  (ян -ж )2,

где ж сторона прямоугольника, г рад1усъ круга, а раз- 
стояше центра круга до хорды сегмента.

76) Вопросъ сводится къ определенно тах . Функщй

зш $ зш (а — 3). (Черт. У).

77) См. задачу Л» 55.

78) Наиболышй уголъ равенъ

. ш  
агс^

где Тг разстояше между данной прямой и ей параллельной, 
Ъ длина данной прямой.

7 9) (Чертежъ VI). О А  =  г  рад1усу круга.

XVII. 7 3 , 75— 7 9 . —  236 -----



уравнете эллипса; следовательно, для точкикасатяимбетъ 
м^сто тождество

—  237 -----  XVII. 7 9 .

Такъ какъ

то

следовательно 

и мы получаемъ

1̂2 . V  _  1
а2 Ь2 1 •

О К = -  =  г  —  Ъ, 
У1

ъ*
У\ г  —  Ь ‘>

Ке =  О К = г  —  Ь;

а 2
ж.1 Г — Ь

или
а2 -+-Ъ2 —  (г —  Ъ)' 

а? -+- 2 Ъг =  г 2. 

Мах. и =  тш& получается при

7* 7 7
а =  У Т И& =  1Г’

т. е. площадь искомаго эллипса будетъ

зУ Т '

Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда эллипсъ ка
сается симметрично полукруга и его д1аметра. Тогда, по 
условпо задачи: 1) малая ось эллипса пройдетъ черезъ 
дентръ круга О и точка касашя дааметра съ эллипсомъ
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будетъ въ вершин'Ь эллипса; 2) подкасательная 0(^ будетъ 
общая для круга и для эллипса.

Поэтому, принимая за начало координатъ точку О, на- 
правлеше 0 8  за ось ж-овъ, а направлеше ОН  за ось у -овъ, 
получимъ

уравнеше круга,
х 2 -+- у2 =  г2

уравнеше эллипса.

Принимая во внимаше, что

откуда
Ьг2

~  а 2

и что эллипсъ касается полукруга въ точке Е , получаемъ

„ 2  _ _ гЦ а Ь -Ъ *  г2).
1 а* >

следовательно площадь этого эллипса равна

Г
У г 2 —  а2 =  V

тт 27Ги шах. V  будетъ зУ Т ’

80) Мах. будетъ, когда апоеема новаго пятиугольника 
2равна у  апоеемы даннаго.



Мы отдельно разсмотримъ два случая: 1) когда вер
шины вписаннаго прямоугольника равноудалены отъ точки О 
и 2) когда он'Ь неравноудалены.

•
Въ первомъ случай мы будемъ разсматривать прямо- 

угольникъ 8Р 8 ' Р', во второмъ же прямоугольникъ Р(>)(д' Р '.

г 2 =  а2 соз 2 в

уравнеше лемнискаты.

Обозначая черезъ осг и а2 углы, соответствующее вер- 
шинамъ Р п  8, получаемъ

соз 2 ^  =  соз 2а2;

Р Р , =  2 Р К  =  2 а зш О . Усоз 2 О,

Р 8  —  2 0 К  —  2 а соз # .У со з 20.

Площадь искомаго многоугольника

=  4а2 з т  20  з т  О соз О —  а2 з т  4 0.

Мах. V  будетъ при О =  22°30'.

Во второмъ же случае площадь прямоугольника

Р<д<3'Р'= 2 (ОК —  О Ц  Р К  =  г 2 зш 2а —  г 2 зш 2(3,

ГД’Ь
^ Р О Х = а ,  Л<дОХ=°>.

— 239 ---  XVII. 8 1 .

81) (Чертежъ VII).



Следовательно, въ этомъ случае вопрось приводится къ 
определенш т а х . Функщй

~  [ з т  4а — з т  4(3],

при чемъ а и [3 удовлетворяютъ равенству

соз 2а н -соз 2(3 =  1.

83) Мах. будетъ, когда сторона квадрата

 а -+- Ъ — Уа2 — аЬ -*-Ь2
6 ’

85) Рад1усъ полукруга долженъ равняться высоте пря
моугольника.

87) Высота искомаго треугольника равна 36, где Ъ ма
лая полуось эллипса.

90) Пусть будутъ 2 а  и 2 а параллельный стороны тра- 
пещи, 2у  и 2у х два сопряженныхъ д1аметра эллипса, со- 
ставляющихъ между собою уголъ в , при чемъ первый изъ 
этихъ д1аметровъ проведеыъ черезъ средины сторонъ 2 а 
и 2а .

Такъ какъ площадь искомаго эллипса 5  =  т.уу1 з т  6, 
то вопросъ приводится къ определенш т т .  Функцш

 с2 н- е2 г2 -+- г (4а2 ■+- 2ес)

XVII. 8 1 , 8 3 , 8 5 , 87 И 9 0 . —  2 4 0 ---



и с есть отр ’Ьзокъ Д1аметра 2у, заключенный м ежду парал
лельными сторонами трапецш .

91) (См. чертежъ VIII).

Образованное такимъ образомъ т§ло ограничено въ своей 
верхней части шестиугольникомъ, составленнымъ изъ трехъ 
ромбовъ ЗАК С , ЗО Н Е , З Е Ь А .

Докажемъ, что четыреугольникъ З А К С  есть ромбъ. 
Точка О проекщя точки 51 на плоскость верхняго основашя 
призмы и О А =  ОС, сл-Ьдовательно З А  =  8 С п  А К =  КС. 
Дал^е, въ треугольникахъ 8 0 1  и К 1 В  имеемъ: 0 1 — 1В, 
А К 1 В  —  А  8 1 0  и такъ какъ треугольники эти прямо
угольны, то 8 1  =  КТ. Но А 1 Л -О В  и А Ц _ 8 0 ,  сле
довательно, А Т  перпендикулярна ко всей плоскости 8 0 1  и 
значить и къ 81, т. е. А С  перпендикулярна къ 8 К  и въ 
точке пересечетя делится пополамъ. Такимъ же точно об
разомъ убеждаемся и въ томъ, что 8С Н Е  и 8 Е Е А  суть 
ромбы.

Объемъ полученнаго декаэдра независимо отъ поло- 
жешя точки $  на оси призмы всегда равенъ объему призмы, 
такъ какъ прибавленная пирамида &4(Жсостоитъ изъ трехъ 
пирамидъ 80А С , 8 0 С Е , 8 0 Е А ,  который соответственно 
равны выделеннымъ пирамидамъ. Обозначимъ черезъ 1г вы
соту призмы и черезъ х  разстояше точки $  до верхняго
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или, принимая для простоты равнымъ единице длины,

получаемъ А 1 — У  3; 0 1 —  О Б  —  В 1 —  2 —  1 =  1.
5 0  _1_ 01, следовательно 8 1  =  Уж2 н -  1.

Поверхность всего тела состоитъ изъ шести равныхъ 
трапецш А 'К А В ' и шести равныхъ треугольниковъ 8 А К . 
Площадь трапецш

Разсматривая прямоугольные треугольники 8 0 1  и К В 1  
и принимая во внимаше, что К 1  =  81, получаемъ

К В  —  У  8 Р  — О Р, 

а такъ какъ 0 1  —  1В, то К В  =  0 8  —  х.

Итакъ площадь трапецш А 'А К Б ' равна 2к —  х. 

Площадь треугольника

А 'А К В ' = А А ! -н В ’К  
2 А В  —  2Ь, —  К В .

8 А К  =  8 1 . А 1  =  У 1 ч - х 2 У  3 .

Итакъ поверхность всего т^ла

Р =  6 [21г —  х ч - У З  -+-3х2]. 

Мш. поверхности будетъ при х  =  ~==.
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Ячейка пчелинаго улья есть подобный декаэдръ съ ми
нимальной поверхностью. Шестиугольникъ есть входъ въ 
ячейку; медъ расположенъ внутри. Пчелы начинаютъ съ 
того, что строятъ параллелограммы, затЬмъ стороны трапе
цш. Представимъ себе плоскость наполненную шестиугольни
ками и построимъ на каждомъ изъ нихъ ячейку пчелинаго 
улья, тогда вершины будугь расположены въ плоскости 
параллельной первой. Если мы теперь пом'Ьстимъ эту Ф и 

гуру на другую подобную же, такимъ образомъ, чтобы 
вершины одной оделись на вершину другой, то мы полу
чимъ то, что называется ярусомъ. Улей состоитъ изъ н-6- 
сколькихъ такихъ противолежащихъ рядовъ, расположен- 
ныхъ такимъ образомъ, чтобы две пчелы могли одновре
менно пройти черезъ два смежныхъ яруса.

Итакъ: 1) наклонеше трехъ ромбовъ, которые обра- 
зуютъ внутренность ячейки таково, что поверхность шйпта;
2) равностороннш треугольникъ, квадратъ и правильный 
шестиугольникъ суть единственные правильные многоуголь
ники, которые взятые въ отдельности могутъ наполнить 
плоскость не оставляя пустыхъ промежутковъ и изъ этихъ 
трехъ Фигуръ, шестиугольникъ при одной и той же площади 
им-Ьеть наименышй контуръ. Такимъ образомъ получается 
двойная эконом1Я воска.

Геометрическая постройка ячейки замеченная Пану- 
сомъ, геометромъ IV века по Р. Хр., была подробно изучена 
сначала Филиппомъ М ералди въ 1712 г., затемъРеомю- 
ромъ, который предложилъ эту задачу Самюелу К енигу  
и М аклорену. М аклоренъ первый далъ точное реше
т е .

16*



92) Вопросъ приводится къ определенно тш . Функцш

?7 =  2ж2 соз —  (х  —  у  со*# а)2

при условш, что

ж8 —  (х  —  у  со*# а)8 =  а8 =  5ь

XVII. 92 И 9 3 . —  244 —

л а’

где х  есть рад1усъ меныпаго основашя, у  высота усе- 
ченнаго конуса, V данный объемъ. Следовательно нужно 
определить т т .

V  =  2ж2 соз2 —  (ж8 —  а3) \

93) Требуется определить та х . Функцш

? 7 = * #  (ср —  6),

где ср и в  суть стороны, заключаются данный уголъ. Такъ 
какъ треугольникъ прямоугольный, то, предполагая, что ср 
лежитъ противъ прямого угла, получаемъ

, 81П 0 С08 фсоз ф =  соз в  соз а, соз А  — - ---- 1,~ ’ 8Ш ф С08 0 ’

или
*# О —  соз А  *# <р 

и нужно определить тах. выражешя
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94) Предложенное неравенство заменяется такимъ 

ехх >  1 -+- ж2,

или, логариемируя,

аж ^  1§ (1 -+- ж2).
Полагая

( (ж) =  их  — 1§ (1 —н ж2)
им’Ьемъ

г  (*) =  « -  Г < * ) =  2 {̂ 1 .

Функщя /■" (ж) имеетъ единственный положительный 
корень ж =  1, и, переходя черезъ нуль, м-Ьняетъ знакъ 
съ —  на -+-.

Поэтому при ж >  0 Функщя { ' (ж) имеетъ единствен
ный тш тш ш

Г  (1) =  « —  1.

Если а ^  1, то ( (ж) будетъ положительною возрастаю
щею Функщей. При а <  1 тш ш ш т { ' (ж) будетъ отрица
тельный, и такъ какъ

Г (0) =  Г (оо) =  а >  О,
то {' (ж) два раза переходить черезъ нуль: при ж <  1, 
меняя знакъ съ -+- на — , и при ж >■ 1, меняя знакъ съ —  
на Первый корень доставляетъ (положительный) т а -  
хш ш т /■ (ж), корень же ж >  1 даетъ тшштшп { (ж); по
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условно этотъ пппшшт не долженъ бытьотрицательнымъ; 
обозначимъ его (З2. Итакъ, будемъ иметь

а =  г | ^ ,  ах -  ( 1 -+-ж2) =  [33.

Разсматривая х  и [З2 какъ Функцш а, будемъ иметь

йф1 ( 2х \  йх -
ж = х + [ а ~ т ^ * ) т * = х >  о-

Поэтому [З2 возрастаетъ вместе съ а и искомое наимень
шее значеше а получится при З2 =  0, такъ что получимъ

а =  Г ^ Ъ  — 1? ( 1 -*-*2) =  0.

Умножая первое уравнеше на х  и полагая ах =  и, по
лучимъ

2х* » 2М =  :------5 =  2 --- 5------5,1 -+- х2 1 -+- х2 ’
ИЛИ

=  м — 1 § (1 -н х 2) =  0 ,

откуда, исключая 1 н -  х2, найдемъ

и н -1 8 ( 1 —  | )  =  0.

При измененш м отъ 0 до наивысшаго значешя 2 
первая часть уравнетя вначале возрастаетъ отъ 0 до т а -  
хш ш т 1 — 1§ 2 при и =  1 и затемъ убываетъ до —  оо  
при и =  2; значить, уравнеше имеетъ единственный ко-



рень между 1 и 2, который будетъ немного меньше 1,6, 
ибо при этомъ значенш и первая часть равна

Г,6 -+-1# 0,2 =  1,6 —  I# 5 =  — 0 ,00943791 .

Искомый корень и =  1 ,59362424  и соответственно

х  —  =  1 .980291 ,

а =  ±  =  У  и (2 —  и) =  0 ,804742 .

XVIII.

1) При х  =  у  —  у , Функщя т к п т и т .

2) Функщя не имеетъ ни шах., ни т ш .

3) При х  =  1 , у  =  2, Функщя т ш .

4) При х  —  1, у  =  —  1, будетъ т т .  Функцш.

5) При ж =  1 - + - У 2 ,  г/ =  2 ±  У  3 ‘, будетъ т т . ,  а при 

х  =  1 — У 2 ,  у —  2, тах.; при ж =  1 -н  У  2 , у  —  2, 

функщя не имеетъ ни тах ., ни ш т.
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6) При х  —  0, у  =  О и при

За -+- V 9а2 — 32сг 
Х  =  У = ----------- 8------------

функщя тш ., а при

За — У 9а2 — 32с2х  =  у  = --------- д---------

ни т а х ., ни т т .

Для опредблешя же остальныхъ значенш х, соот. тах. 
или т т . ,  пришлось бы решать буквенное уравнете 6-ой 
степени относительно у.

7) Значешя х  —  у  =  1 обрагцаютъ въ нуль ^  и ^ , йо 

при этихъ значешяхъ ж и у  выражеше

дЧ_ д2/ ___ /  д2/ \ 2
дх2 ду2 \дхду)

обращается въ нуль, а

Ь ' = 2 ><>-

Докажемъ, что при х  =  у = 1  Функщя/"не будетъ тш .

Съ этою Ц’Ьлью изучимъ Функцш { (х, у) въ смежности 
съ значетями для х  —  у  =  1; полагаемъ
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х = 1 ч - х ,  у  =  1 - л - у \

X — § соз ср, у ' =  8 ЗШ (р.



Получаемъ

(а) { (1  -н а /, 1 -*~у ) —  {  (1) 1) =  {х'— у У  +  у 'а 

—  82 ( с о з  С р  З Ш  Ср)2 - + -  83 З Ш 3 с р .

Для вс'Ьхъ значешй ср, кроме т4хъ, для которыхъ 
соз ср =  зш <р, т. е. ср =  1, разность (а) будетъ поло
жительною для достаточно малыхъ значенш 8. Но при

ср =  1, разность эта будетъ зависать отъ о3, т. е. изме
нять знакъ съ изменен] емъ знака 8.

Следовательно, въ смежности съ значешями х  =  у  =  1, 
разность (а) не сохраняетъ постояннаю знака для любыхъ 
значешй о и ср; т. е. для этихъ значешй { ( х , у) не имеетъ 
ни шах., ни т т .

8) Поступая по способу изложенному въ предыдущей 
задаче, т. е. изучая Функцш въ смежности съ значешями 
х  —  у =  1, получаемъ, что, при этихъ значешяхъ х  я у, 
{ (ж, у)  будетъ тш .

л г  с\/*

9) Значешя х  =  у  =  0 обращаютъ въ нуль ^  и 

но и
УЧ дЧ  _  А
дх2 ду2 \д х д у )

при чемъ

Ш  =

Докажемъ, что, при этихъ значешяхъ х  и у, { {х, у) не 
имеетъ ни тах ., ни т т .
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Съ этой ц^лью полагаемъ у2 —  Хж въ выраженш 

( (ж> У) =  У{ —  2 О -+- Р) х у2 -+- 4а[3ж2, 

тогда получаемъ

( (ж, у) =  ж2 (X —  2а) (X—  2(3)

и мы видимъ, что {  (ж, I/) положительна для всехъ значе
нш X, кроме техъ, которыя заключены между 2а и 2,3, и 
при которыхъ она становится отрицательною, такъ что зна- 
чешя х  —  0 и у — 0 не могутъ соответствовать пип. 
функщй.

10) Приж =  ^ =  у ,  тах .

11) Эта Функщя не имеетъ ни тах ., ни т т .

12) ж =  у —  ■—  соответствуетъ пип.

13) При ж =  а, у  =  % шах., а при ж =  0, у  —  

нетъ ни тах ., ни т т .

14) При ж =  3, у =  2, Функщя тах .
в

15) При ж =  у  =  0, Функщя т т .

Если ж — 0, у  =  ±  1, то при а < 6  Функщя тах ., 
при а >  Ъ не будетъ ни тах ., ни т т .
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При х = ± 1 ,  у  =  О, при а >  Ъ Функщя шах., а при 
а <  Ъ и'Ьтъ ни тах ., ни т т .

16) П рих  =  у  —  ^г не будетъ ни шах., ни т т . ;  при 

ж =  у  =  у  Ф ункщ я тах.

При ж =  у —  тг, Функция т т .

17) Эта Функщя не им'Ьетъ ни тах ., ни т т .

18) При х —  —  6, у  —  6 У  3; г —  12 У  3 будетъ т т .

При х —  —  6 , у  —  —  6 У  3 ; г  =  —  1 2 У З  будетъ тах .

19) Равностороннш треугольникъ будетъ наибольшей.

20) Равностороннш треугольникъ будетъ им’Ьть наиболь
шую площадь.

21) Вопросъ приводится къ опред'Ьлешю т т .  Функцш 
и  =  ж2 -г- у2-+- (Ъсо$А— ж)2-+- (Ъ3111А — г/)3—»— (с— ж)2-*-?/2, 
гдй ж и у  суть координаты искомой точки, принимая начало 
координатъ въ вершинЬ А  даннаго треугольника, Ъ и с сто
роны треугольника. Искомая точка будетъ центръ тяжести 
треугольника А Б С .

22) Искомый треугольникъ равнобедренный и неподвиж-
2ная сторона равна каждой изъ остальныхъ сторонъ.



23) Наиболышй объемъ имеетъ кубъ.

24) Кубъ.

25) Кубъ.

26) Вопросъ приводится къ определенно шах. Функцш 
и =  7туз, въ которой х, у  суть полуоси цилиндра, г  его 
высота, при чемъ дано, что

ж2 -+- у2 -+- г2 —  г 2,

гд'Ь г  рад1усъ шара.

Мах. получится при

х  =  у =  г =  ^ ,  

следовательно искомый цилиндръ долженъ быть круговымъ.

27) Уравнеше эллиптическаго параболоида
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черезъ а обозначаемъ разстояше секущей плоскости отъ 
вершины параболоида. Вопросъ приводится къ определенш 
шах. Функцш

и =  {а —  х У у 2 (ж —

При х  =  у , у  =  | / у ,  г  =  у Ц , и  будетъ шах.



28) Нужно определить тах . Функщй

Т1=  ОС2= (а  соз а.-+Ъ соз (3-4-с соз у)®-*-(а зш а-+-Ъ з т  (3-+-С з т  у)2,

где а, Ь, с постоянный величины, т. е. длины сторонъ, а 
а, (3, у переменные углы, которые эти стороны составляютъ 
съ прямою Ох. Координаты точки С  будутъ

Х = асо& а-*-Ъ  соз (3 ч - с соз у, Г = а з т а - н & 8 т ( 3 н - с 8 т у

и мы можемъ написать

С/=а2-+-Ь2-*-с3-н2Ьс соз ((3—у)-+-2ас соз (у—а)-»-2аЬ соз (а—(3).

Обозначая (3 — у черезъ х, у —  а черезъ у, получимъ, 
что

I I  —  а2ч -  Ъ2 -+- с3 ч -  2 V аЪс,
где

соз ж СОЗ V соз (х -+- у)V = --------1— т”  н 4 ——а о с

и вопросъ свелся къ определенш тах . или т т .  V, Функцш 

отъ двухъ независимыхъ переменныхъ.

д У   310 х  8т(ж-+-у)
дх сс с ’

д У  — зту зт(о:-н^)
ду Ъ с ’

д2 У   соз ж соз (х у)
дх2 а с ’

д2 У   соз (х -+- у)
дхду с 5
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д2 У С08 у  СОЗ (X -+- у)

—  254 —

Уравнешя
ду2

дУ „ дУ  А — = 0  и -5— =  Одх ду
даютъ

81П X 8Ш (X -+- у) __  0

8 Ш У  |  ЗШ  (X -Н  у) _  0
Ь с

(ос).

Система уравнешй (ос) им'Ьетъ слЬдуюнця р'Ьшешя:

1) х  = о , У = 0 ,

2) х  — о , У ~ гс,

3) X — гс, У = 0 ,

4) X = гс, У = ■к.

Мы не должны разсматривать тЬ случаи, когда х  или у  
больше 2тг, такъ какъ Функщя V  не измЬняется отъ за- 
мЬны х  и у  черезъ 2тс — а? и 2тс—•—г/.

Найдемъ остальныя рЬшешя системы (а).

(с +  а СОВ у) ЗШ X  -4- Я 81П у  СОЗ X —  0 ,
или

СОЗ X ± 1 з т  (х-+-у)
а в т у  с -+- а соз у Уа,2-*-сг-*-2ас соз у

откуда

с эту т - Ф ) .

Ъ2 —  а2 -+- с2 -н  2ас соз у ,

—  соз у- а2-*-с2 — Ъ2 
2 ас
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Для того, чтобы это значеше сов у  могло соответство
вать тах . или т т .  ОС, нужно, чтобы можно было изъ трехъ 
сторонъ а, Ь, с составить треугольникъ. Пусть будутъ А , В , С 
углы этого треугольника; тогда у —  тг —  В  или у —  тг -+- В.

Предположимъ, что у  =  тг —  В , тогда изъ Формулы ((3) 
получаемъ

81П X  СОЗ X  1
— а з т  В  с — а сов В  Ъ ’

в т  х  =  ~  в т  В  =  вт  А ,
откуда

х  —  А
или

х  =  тг —  А ,  

но х  =  А  не годится, такъ какъ отношеше

СОЗ X
с — а соз Б

преобразовалось бы въ

соз А  1
с — а сов В Ь ’

такъ какъ
с =  а сов В -+- Ъ сов А ,

а это отношеше должно равняться —  у ,  мы следовательно 

должны взять
х  —  т: —  А  и у  =  т. —  В .

X =  71 -Н В,
При
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следовало бы взять
ж =  11-1- А .

Итакъ вообще мы имЬемъ слЬдуюиця 6 рЬшенш:

1) х  —  0 , у  =  о ,

2) х = 0 , 2/ =  гс,
1

3) =  ТС, У =  0 ,

4) х  =  тс, У =  *»

5) X =  1Г —
1

- А У =  гс —

6) X =  71 -*- А , «/ =  ТС-+- 5 .

Посмотримъ, которыя изъ эгихъ рЬшен1Й будуть соот
ветствовать тах . или т т .  Функции V.

Первая система р1зшее1й даетъ

д2 У  ____1______1_ д2 V   ______ 1 д2 V   1 1
дх2 а с ’ дхду с ’ ду2 Ь <Г ’

д2 V
дх2

д2У д 2У _  1 / 1  1 \  /  1 1 \  ~
\дхду) дх2 ду2 с2 \  а с / \  Ь +  с /  ^

Итакъ, при х  =  0, у =  О, V  тах.

И этотъ т а х . будетъ

1 1 1 1—-—I----
а о с ?



а соответствующее значеше V  будетъ

{ 7 = а 2-»-42н - с 3 +  2Ъс н -  2ае -+- 2аЪ =  (а -+- Ъ н -  с)2,
'  .0

т. е. три стороны расположились по одной прямой.

Вторая система р-Ьшенш даетъ намъ следующая значе- 
шя для вторыхъ производныхъ

д2 V    1 _1_ <РГ___ _1_ (РУ _____1_ _1_
дх2 а с ’ дхду с * ду2 Ь с

и мы получаемъ

( д2У \2 ъ   л
Vдхду / дх2 ду2 аЪс ■ ' ’

выражете это будетъ отрицательнымъ при а >  Ъ -+- с, и 
такъ какъ въ этомъ случае
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дх2

ТО МЫ ПОЛуЧИМЪ Ш1П.

а - с
п о  ^  '

Если бы а было < . Ъ -+- с, то не существовало бы ни 
IX., ни т т .

М т . V  будетъ
_1_  1_
а Ь с

и для V  тш . будетъ

а2 +  62 +  с2+  2 Ъс —  2ас —  2 аЪ =  (а — Ъ —  с)2
17



и въ этомъ случай вей точки О, А, В , С будутъ лежать на одной 
прямой въ сл'Ьдующемъ порядка

о , С, В , А ;
тогда

ОС =  О А — А В — В С — а — Ъ —  с.

3) Въ этомъ случай Ъ >  а - н е ,  мы будемъ имЪть т т . ;  
С7 =  (Ь — а —  с)2.

4) Если с >  а -»- Ь, будетъ т т . ; 1 7 =  (с —  а —  Ь)2.

5) При х =  тс —  А , у  =  1г —  В , получаемъ

д2 V соз А  соз С Ъ
дх2 а с ас ’

потому что с сов А  -+- я соз С =  Ъ\I

д2 V  соз С.
дхду с ’

д2 V соз В  соз С а
ду2 Ь +  с Ьс ’

потому что с соз В  -+- Ъ соз С =  а и мы получаемъ
I

д2 У д 2 7 _ _ / д 2 У\2__  вт* С п  
дх2 ду2 \дхду) с2

д2 V Ъ ,
^ 2  = — положительное; следовательно это даетъ намъ 

ш т. Соотв’Ьтствующимъ значешемъ V  будетъ

( соз А  соз В  соз С \
~~а 1 Ь 1 с /

XVIII. 2 8 .   2 5 8  ---------------
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И

Л  =  а2-ч-й2-«-с2— 2 Ъс соз А — 2ас соз В — 2 аЪ соз С =  О, 

потому что
а2 =  Ъ2 -»- с2 — 2Ъс соз А ,

Ъ2 —  с2 -+- а2—  2ас соз В ,  

с2 =  о2-!- Ъ2 —  2аЪ соз С.

6) х  =  ъ - + - А ,у  =  т:-+-В. Значешявторыхъпроизвод
ныхъ будутъ тЬ же, что и въ предыдущемъ случай; мы, 
слйдовательно, получаемъ еще одинъ тш ш ш т; а значеше 
для Л  снова будетъ равно нулю.

Въ этихъ двухъ послйднихъ случаяхъ ОС =  0 и со 
сторонами ОА, А В , В С  составленъ треугольникъ, такъ 
какъ въ зтихъ двухъ послйднихъ случаяхъ ни одна изъ сто- 
ронъ не должна превосходить суммы двухъ остальныхъ. 

Итакъ получается следующая таблица:

й, Ъ, с кагая нибудь, х  =  0, у  =  0, тах . Л =(а-+-Ь—с)2;

а>Ъ-н> .......................  ж —  0, у  =  ъ, т т .  Л—{а—Ь—с)2\

Ъ>с-+-а .......................  х  =  тс, у  =  0, т т .  Л =(Ь—а—с)2;

с>а-ЛЬ .......................  ж =  тг, у  =  тг, пип. Л=(с—а—Ъ)2;

а<1н-с

Ъ<с-*-а

с<а-+-Ъ

х=тс—А, у —-к—В , ?7=0;

Ж—7С-*~Ау У“ 71-+~В) Л ~ 0.

17*
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29) Пусть будутъ

ОА1 =  х , ОВх —  у , ОС?! =  2,

перпендикуляры, опущенные изъ центра О круга соответ
ственно на стороны треугольника В С — а, А С — Ъ и А В — с. 
г  рад1усъ даннаго круга.

Тогда по условно задачи имТемь, принимая А 2, В 2, С2 
за вершины полярнаго треугольника,

Обозначая теперь черезъ В  радгусъ круга, описаннаго 
около даннаго треугольника, получаемъ, что площадь по
лярнаго треугольника А 2 В 2 С2 будетъ равна

угольника, то вопросъ приводится къ определенш тах. 
выражешя хуг  при условш

0 А 1. ОА2 =  г 2 —  х .  ОА2, 

ОВ1.О В ,  =  тл =  у . О В „  

О С \.О С2 = г *  =  г .ОС\.

Но, такъ какъ ах -+- Ьу -+- сг
2 8 — площади даннаго тре-

ах -+- Ъу -+- ев =  28.

2 2 2 При ж =  — 8, у  =  — з, г =  — 8, площадь искомаго

треугольника наименьшая.



30) Обозначая сумму х - + - у ч - г  сторонъ треугольника 
черезъ 2р , мы имЬемъ, по условш задачи, что

Р_ Р — а> Р — У Р —  г  _  г .
^ 2 ^  2 ^ 2 ® 2 •’

гд'Ь С постоянное и вопросъ приводится къ опредЬленпо т т .  
выражешя

2р =  х-<- у - н ® — X [18 «8

18 18 ч -  Ж 18 - 1 *  С ] .

При х  —  у =  г  будетъ т т .  2р , т. е. изъ всЬхъ СФери- 
ческихъ треугольниковъ, имЬющихъ данную площадь найм, 
периметръ имЬетъ равностороннш треугольникъ.

31) \%и=\%{{х)-*-\%{{у)-+-\%1'{г)— 'к(х-+ -у-*-г-— Ъс)’,

1 д и  =  п ^ _ 1== о 
и дх }(х) ’

2.аи =  П ^ _ х =  о ,
и ду /(у) ’

±<ы И 1 ) _ х  =  0 .

и дг {(г)

Но этимъ уравнешямъ удовлетворяютъ х  —  у  —  г  =  с.

а и _ _ Г ( х ) ,  Г  (у) л  /Н О  ,
« “ / И  Н у) ^  ПО ’

1 « . л ,  Г " { х ) т - Г 4 х )  ^  . / " ( у ) Н у ) - И 2 (у)
 ^  (а*) —  гТТ̂ Т? "*■ г«*п* ау
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✓



XVIII. 31 И 32 . —  26 2 —

Такъ какъ мы предполагаемъ и  >  0, то й!2м <  0 при 

и № и  >  0 при

Г ( с ) > 9 | .

32) Мы приведемъ здйсь способъ Коши для опредй- 
летя тах. произведетя сомножителей, сумма которыхъ 
равна постоянной величинй. Коши доказалъ теорему

гдй п  число сомножителей.

Въ случай двухъ сомножителей намъ известно соотно- 
шеше

х у  =  \  [ х - л - у ) *  —  \  (х —  у ) * = ^  —  \  (х —  у)2,

изъ котораго слйдуетъ доказательство теоремы даже для 
случая отрицательныхъ сомножителей.

Въ послйдующемъ необходимо предполагать сомножи- 
тели положительными; мы обозначимъ сомножителей черезъ 
х , у , г, и , . . .  такъ что для случая двухъ сомножителей 
вышеупомянутое равенство приводить къ неравенству

(А)



Предполагая теперь четыре сомножителя х , у, я, I, по
лучаемъ

ч х С - т Т .  

* < ( т Т

и, такъ какъ все сомножители положительные, то пере- 
множивъ имеемъ

На основанш же неравенства (А)

Следовательно

, - Г 1 /гс +  у +  г + Л 2!*

или

( В ) ..........................

что и доказываетъ теорему для случая четырехъ сомножи
телей.

Переходимъ теперь къ случаю восьми сомножителей.
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Перемножая почленно, получаемъ

хуаЫ ш р  <  +  +

но

,  ч . / а : + « + г + < + н + ! ! н - 1с н -)) \2
(а:-»-г/-1-^-+-#)(ин-г;-нг<;-1-р)^1—   2-------------- )’

следовательно

, ,  ( х  -+• у ■+■ г -н  Ь -+- и -+-» и- гс ■+■ п\8хугЫьюр ^  I   8---------------- -̂1 .

Теорема доказана для случая восьми сомножителей и 
легко заметить, что это доказательство можетъ быть рас
пространено для случая 2П сомножителей.

Случай произвольнаго числа сомножителей сводится къ 
числу сомножителей, которое есть степень двухъ непосред
ственно большая, сл'Ьдующимъ образомъ.

Предположимъ напр., что имйемъ пять сомножителей 

х -+ -у -у -г -+ -1 -л -и  =  а.

Помножимъ все переменное произведете на три постоян- 

ныхъ сомножителя, изъ которыхъ каждый равенъ Та

кимъ образомъ составится восемь сомножителей и мы по
лучаемъ

хугЫ  (т ) <  ^



Раздйляя обй части неравенства на ( у ) 3, получаемъ

у)5,

т. е. тах . произведетя получится при

х  =  у  —  г  —  1 —  и =  у .

33) и — а х ч - Ъ у ч - с г  — X (ж2 +  /  +  га —  г2);

^  =  а —  2Хж — 0 ,

дту =  ъ-Ыу =  о ,

откуда

У =  — , г  =  — ; ж2 [а 2-+-&2н - с 2] = а 2г2; ж =  ± - т =  .аГ-.-_.= 
9 а ’ а  ’ *- -1 ’ У а2н-Ь2-ьс2



Значешя

аг Ьгх  =  - =  у  —  -р------------  , г- » / . У? ' V -лПл \ . I? *
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У а2 Ь2 -+- с2! У а2 -+- Ь2 с2 5 У а2 -+-Ь2 -н е 25

соотвЬтствуютъ шах. м, а

— аг — Ьг — сг
X =  - 7 =  ■■ У —  -= = .____• 0 :---ч/-9 .7 ,9  I 1о/ ^  ■»/_*> . 19 . „9'Уа2 -+-Ь2 -н е2’ У Уа2-4-62-н с 2’ Уа2 -нЬ 2 -н с 2’

соотвЬтствуютъ тш . м.

34) Значешя

ж =  ?  я (У  й - ь У б  +  У с ) ,

у — У Ъ  ( У  й - н У б н - У с ) ,

я =  У  с ( У а - н У & н - У с ) ,  

соотвЬтствуютъ 1ШП. м.

о 5 х д . _  "(У-*- Ч -*-*•) у  _ _  Ъ(р-+-д +  г) с (у  +  ; + г )
/  р  1 У г 1 г 1

соотвЬтствуютъ т т .  м.

36) * = т >  », = й * ' 8 =  й .

соотвЬтствуютъ тах . м.

3 7 ) х  =  у =  *  =  $ ,  

соотвЬтствуютъ тах . и.



38) Въ этой задаче требуется определить наибольшее и 
наименьшее значешя

у2 =  ж2 -+- у2 ч -  г2,

гдй х, у, г координаты точки пересйчешя данной поверх
ности съ плоскостью 1 х ч -т у  ч - п г  —  0 . Вопросъ сво
дится къ опредйлетю наиболыпихъ и наименьшихъ значенш

и  — х2ч-у2ч г 2—X [у4- а 2ж2- Ь 2г/2- с 2^ ] -2 ( х  (1хч-ту-*-пг). 

у  2  =  ж— Хж (2г2 —  а2) — |*г =  0 ,

Т  % =  У ~ ' к У (2^2 — Ь2) — [ХОТ =  0 ,

=  (2г2 —  с2) —  (ли =  0,

откуда получаемъ
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X  =  -4-
и следовательно

_МДГ2_ 
л  —  г2 — а2’

[хтг2
У   Г2_Ь2>

  [ЛИГ2
Я —  г2 — с2’

Принимая во внимаше, что 1х -+- т у ч -  пг  =  0, полу
чаемъ

I2 г2 т 2 г2 п2 г2 _~
Г ! _ а 2  +  Г2 _ 4 г  +  Г2 _  с 2  ’

т. е. биквадратное уравнеше относительно г, одно значеше 
для г2 будетъ т т . ,  а другое тах .



XVIII. 3 9 — 4 1 .

39) Вопросъ приводится къ тому же, что и въ предыду
щей задаче, тутъ только разница въ уравнены поверх
ности, именно, уравнеше однополаго гиперболоида

х 2 у 1 г 2 ___  .
а* "4" № 7* 1 •

40) Площадь эллипса =  тггхг2, где г 1 малая, а г 2 боль
шая полуось и следовательно, вопросъ приводится къ опре- 
деленш та х . и т т .  выражешя

г2 =  (х —  а)2 н -  {у —  [З)2
при уСЛОВ1И

А  (х —  а)2 -г- 2В  (х —  а) {у —  (3) С (у —  [З)2 1 =  0.

Мах. и тш . г2 определятся изъ уравнешя

г4 {А С —  В 2)-* -г2 ( А - ^ С ) ч -  1 = 0 ,

следовательно, площадь искомаго эллипса будетъ =  .

41) Объемъ эллипсоида равенъ где г15 г2 и г3
суть полуоси эллипсоида.

Вопросъ приводится къ определенш шах. и т т .  вы
ражешя г2 —  х 2 у2 -+- г2 при условш

ах2 н -  а у 2 -+- а" г2 -+- 2Ьуг -+- 2Ъ' хг  -+- 2Ъ" ху  =  с.

Объемъ эллипсоида будетъ равенъ

3
тсс5

Уаа' а"— аЬ2 — а' Ъ'г — а" Ъ"г — 2ЬЬ' Ъ"



42) Искомая точка такова, что изъ нея стороны даннаго
2треугольника видны подъ угломъ =  у  тг.

43) При Х =  ^ -=  у —  /—( 2р /—л;2-ьУ Т ’ / 3  (2-+-УТ)’ УТ(2 ч-1/ з ) ’

гд'Ь а: половина основашя прямоугольника, у  его высота, г 
одна изъ равныхъ сторонъ равнобедреннаго треугольника.

44) РЬшеше задачи совершенно аналогично съ рЬшешемъ 
предыдущей.

45) Рад1усы дугь образующихъ загородку, должны быть 
равны между собой.

46) Вопросъ приводится къ опредЬленпо т т .  выражешя

г2 =  (%г —  х 2)2 -+- (у, — у2)2 (*г —  г2)2,

гдЬ х и уг, гг суть координаты точки, лежащей на прямой

х  =  аг -+-р,

У =  Ъг-+-<1,

а х 2. у2, г2 координаты точки, лежащей на прямой

х  —  сг г, 

у  =  с1г -4- 5.
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Заменяя х х, у х черезъ ихъ выражешя въ гх и жг, у2 
черезъ ихъ выражешя въ г2, получимъ

г2= ( а г хч - р — сгг —  г)2ч -  (Ъг1 —  а)2 -+- (гх —  г2)2

и такъ какъ

1  д111 —  +  +  12 д г2 Ч~ Ь 1 »

Л. д2 2-2 — С2 I д? \ \
2 дг2* ’

1 д2г2 ,

Т ^  =  - ( аС- ^ Ы -+- 1) ’ 

то следовательно

^  52̂ 2 Й2-Г2 _  _1_ / Э2Г2 \2 
4 дгх2 дг22 4

XVIII. 4 6 — 4 8 .   2 70  

( Эг, дг2) — (а2"н Ь2-*-1) (с2-*-й2-+- 1)—(ас-+- Ы  -+- 1 )2

=  (ад —  Ъс)2 -+- (а —  с)2 -+-(Ъ —  й)2 >  О

-  . дг2 дг2и значен!я ^  и г2, обращаюпця ^  и ^  въ нуль, соответ

ствуют т т .

47) Обозначая черезъ прямую, проходящую черезъ 
точку Р  и перпендикулярную къ СВ, получимъ, что т т .  
будетъ при

8ш АР {? ___  и
8Ш В Р (^ 1 V '

48) (Черт. IX). Р .4 Сесть сечете преломляющей призмы 
плоскостью перпендикулярною къ ребру, В Е  падающш
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лучъ, х  —  уголъ падешя, у  п г, соответствующее этому 
углу, углы преломлешя и падешя луча В Е  на вторую грань 
призмы, Рд лучъ выходящш и I уголъ преломлешя.

Требуется определить наименьший уголъ и между лу- 
чемъ падающимъ и выходящимъ, т. е. т т .

и =  х  —  у  -+-1 —  г
При уСЛОВ1ЯХЪ

у ч - г  =  а ,

8ШЖ =  [X 81Пу ,

8ш I =  р. 8 т  г ; 

и будетъ т т .  при у  =  г —  у .

49) Нижеследующее решен1е этой задачи я заимствую 
изъ лекцш диФФеренщальнаго исчислешя профессора А. А. 
М аркова 1898 г.

Обозначимъ У^а,ъ) аЬ черезъ V, тогда не трудно убе
диться, что выражеше V  меньше каждаго изъ чиселъ

и потому, точнымъ низшимъ пределомъ значенш V  служитъ 
нуль.

Обращаясь къ разыскашю наибольшаго значешя V, 
станемъ вместо V  разсматривать



1§ Г =  1§ а -+-1§ хг -+- ]§ х2 -+--------+- 1§ хп -+-1§ Ъ

- 1§ (а-над -  ]ё  ( х у -х 2)  --------  1§ (хп_ _ + х п) -  1ё  (х+ Ъ ),

при чемъ, для сокращешя Формулъ и разсужденш, введемъ 
еще тагая обозначешя

а =  х0,Ъ =  хп̂ 1.

Тогда полный диФФеренщалъ отъ 1§ V  представится 
суммою

а \ ё  Г = У  { - ----------  1 1 й х .,ХтХ (ж* Ч —\ ~*~х к хк -* -хк-*-\) * ’

гдЬ
к =  1, 2, 3 п.

ЗатЬмъ простое вычислеше даетъ равенство

________ 1_____________ 1 __  х к_ л_____________ 1
хк хк—1 х к хк +  хк+1 Ч  (Ч —\ -+- хк) Ч  +  Ч-+-1

  хк—1 хк-л-\ хк~
хк (хк—1 +  хк) (хк •+■ хк-\-\)^

поэтому имЬемъ

г) ь  у =  " V  ч -х  ч ^  -  ч 2 л
хк (хк—1 +  хк) [хк н_ хк-§-1) ^

  -----Х0Х2 ~ Х12 Л *1 хг — Х22 ,7Т .
Х1 (Ж0 •+" Х0 (Х1 Х2> 1 Х2 (Х1 ■+■ Хг) (Х2 Хъ) 2

XVIII. 4 9 . -----  2 7  2 —

^_________ Х П — 1 ж П-4-1 —  х п  Л ~ .

х п (х п  — 1 "+" *п) (Хп ^П -ы) ”
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Приравнивая Л 1§ V  нулю, получаемъ рядъ уравненш

ах2—  х *  —  О, х х х3— х 2 =  О, , х п_ г Ь —  х 2 —  О,

откуда выводимъ

Ж1 __  2̂___ 3̂ __ ХП __ ^
а Ху х 2   я:п  , жп ’

ж1 =  а ,̂ ж2 =  а<2, х3 —  а1ъ, . .  . . ,  хп =  а̂ п, Ь =  аГ'*'1 
и наконецъ

я + 1 ___

< = У т -

Отсюда можемъ заключить, что при найденныхъ нами 
значешяхъ

Ху, ж2, . . . .  у х п

выражеше V  достигаетъ своего наиболыиаго значешя, если 
только примемъ за достоверное, что наибольшее значеше V  
существует ъ.

Изсл^дуя загбмъ выражеше д} V  при найденной нами 
системе значенш

х , у , з , . . . . ,  1г

можемъ убедиться, что при этой системе значенш

х , у , г ,    I

оно остается числомъ отрицательнымъ, каковы-бы ни были 
величины диФФеренщаловъ

йх, с1у, й г , . . . . ,  сН.
18
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Отсюда с.тбдуегь, что при

выражеше V  достигаетъ тахш ш п’а (наибольшаго значешя 
по сравнетю со смежными), какъ было обнаружено впервые 
Лагранжемъ.

Изследоваше это нельзя признать вполне достаточнымъ, 
если иметь ц’Ьлью строго доказать, что полученное значеше 
для V  есть наибольшее не только по сравнение со смеж
ными значешями, но и со всеми значешями V.

Для строгаго доказательства, что при

действительно достигаетъ своего наибольшаго значешя, 
остановимся сначала на случае п —  1.

ж1 =  М, х 2 —  а12, . . . ,  х п =  а1п, I —  "|/-^

выражен!е

V (а -+- ж1) (хх ч -  х 2) (хг +  х , ) . . . .  (хп ч -  Ъ)

Тогда

(а -+- х х) (хх ч -  Ь)
И

1 1 1 аЪ — ж,2
х 1 а-л-Ху х , ч -Ь Ху (а ч - Ху)(Ху ч -  Ъ)'

Следовательно, съ возрасташемъ х 1 отъ нуля до у аЪ 

функщя V  возрастаетъ, а при дальнейшемъ возрастанш ж1 
она убываетъ.
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Такимъ образомъ мы убеждаемся, что при ж, =  у /а& 

выражеше
яж, Ъ 

(а -+- ж,) (ж, -+- Ъ)

достигаетъ своего наибольшаго значешя.

Установивъ это, мы можемъ уже предполагать, что 
теорема о достиженш выражешемъ

т т  ЙЖ| ^
(а -н  ж,) (ж, ж2). . . .  (ж „_ , -+- х п) (хп н- Ь)

наибольшаго значешя при

й  1 ___
&

доказана для случая, когда гг уменьшено на одну единицу, 
т. е. заменено числомъ п  —  1.

На этомъ предположен^ будутъ основаны дальнейшая 
разсуждешя.

Пусть х п =  аЬп, где I означаетъ произвольное данное 
положительное число.

Разсматриваемое нами выражеше V  можно представить 

въ виде произведешя числа на выражеше

ЙЯ!| ОС^

(а -н ж 1)(ж1-+-ж2) . ..(жп_ 1 -+-жп) ’

отличающееся отъ V  только темъ, что п  уменьшено на еди
н и ц  и Ъ заменено числомъ х п, которое мы считаемъ те
перь числомъ даннымъ.

18*



Поэтому согласно сделанному нами предположение, это 
новое выражеше

СМС-у ОС 2  • - . • СС /у!

(а и- ж,) (ж, -+- ж2)----- (жп_ ,  н- ж„)

достигаетъ своего наибольшаго значешя въ томъ случае, 
когда

х х =  х 2 =  аР, . . . ,  х п_ 1 =  сЛп~ 1.

Следовательно, если положимъ х п =  а1п, то при дан- 
номъ значенш I мы получимъ наибольшее значеше для V, 
когда положимъ

х г — аЬ, х 2 —  а Р ,. . . . ,  жп_ 1 =  а1п~ 1.

Итакъ наибольшее значеше для V  будетъ

у   аЫп
У (1 ■+■ <)п (Ь ■+■ аР1)

и следовательно, при хп =  аР1, должно быть

ах1хг . . . . х п  ,  хп Ъ аЫп
(а -+- Ж!) (а-§-х2)  хп) (хп +  6 )" ^  (1 1)п (Ь -+- а(п) ’

где знакъ =  имеетъ место только въ случае, когда 

ж1 =  аЬ, х й =  аР , . . . . ,  жп_ 1 =  аЬп~ *. 

Обращаясь къ изследовашю выражешя

аЫп

. -к,,!.,гЛГч

XVIII. 4 9 .    2  7  6  -----

(1 н- 1)п (Ь -+- а1п) ’



XVIII. 49 .

находимъ

, , аЫп Г 1 1 а<«—1 "1 , .
« (1 +  ()«(Ь+(йя ) - П |_« 1_н< Ь +  (й“]  ^

  Ь — ,.
* (1 -+- 2) (Ь -+- аЬл)

и отсюда тотчасъ же заключаемъ, что при

Ъ =  о*""'1 

оно достигаетъ наибольшаго значешя

м
аЪ |1 -  \ « аЪ

И Г Л 1

/ п - 1-1 м+1 \п-Н1
^У о~-»-У1Г^

Такимъ образомъ мы приходимъ къ другому неравенству

аЬ4п ^  аЬ
(1 -+- ()п (Ь ■+■ а(п) ̂  /«+1 я+Цп-м 5

\У  а  -+- У Ь /
V

гд'Ь знакъ равенства имЬетъ мЬсто только при

Ъ =  а1п+ \
т. е. при

п+1_

‘ =  У т -

Сопоставляя же послЬднее неравенство съ неравенствомъ, 
найденнымъ раньше, заключаемъ, что выражеше V  дости
гаетъ при

N



П4-1

хх —  аЬ, ж2 =  аЬ2, . . . .  хп =  а̂ п, г =  | /  

своего наибольшаго значешя

аЪ

XVIII. 4 9 . XIX. 1— 8 .   2 7 8  ----

Ь

/ п-4-1 м-|-1 \Я-Н-1 •
[У  а - н У  Ь )

XIX.

*) ^  1ё  (,ач-Ъхп) ч - С .

2) а агс з т  —  У  а2— х 2 -+- О.

3) - У у — 1 -* -С ,Т А Ъ у  =  ^ .

4) агс зш у  н — С, гд’Ь у  —  х—=^.
У 5

5) агс зт ^ /н -С , гд-Ь у ~ ^ ~ .

6) агс соз у- ~  -+-С, щ Ъ у  =  У .

(х -+- а)2 -+- 2а2

-  1д (х2 -+- 2ах -ч- За2) —  агс 1г ^  н -  С.
а У 2  °  а У 2

2 (га — 1) (ж2 -+- а2)"—! ~Н ^



—  2 7 9  —  XIX. е — 1 7 .

9) - Ц  +  С, гдЬ у  =  ~ .
(У — 1) *

10) V I  -+-х2 =  г.

Употребляя подстановку Абеля, именно, полагая

VI ч -х2
получаемъ

йг' йх йг’
йх ’ г 1 — г'2

и слЬдовательно

[  =  1* (!  в ) —  \  18 (1 С

=  1§ О [х -+- V 1 -+- ж2).

ю  '8 гл* У =  Т

12) ж3-+-ж4 — ж5н - С.

13) — - ,  +  С. 14) У ж ч - 1 § ж — ^ к - ь С .
Ж

15) ^ ъ ™ сХ% У -*-С1 т̂ У = = Хй -

16) ш ]% У г ^ - + - с ' Т1& у =  5>-

17) агс з т  г  +  С, гд'Ь г  =  ^гр«



XIX. 18— 2 9 .   2 80 ---

18) -  У(аЬ)2т-у- х п -+- С.

19) У х 2-*- 1 — 18 ~*~а

20) ]§[ж-+-Уж2— 1] н -агс  зес х-+- С.

21) - V  -+- С, гдЬ у ^ = ~ -+ -Ь .
ауп

22) =

23) ^ = ъ г с ^ у ч - С ,  гдЬ*/ =  ^ - 1.

24) !§[«/-*- У  у2— 3] -+- С, гдЬ у  —  х  н

25) — агс 8111 у-+-С, ГД’Ь у сх — 1
У~2

26) — агс сов а у 1  -+.С, гд^ у  =  — .'  а у  2 * ж

27) —1§ [ш/-+- 1 -*-У(ш/-+-1)2 — 2]-+-1§ С, гдЬ ?/

28) —^  - X — . - 4-  ( \  гдЬ « =  28^р* 1/1 -|- ?/2 > А  ̂ У ц _  рг'
а 4

полагая, что 2 > ^ - .

29) , -х - - Ц . ,  ** +  * =  +  С
V  х 2 р х с [  I3 Ух2 ч - р х ч - д

  2(2 д ч - р х ) _______^
(4д — р 2) Ух2 -л-р х  -+- д



  2 8 1    XIX. 30—47.

3 0 )  Ц х ' + Ъ р х - ' + С .  3 1 )

33) т * - ^ - т ( 1 + хУ-+-т*1 +  с -

3 4 ) У  (ж — I)2 Т  (ж — I)3 ’+~ ^

35) 2 [ | у -+-у  г5'-+-я8 -« -^  н -С ,  ГД'Ь г — У х — 1.

36) агс зш | / “г -+-&

37) 1§ (аа-л-Ъх - у- сх2) -+- С. 38) —  4 (2^ Зх2)*-+-С.

39) — у  1§у-*-С , гд6 Г = “т г |-  40) 1 д Ц |- 4 - ( 7 .

41 )  4 2 ) в * г а - а

3
43) агс1§(2я: —  1)н-(7. 44) —  (1 — жа)5-нС .

4 5 )  (2а:2 - 4 - 1 ) 6 ’.

4 6 )  агс 8111 (У  2  8111 Ср) -4- С, ГД’Ь 8111 <р =

. _ч X • 5 ос /->
4 7 )  -—=  агс зш  . -4- С.

’ б У З  2 / 3 - н  4ж2



XIX. 48— 61. —  282 —

48) 1 1  +
’ 20 2 Уз 4ж2 — 5ж

49) 1§(7(ж— 1) У(ж-+- I)2 (х  —  2).

50) 1*0 { % = ? } * -^ ^

51> ‘8 уф’- Л .  2 2 агс *8 (х -  1) ч -

к л\ 1 1 ж 2 1 1 а: +  У 3 л
5 2 >

58> Т  '« —  4 1) —  Т  агс ‘8 * и -

5 4 1  1 1п- * 55( * - 2 )  13 . + 5ж3- З ж 2ч - З ж - 1  р
1  40 => (ж2-н I)28 ю  аГС 1Ь Ж 4ж2(ж2-+-1) (у

к 15ж4 — 30ж3 -+- 40ж2 — 20ж -ь  7
^  Щ х ~  1)5-------------------н С -

к с \  1 1„ * г +  * У 1 + 1  1 , ж У Т  „56) —р= ]§ — — — - н -----^ = а г с ! г ^  5-+-(7.
4 У 2 ж — ж У 2 -+-1 2 У 2 ® 1 — ж2

57) 1 1& -— | и— 1 =  агс - 1  -+- (7.7 ь ж +  1 з у  2 у 2

2 (ж2 1) У  а гс  х  - + - ( 1  -+- ж2) н -  О.

59) 1 « н г 1 -*-<?. 60) 18 СУ7 ! У 3’-

61> г а - Ц Э Д ' - С .



63) 1§ С {х —  2)3 {х —  З)4 (х —  4)5.

64) 1  Уа2* ? ~ ------ ± -1 -ч -С .> 2а [_ ® х ч - а  а;-^-а^

65) * С ( * - ь 2 ) .

««> Л » Ь ) ' 8 Й | - а  67> +

6 9 )  Н 1 —  з У - *"^ 1? ( 1 + ж !) +  ® ‘? *  +  6.

70) 1е [ о  (1+У)" (х2ч-А)1 (ж—I)5 (ян-1)в] Ч- 2 агс

1 Г И  1 *-*- 3  11а:3 -к- ЗЗа:2 — 19а; ч- 23~] .
7 1 ) и 1 т ]% ^ = п --------- ( « - ! ) » («и-з)«

—  1"Н41- 2 агс (жУ2 — 1) — 1 1§ (я2 -+* ж У  2 -+- 1)

н - 1 ~ 1/ агс % (х У  2 -+-1) -+- С.

73) |  агс 1§ * н —§■ агс*8 - ^ с '-

  283 —  X IX . 6 2 — 7 3 .

62) +



74) Алгебраическая часть этого интеграла будетъ

1
3 (ж — 1)*

75) Алгебраическая часть этого интеграла будетъ

X
(рс -+-1) (х 2)2 *

7 6) Алгебраическая часть этого интеграла будетъ

12ж2 — 5ж — 1 
2 (ж3 — ж2) '

77) Алгебраическая часть будетъ

х 2 — 2ж — 2 
ж3 -+- а: -+- 1 ’

при чемъ трансцендентная часть этого интеграла равна нулю.

78) Алгебраическая часть будетъ

ж2 н- 9ж — 9 
ж3 -+- Зж2 *

79) 2 (Р - « 2) г2-нЬ2- а 2>  ̂=  «3 Н- Ж2.

80) Вопросъ приводится къ интегрированию

1 Г (1 — г)т~+~п 2 л _
(а — Ь)я»-«-п—:I )

 ж — а
х — Ъ'

XIX. 74—80.   2 84 —

гд-6



285 — XIX. 81—91.

81) (̂ Гь? [ - 7 — 3 1 § * н - 3 * - |а 3]н -(7} гд-6
х  — а 

г = ^ Ь -

82) ж2 «2 ^  (а2 — ж2)Н- С.

83) ^  [ — гд^^ =  а -*-сж2-

84) 1 [ 1 6 У - » - | .  — ^ ] - + - О, г д 1 з ? / = : 1 - н ж 2.

85) — 1§ |>2 ■+■ 0 -+-1] ^у- агс -+- С, гд6

  1_
х 2

88) 6

89) — 4 - х  У х - ^ - х  тУх— -§- Уж3-н6 Уж—2 1§(Уж—1)

-+-1§ (У ж н -У ж н -Х )— 2 УЗ агс1§ 2 у^ ~ - 1--«- О.

90) 4 [ у  — ̂  — у  — у  — « и - 1^(1 -+-*)]-+-С,

гд'Ь __ _
г =  У 1 -+-х.

3
91) ' 1 У ~ — -------------( 1  - + -  ж 4) " - ! - агс (1 - н ж 4) * - * - ( 7 .

А



XIX. 92— 101.   2  8  6 -----

9 2 )  1  Ц у  —  *Г] н -  С , гдЬ  г  =  V 1 -+- 2ж2.

9 3 )  2 ( 1 - н ж ) 1

п . л 1 Уж — 1 Г 1 5 1 6 .3 1  5 .3  , / , / ------гч п
9 4 ) т — Г ~ Ь ^ 4

9 5 ) 4 (1 -н  ж2)2 2 (1 -нж2) 2 ^  ^  Н -Н  ^

ос\ 3 Г*10 2аг? а2г41 п
9 6 ) р  ы — Г ~ * — Г ] - н 6 >

ГД’Ь

г —  (а -+-&ж)\

97) (1 ^ 3 ! - н а

98) 1§ (1АУ)!— 1 — 2 агс (1 + г ) ’ - ч - С .
(1 +  ж)> +  1

99) у  |к  (1-+-2ж2) У 1 -ь ж 2-*-1§ (У  1н -ж 2— ж)^ -н(7. 

1 0 0 )  ср —  ср -+- С, гдЬ  ср =  агс  зш  х .

1 9 1 )  4а2 (а2 — г2)2 8а4 (а2 — г2) 8а3 ^  ^
4

+  Ш  ^ ( « 2 —  « * )ч -С 7 ,

гдЬ

г =  У а 2 —  ж2.



  287 ----------  XIX. 102—111.

10 2 ) +  ̂ х )  У Т Т ^ - ± 1ё С (х +  У й ^ ) .

1 0 3 > ( я - Й * ) У 4 * 5 ^ ^ 1 3

104) — 2 0 3 -I- 9 г ^ -I- С, гдЪ г — У 3 ч- 2х2.

105) — ч-С, гд-Ь <р =  агс соз х.

106) зш ср ч-С, гд^ ср =  а г с !§  х .

Ю7) С { х ч - У * = I).

108) 1е с? [-

1 1 0 ) Полагая

[~3 + ж  - -2 У 1  — ж — ж2П 1 0 0 1  2 11 1 -*-ж _| ‘ х и у >) 5 ^

1
Ж Н =  0,ж ’

получимъ

йя   Г Лу Г_________ " _________ = _ г ___
 ̂ (г -+- 2а) Уг2 ч- 2аг -ь  2 (Ь — 1) 1 (  ̂— 2а)г -н  2 (1 — Ь)

, « — 2а ^;агс со% * ч-С,
У 2 (1 — Ь) °  У 2 (1 — Ь)

гд-Ь

I/ =  У г2- ь  2 а ^ -н  2 (Ь —  1) —  -г.

1 1 1 ) 1  4=  18 ^ ^ —^ \ч-С.
> 3 + 1  У 2 Уж3 -  1 /



XIX. 112—118. —  288

112)
' 2 / 2  ® |_

VI ч - х 2 ч~ X V  2
V I ч - х 2 — х  V 2 .

1 , х V 2 ^
113) -7= агс % /- - -+-С-1±0) у  2 в 1/ 1 _ ж2

; V 2114) агс вт  х  4= агс
> V 2 У1 — х2

115) Употребляя подстановку

х ч  — г,

1 ч - х 2 ч -  V I  -

получаемъ, что интегралъ этотъ равенъ 

1ё С

116) Полагая
1

х  —  V  =  г,X 1

получаемъ, что интегралъ этотъ равенъ

-Ух*'-18 о [ ! Ы ^ ± Г ] .

117) Полагая
х ч  —  г,X ’

получимъ

Г — =  -У  агс вш у У 2 —н С, гдЬ у ■
1 г V  г2 — 2 V 2 у  у

118) Полагая
х  =  г,X ’



получимъ

= т ? 18 о ,

гд'Ь

— 289 ---  XIX. 118—122.

119) У яч-1-*-С, 

ГД'Ь

120) Полагая
1х н — г.X 5

получимъ
 Г — - Аг  =  агс 8111 у  - 1-  С ,

Ь  /я *  — 1 У ’

ГД'Ь
1

У =  у

121) Полагая
1х  — г,х  ’

получимъ

—  Г =  -1= 1§ Гу У З Н -У 1 н-3?/2] —I- (7,

ГД'Ь

2/ =  ,г У ~ 3 .

122) Полагая

19



получаемъ

— ^ Г г т 1 = 1 = а г с  со1е * /

гд'Ь ______
у =  У  г —  1.

123) Полагая

XIX. 122— 136.   290 ----

получаемъ
1 Г  . Лг

гдЬ

I 1 ■+ _ ^ )

■ И т 7 = т = а г с  со1в у - ь С '»

=  У * — 1.

1 2 4 )  ^  У а - ь & е * ж - н а

125) ^  [ 1 * * — _ ^ ] _ - а  126) агс *  ех+ С .

127) 128) ^ ^  +  0.

129) еж (ж3 —  Зж2 6ж —  6) -н  (7. 130) Г^ 1 Н-С7.

131) ^  [ ( ^ ж ) 2 — ж- н  ! ] - * - ( ? .

1 3 2 )  - ^ 2 +  » - ж2 +  1  Г ^ .
'  баз3 Ь  ^  х

1 3 3 )  еж 1 § ж н - С .  1 3 4 )

1 3 5 )  “ 2 +  С. 1 3 6 )  - ^  +  0 .
'  1 _нж  7 /1 -4 -® *



» » )

138) ех У \ ^ ч - С .

1 3 9 ) 2 (в® — I)2 2 (в* — 1) 2 ^  ех  — 1

140) 2еУх [ж1— Зж -+- 6 Уж — 6] -+- С.

141) жи(ж-+-а1§ж)(а1§ж —2а)-ьу-+--|- аж2-+-2а2ж-+-С.

1 4 2 > — 1в ( в -4- Ьв**>- * - * » ]  Н" а

1 4 3 ) Т ^ П Г х  —  ^ ^ ( а ч - Ъ х ) ч - С .

а а \ 1е (а -н Ь2 ж2) 2Ь , Ъх ^1 4 4  ) ---- — а г с !е — нС.> х  а °  а

145) —. х 1§ ж Х-=  ГУ с ж-нУан-сж2] ч-С.
’ аУ а-н сж 2 аУ с °  -1

!46) - У Г ^ 1 , ^ Й  

н- (а  агс зш ж — Уа2 — Ъ2 агс 8т  а2 >  Ъ2.
о I У а2 — Ь2 ж2)

1 4 7 1  ж -н а  агс ж |
'  (1 -+- а2)У 1 + Ж 2

 291 —  XIX. 137— 147.

19*



XIX. 148—162. 292

148)

152)

153)

154)

ах — 1 а агс 1г х  ^  
------------------б 8 -Н -С.

(1 н -а 2)У1 -+-ж2

149) у  [<Р — у  яп 2 ?] + 0 .

150) ~  [<р 81П 2<р] - н а  151) 1§ -

СОЗ ф

2 81П2 ф 2 ■ а

2 I соз ф

81П ф

2 сов2 ф 2

155) в  -4- ВШ в СОВ в  Н- С083 (Р\̂  -+- С.

156) ж— ж -+- С. 157) у  1§2х -+-1§ совх -+- С.

158) у ! § 4ж— у ! § 2 ж— 1§совж-»-(7.

159) у  ^ х — -у 8 т  4ж~| и - (7.

160) 3 вш3 х  сов2 ж +  2 вш3 ж 
15 ' ■С.

161) 1ё 1§ Х - ^ - х 

1

■С.

162). сов3 ж сов ж ■ а

ю 
-в



1 64) 2 (ж +  8ща;)2

165) ^ а г с 1 в ( ] /1 4 в * ) - - О .

166) 2 (Ъ̂ Га) ^  ® [а 0082 ХЧ~Ъ 8 п̂2 ж1*

167) зш (1§ х)-*-С.
с * Х ,9 б 4*у-*-4

168) -д- агс у -+- С, гд'Ь у — -- -̂--- .

169) у  81115 в  у  8111' в С .

170) уС082<9— 2 соз3 д —I- (7.

171) 3 81П* в у  8111® в  -л-С.

172) -г~  +  0. 173) - |% §^ н - а

174) 2 У 1 ^ [ 1  +  у 1 ^ ]  +  ^

175)

176) Предложенный интегралъ мы можемъ представить 
подъ видомъ

1 (с ^ ж  Ь-*-Ь С08 ж)  ГД'Ь А  =  \ ,  В =  - 4

  293 ---  XIX. 163—176.

1 6 3 >



XIX. 176—181. —  294

и мы получимъ, что

1 Г йж 3 Г Лх1. Г ”  3 Г
б 3 созж 5 )соз ж 5 ^ - н З с о з ж  10

1 , 1 -+ -зтж  3 , ^  2
^ Г^Жж ~  10 аГС § ~2 Н

177) Подинтегральную Функщю можно представить подъ 
видомъ

(1 — соз2 ж) (а -+- Ь соз ж)

и разложить на простМпйя дроби, такъ что

Лх 1
1  з т 2 ж (а -+- Ъ соз ж) 2 (он

Ь2 Г 
Ь2 — аг ) а-

Лх

йж 1 (* . Лх
1 — соз ж 2 (а — й)) 1 +  соз ж

Ь — а соз ж

2Ь2

(Ь2 — а2)2

■ Ъ соз ж а2 — й2 з т  ж

178) а

а2 У а2 — й2

179) ж |- -+ -а

180) При а >  6, интегралъ этотъ равенъ

1 Г Ь з т  ж
а2 — Ь2 [_а. -»- Ь соз ж у ^2

- а

2а , / а  — Ь , ж“1
Р г г | ! а г с ^ У ^ ^ т | - ^

181) При а >  6, интегралъ этотъ равенъ

а2 — Ь2
Ь соз ж

_ а  -+- б зш ж у а 2  2̂

.  Х г.'
2 а ,  1 г У - Ьагс

У а2 — Ь2
•С.



—  295 XIX. 182—193.

182) — соз 4ж — У соз 6ж — -^-соз2ж-+-С.

183) — е—̂~ [соз2 х — зш 2ж -+- 2] -+- С.

184) — соз5 в  ч -С .

е—х185) ^д-[3 (зтж—с о з ж ) с о з 2ж(3 зтж —созж)] ч-С-

186) ех з т  х ч- С.

187) ± * з * н - ^ = а г с 1 в ( У 2  18®)-*-а

« в )

1 8 9 > Л  - 1.;а г с  * е  70В' гд-ь |  ■
I

190) 2 Ух^хч-С.  191) у  (3 ч-  з т  2ж) 2 -у-С.

1001 У  2 +  У 2 т„. созх  — а  У 2 — У 2 . созх — 3 „
' 8 ® соз х  -+- а 8 ® соз ж +  З ’

гдй
2 -+- У~2 о 2 — У~2

а  =  4 ’ Р =  — 4------

193) Полагаемъ

 1________________  А  [ в  | С
'  '  з т  (х -+- а) зт(ж -+- Ь)зт (х-нс) эт(ж -на) вт(х-нЬ) зш (х+е)>



XIX. 193 И 194. 296 —

тогда

А 8111 (аз -+- Ъ) 8111 {X -+- в) -+- В 81П (Х Н -  а) 8111 (х  -+- С)

- * -  С  8ш  (аз -+- а) з т  ( х - л - Ъ ) =  1.

Давая х  последовательно значеш я

аз =  —  а, аз =  —  Ъ, х  =  —  с,
получаемъ

д  1_______  В = _____ -______
8Ш (а — 6) 8Ш (а — с) ’ 8Ш (о — Ь) 81П (с — Ь) ’

р  ______ 1______
' з т  (а — с) зш (Ъ — с)'

Л е гко  проверить, что полученный для А, В ж С  зна- 
ч е т я  делаютъ правую  часть равенства (1 ) тождественно 
равной левой части.

И та къ  предложенный интегралъ равенъ

_________ 1 , . х ч - а  1 , , х-*-Ъ
з т  (а — Ь) зш (а — с) ^  ^  2 вш (а — Ъ) вш (с — Ъ) ъ ь 2

1 | , * + с  р
вш (а — с) зш (Ь — с) 8  о 2 ’

1 9 4 ) Л е б о н ъ  предложилъ следую щ ш пр1емъ для вы чис- 
лешя интеграловъ вида

Г х2 йх Г х2 йх Ъх2 йх  Г айх
1 и2 ,  ) V 2  ’ 1 (аи -+- Ь»)2 И ] [а -н  (ах ■+• Ь) х]2 ’

где
и =  х  зш  х  -+- соз аз; V =  з т  х  —  х  С08 х .



297 — XIX. 194.

Обозначая черезъ II и V некоторый Функцш отъ ж, 
им'Ьемъ

Л̂ /  7 \  V  Р7Г.
Лх V 7/ )  17 V1 ’

откуда
 (1).

Для того, чтобы применить эту Формулу къ вычислент 
интеграла вида

( 2 )  / т * г ,

гд е Л'’— Функщя отъ  ж, нужно изъ равенства К = У Ц >, 
определить Функщю V и затбмъ составить производную отъ 

V  по ж.

Тогда вычислеше интеграла (2) сведется къ вычислению

который иногда бываетъ легче вычислить, чЬмъ предло
женный.

Въ примере 194 имеемъ

17=  и, ж5 =  V  (зш ж -у- ж соз ж —  з т  ж) =  V ж соз ж, 

откуда
  X  т т ^ /    СОВ X  ■+• X  81П X    и

СОЗ X ? СОВ2 X  СОВ2 X  *

Следовательно

,  х2Лх х  г Лхс . х 2Лх __   х________  г
.! (х з т  х -+- соз ж)2 (ж з т  ж -+- соз ж) соз ж  ,1

ч-С.

(х в т  х  -н  сов а;)2 (х  в т  х -+- сов х) сое х  Л сов2 х

81П X  —  X  СОВ X

X  81П X  -+- СОЗ X



195) Въ данномъ случай

II — V, ж2 — V (соз ж — соз ж н- ж з1п ж) =  Ух зтж, 

т. е.
у /  X  у  г ___  81П X  —  X  СОЗ X

XIX. 195—199.   298 —

з т  х

и предложенный интегралъ равенъ

СОЗ X  - + -  X  81П X  ^
• О.з т  ж — х  соз х

196) Полагая
ЬхV: а соа ж -н Ъ ат  ж’

получимъ
Г Ъх2 Ах

[а (ж а т  х  соз х) -+- Ь (ат х  — а: соз ж)]2 

Ъх
[а (х а т  х  соа х) -+- Ъ (ат  х  — х  соа ж)] (а соа ж -+- Ъ а т  ж)

_1_  ̂ Г_______ Ах   и I „
1 (а соа ж -+- Ъ а т  ж)2 а и ч -Ы  ’

гдй
и  =  Ж 81ПЖ-+-С08Ж, V =  81Н Ж Ж СОЗ Ж.

197)  2 |  -------------соз 2,г Ах ---------__ агс  §-п — ^
■! (1-нат2ж)У2ат2жн-8т22ж 1+аш2ж

198) а ^  (1х= ^ > с
 ̂ \а соз х  (ах-*-Ь) з т  ж]2 ах+Ъ а+(ах+Ъ) ^  х

199) Полагаемъ

Ъ — ж =  у и а —  Ьк,



299 — XIX. 199. XX. 1—3.

тогда, принимая во вним ате , что Ь2 —  ас, получаемъ

с — -г- и хк
1 — У

Ах 2 Ъ

Ж-+-С =

(1 ■+- У)2 

Ъ 1 н -й — (к — 1 )у

1 - н у ’

, т 1 +  1; +  (1 — \)уйу, х-+-а =  Ъ 1н1„ ,

, . Ь2 ( 1 ч - к ) 2 - ( к  —  1)2у2
1 +  у , ( * - * -а ) (® -* -е )« т - 1- (1 -1-  у)2

и следовательно

У  к
' у т

2уйу

П олагая  теперь у 2 =  и ,  получаемъ

1
У~с У(  1 -  и) [(1 -+- к)2 - ( к -  I )2 и]

и интегралъ этотъ вы разится черезъ или а гс  1§, смотря 
по тому, будетъ ли с положительнымъ или отрицательнымъ.

1)

2)

XX.
2 [4Уасч-Ь]_ при 4ас_ Ъ2> 0 '

За3 [2 Vас -+- Ъ]2 

1
2м -+-1'

3) И нтегралъ  этотъ  равенъ

йх

V~ 1
1 - Л

йх
х 3 У х 2 —  1



XX. 4— 15. — 300 —

а \  I 1 С08 X  (X 1 2 1 ■ ТС4) —  [а г с  1§ - - .аа; ] о =  агс а ±  у , смотря по тому, 

будетъ ли а  больше или меньше единицы.

5) П ри  а  >  0  интегралъ равенъ —  У

(— 1 )» 1 .2 .3 ....и  . Л6)  при а  >  0 .

7 )  т -  8 ) 9 )

1 0 )  - Ь 1 1 )  ■а2~ ь* . 1 2 )  2аЬ> а2 -4-Ь2 ’ 1 (г,2 +  ь2\2 • 1 Л)а 2 - 1- Ъ2' > (а2 -н Ь2)2 - 7 (а2 - 1 Ь2)2'

13) Полагая
ж =  тг —  у,  

преобразуемъ наш ъ интегралъ въ следую щ ш

(71 —  у )  9111 у Л у

1 -+- С082 у
О * О

»7Г 7Г
  I 31 П у  ,  I X  3111 х Л х

^  \ 1 -+- соз2 т/ У ( г -н с о а 2 ®’

следовательно

,7т
X  81П Х д л  7Г /  , х 7Г 7Г2

ГГ соз2Ж =  —  У (агс <« 008 У)0 =  т-

2а (а2 — ЗЬ2)
'  (а2 Ь2)3 •

п 26 (За2 — Ь2) 
1 5 ) "(а2 -ь  Ъ2)3



16) Полагаемъ

и  —  Н т

СО
соз аж Ах

г  с о  
СОЗ Зж Ах

Е =  0

Предполагая теперь во второмъ интегралй рх =  «г, по
лучаемъ

ГСО ГСО ГСО
с̂ а х =  с— ^ =  —I ж г I ж

*  г  •* 0е 02
: Ах,

откуда

и ---- Нт соз аж Ах

=  И т  { с о з а [ е - * - 0 ( г  —  ±  е ) ]  1§ Щ = 1 ё | - .  

1 7 ) Если X  =  / ‘(ж) есть нечетная Ф ункщ я отъ ж, то

-Г ‘- ( ( х ) -»- V 1 -+- [/'(ж)]2
-Г(х) - У 1  +  [Г(х)Г , 

2 /(ж)Г-

= т [<**т[- - щ Ш  йх = д.
—а —а

Н а  этомъ основанш, полагая: 1) { { х )  —  зш ж , получаемъ,



2) /*(х) =  вш 8 х ,  получаемъ, что

XX. 17 И 18. —  302 ---

I
2

Лх -к
1 -+- з т 3 х  -+- V 1 -+- з т 6 х  2

Т

3) ( ( х ) =  х , тогда получаемъ

Лх
1 -+- % ж -+- VI -+- х
Ъ
т

18) Т а къ  ка къ

2
СОВ X

1 Н- 81П X СОВ X 2с1х =

Л со  ^ с о
_ й ж _  л  е ~ 2*йж —  _1_ Г, а _ е - 2ж Л °°  

2 I е2Х —  1 2 1 -  е—** —  4 1Д& ^  е _̂|0 >
‘ ' о  •'О

ЛСО ЛОО р о
I е^йж   1 | еж (1 е2Ж -,-1  — е~ 2Ж) ^   1 |

е ^ _ 1 —  2 I Т  I Г
••'о •'о •'п

Г°

Л

-% ОО
еж йж
Ж ё 2* ’

' о
ТО

роо л со
1 йж I ех Лх

~2 I егх  — 1 I е43! — 1
•'о •'о

=  [ т  ^  (! — е~ 1Х) ~  Т  Ъ 1 ^ 5  т  агс *§ е*]
ОО

о

=  1 - 1 - ^  2-



— 303 — XX. 19 ц 20.

19) Полагая х  — в,  имеемъ

8 =

йб 
соз2 б

соз б

йб
VI  — (1 — т) зхп2 б

20) Полагая ж4 =  г, получаемъ

Лсо лею

г  =  \ е - *  Ах =  1  е - * г ~ 1 Лм =  ±  Г ф ,
^  0 ^  о

НО

[ г ( 1 ) ] * = 2  ( 2 , ) ‘

Полагая теперь

У 2 ЗШ =  ЗШ 9 ,

т. е.

получаемъ

У 1 — соз О — зш ср, соз в =  соз3 ф,

— зш в АО — — 2 зш 9 соз 9 Й9 , 

йб   У 2 йф
Усоз б

следовательно ’
) / - т

(2тс)̂  Г соз Ч6А0 =  \ У ъ  [ -  . -  й1-
Ч  У - т ЗЩ2 ф



откуда видно, что

Г 2 =  —  р
4

21) Для вычислешя этого интеграла воспользуемся спо
собомъ Липшица, который состоитъ въ сл'Ьдующемъ:

Предполагая на время, что а и Ъ суть дв’Ь отрицатель- 
ныя величины, абсолютная сумма которыхъ не превышаетъ 
единицы, мы въ выраженш

вместо тригонометрическихъ Функцш введемъ показатель
ный и положимъ

а — —д, Ъ =  — й,
тогда получимъ

Т  == |  (2 соз х)а'+'ь сов (а —  Ъ)х йх
о

— ~  (2 соз сов (а — Ъ)х йх,
тс 

~  ~2



—  305 — XX. 21.

( е & н -  1)—з - Л  еггх  (Л— ; 

4г -  Ае21х+ [ ^
1Г

4г

(е гг 'х^ !)— 9— А е21Ж(А— 1) ^

П олагая теперь въ первомъ и  въ третьемъ интегралахъ

а во второмъ и четвертомъ

е*1х =  У к,
получаемъ

2 Г =  Г ( - 5 - ч - » - *  ^
•/ 1 •/

- «  -
^  О

(-1 -4 -1  )—9—кеЯ™ 19—1
м

(=^ 5 _ь 1)—ЯГ—л е— Мк 
4г

_ « _ Л еЗгтс -  е-9*к
4г

^ - З - Л

^ [ ( 1 -
•'О

^—д—ку̂ д—Х ^  .  81П АтГ (1

зш дп  Г  (1 — д  — Ъ) Г  (#) з т  Ал: Г (1 — д — А) Г  (А) _ 
2 Г (1 — Л) 1 2 Г ( 1 - з )  >

20



принимая же во внимаше, что, какъ известно,

В ^  =  Г М Г ( 1 - » ) ,  =  Г Г (1— *),

мы получаемъ

2 у —  Л  г 0-— 9 — п) л  __г О — 9 — Ц

XX. 21 И 22.   3  0  6  —

2 Г (1 — 5Г) Г (1 — Л) 2 Г (1 — <?) Г (1 — Ъ)

  •яГ (1 — д  — К)
—  Г(1 — 5г)Г(1 — А)

и следовательно
у  г (1 — д  — Ц

2 Г (1 — д)Г (1 — Ъ)'

Формула эта впервые получена Коши.

22) Полагая
1и ч-тV = --------- ,пич -р  ’

выберемъ V такимъ образомъ, чтобы тремъ значешямъ и : 

и =  0, и =  1, и =  х, 

соответствовали три значешя V.

« =  О, V = ^  и V =  оо.

Для этого мы должны положить

и (х — 1)V =  —-------х  — и 1
т. е.

ежи  — V — 1 ч -  х ’



307 — XX. 22 И 23.

тогда
Л1

3 = Ли
У и2 (и — I)2 (и — х)г У х (х — 1) I V®2 (ю — 1)

Лю

но та къ  ка къ

Лю
V 3 (V  1) 3 (IVу  „2 („ _  1)2 

о

есть число постоянное, то  з — алгебраическая Ф ункщ я отъ  ж.

2 3 ) Предполагая п  =  2 к  - + -1 — нечетному числу и по 
лагая ж2 =  у ,  получаемъ

2 к- - = / :•'О
ж2*-1”1 е~х2 йж =  У Ук е ~ у с1у =  { - у Ке - Х

Л ОО

• & Ук~ 1 е~ У йу =  1 • 2 . 3 . . . .  к.
О

Если ж е  п  —  четное, то

2&

оо

ж2* е- ^ 2 йж =  — ̂  (ж2'1" 1 е- жг);1_ /„г/с—1 „—Ж2 \° °  
2

ЛОО

• ̂ = 2  ж2" - 2 е- ж2 й х  =  ^  [ — 4  (ж2"~3 е - жТ
•'О

4Ь
лоо

й ж ] ^ ^ - 1̂ - 3) ж2* -4 <Г*2 йж.ж24 -4  е“ ж2

20*



Продолжая такимъ образомъ итегрировать по частямъ, 
получимъ

ГСО
у  =  (2Ь—1) (2 й —3) . . . 3 . 1  ,  (2к -  1) (2к -  3 ) . . . .  3 . 1  у —

2* 2к 2*+1 ’О

XX. 23 И 24,   8 0 8 ------

такъ какъ

йх =  У-Лг .

24) (а) Если 8 =  -— -, то требуется вычислить

Ит [8 (са -н  -4- . . . .  -+- са^ п~ 1)*]в=0.

Этотъ предЕдъ равенъ

(($) Ит [8 ( з т а -+■ з т  ( а- + - 8 ) в т  (а-ь(м—1)8)]й=0

8

= Нт “ I  [еоз (аеоз (б т)]а_0
1 в т Т /  „4 /  *$=0

=  соз а — соз Ъ.

(у) Предложенный интегралъ равенъ

Ит {А [соз3А-нсоз3 2А-*-. . .  .-нсоз3(м— 1) А]}л==0,



—  309 — XX. 24.

гдЬ пк =  7г. Обозначая выражеше, стоящее подъ знакомъ 
предала черезъ 5  и замечая, что

соз3 к =  — соз3 (п  — 1) к, соз3 2к =  — соз3 (п — 2) к, . . . ,  

соз3 (п — 1) к — — соз3 к,

находимъ, что

(8) Обозначая черезъ 8  выражеше

к [зш3 к зш3 2к -+- з т 3 (п —  1) /г],

въ которомъ пк =  тс, и замечая, что

зш3к =  з т 3 (п— 1)к, вш32 к =  з т 3 (м — 2 ) к, . . . . ,  

находимъ, что

Н т 5 '=  2 Ит [к ( з т й -ь зт  2к-*~. . .  . -+-зт (ш — 1) й]Л=0, 

гд'Ь

8  =  —  8 ,
т. е. что

Пт 5 = 0

Итакъ
я



XX. 25. 310 —

25) Промежутокъ отъ 0 до и разбиваемъ на п равныхъ 
частей, при чемъ промежуточный д1злетя беремъ въ арио- 
метической прогрессш, именно:

а 2и (п — 1) 1с
’ »  > « ’ • • • ’ > п ’

тогда

1& (1 — 2 а соз ж-*-а2) йж =Н т | 1д (1 — 2а соз 0 -на2)
й  о

-и  ̂1 — 2а соз ч- а2̂  -н . . . .

-н 1§ ^1 — 2 а соз * -н а2| |  =

Нт ~  1§ |̂ ( 1 -  2 а+а2)| 1 -  2 а сов а2 . .̂  1 -  2 а соз -»-а2) ̂ .

По теорем^ Котеса мы имеемъ, что 

а2П—1 = (а2— 1) ^а2—2 а соз 1 ̂  ^а2—2 а соз 1 ̂  . . . .

 (а2 — 2а соз (й~ 1)х +  1 ),

откуда видно, что

(1 — 2а соз х -н а2) йх =  Нт ^
^  0

=  Ит у  № Ит ~  1§ (а2П— 1), при а >  1 и

=  ит  ^  ^ - н И т  ~  1§ (1 — а2"), при а <  1 .



При п — оо получаемъ, что

11т -Мд (а2П-  1) =  тг 1§ а2,

при а2 >  1 и

1ш [ ^ 1 *  О - « “ ) ] _ „ =  О

при а2 <  1 .

Итакъ
Р*
I 1§ (1 — 2а соз ж -+- а2) ^ж 
о

равенъ, или и а2, или нулю, смотря по тому, будетъ ли а2 
больше или меньше единицы.

; \

26) Сумма

П И И  и
-Т-  -------;  -Н   г - * - .

  3 1 1  —  X X . 25 И 2 6 .

я2 1 н- и2 22 и2 ' * (и — I)2 и2

можетъ быть переписана слйдующимъ образомъ

1

1 - д о  - д о  " "  - ( ^ Г

или, полагая
-  =  й,и ’

7 (1  . 1 1 1 
11 ( Т  1 -н А2 1 -+- (2А)2 - Н -------------1 +  ((и — 1) А)2

получимъ



и следовательно пределомъ этого ряда при к — О будетъ

Л х  тс

XX. 2 6 — 2 8 . —  312 —

1 -+■ х2 4 '

27) Рядъ

И т  ( — +  - ^ = :  +  - р  1 н —. . . ( п у п 2 _  1 т/ и 2 _  22 /  1 1
Уп2 — (и — I)2) п=с

■ Ит

: П т

2 8 )  (« )

Полагая

получаемъ

откуда

1 1 1

]

Г 1 1 — 1 1
и V I -  Н2 V 

•/

%Ъ /%>
ч ЙЖ

1 — (2 А)*

.1
Лх __

У1 — х2 
0

Лх
р1 -нжб

./ 0

№

1 1 ) 
У 1 _ [(п - 1 ) Ц * Л Д=0

(1)

_ 3
Х3 —  у  ' ± У у  3— 1 — у  2 ± у  1 V 1 — ?/3



XX. 28.

И

=  ± 2 у ~ 1У 1 —  у3............................ (2).

ДалгЬе, дифференцируя равенство (1), получаемъ 

3 (х* ~ &) Ах =  — Ъу~% Ау,
или

т. е.
Л х  у ~ 1Лу
х  2 V I  — у * ......................................... '  '

и значить
Лх __  Ау

Теперь спрашивается, который изъ знаковъ ±  нужно 

взять въ |  ср (у) Ау или же нужно взять оба эти знака.
а

Для того, чтобы решить этотъ вопросъ, мы предполо- 
жимъ сначала Ъ <  1 ; тогда, такъ какъ х постоянно поло- 
жителенъ и, при изм'Ьненш х отъ 0 до 1 , у  возрастаетъ, то 
въ уравненш (3) нужно взять знакъ -+- и мы получаемъ 
соотношеше

*3 -  1 (1 ±  У  ̂ )  -  Г Т 7 = р



гд'Ь [3 значеше верхняго предала въ преобразованномъ ин
теграл!;, соответствующее х =  Ъ.

Для значенш же х болыпихъ единицы, переменное у 
убываетъ и поэтому при Ъ >  1 нужно для значенш у отъ 
у =  1 до у =  [3 брать въ выраженш (3) знакъ — и въ 
этомъ случае мы имеемъ, что

частный случай котораго есть предложенный интегралъ

а и & мы беремъ положительными и предполагаемъ, что ин
тегралъ этотъ существуетъ.

с

или, что одно и то же,

^  н - а ; 8 т/ 2  У у — у 4 2  ^  2 гу —у *
о

йх   __  1 йу 1 йу

((3) Мы разсмотримъ

О

О
Въ интеграле



XX. 28.

Заменяя ах -+- У черезъ у , зам'Ьчаемъ, что, какъ при

х =  О, такъипри х — оо, у = о о ;  дляж =  т/-У, «/имеетъ

наименьшее значеше 2УаЪ. Поэтому, когда х возрастаетъ 
отъ 0 до оо, у убываетъ сначала отъ со до 2 УаЬ и за- 
тЬмъ, одновременно съ х, возрастаетъ до оо.

Далее, мы имУемь

аж2 — ху-у-Ъ — О,
откуда

 У ±  у  У2 — 4аЬ
2 а ’

следовательно,
ах = = « л ±  А

2“ 2а Уу2 — 4аЬ

/■ (а® -л~ \ ) Лх:= 1  (У) 1 -4 - У
. 2 2 У «у2 — 4аЬ_

Яу 
а '

Поэтому, принимая во внимаше вышесказанное, мы 

должны, для значенш ж отъ 0 до | / У , взять соотношеше

- , / ьдля промежутка же отъ ж =  I/ — до ж =  - ь  оо, соотно-
шенш

и такимъ образомъ получаемъ



XX. 28.

/.2 У  а Ь

— 316 —

лоо г

[ / • ( « + ! ■ ) < * » = в  [ш
^  о ** оо

лоо

•'о Т/„».
2а I ' ■ т/у* — 4а&]

2 Т'яб

т. е.

'ОО
/• ( аа; 1 ) ^ = 1 Г(У)

2 УаЬ

У
У у2 — 4аЬ й у  (а )-

Полагая теперь

у2 — 4«Ь =  г2,
получаемъ

г СО гОО
/“( в + ] ) й  =  ^  (Уг2 -г- 4а&) йг.

У о У о

Предложенный интегралъ Лапласса

— ж2- 4x5

получаемъ изъ вышеразсмотрЬннаго интеграла, полагая

7 (а х + х )  =  е



тогда

  3 1 7  —  XX. 28.

\
г»00

( Г - ' - в  ] Г - К ^  *  =  ,  Г . " ^ *
•'О •'О •'О

и на основанш равенства (а), мы получаемъ, что

ЛОО ЛОО

\е х 4x2 йх =  еь \е
о о

л —ъА г —  — е  ,

ГД’Ь

2 =  х ч ~^-

у) Разсматривая

I*2/■ (а соз х -+- Ъ з т  х) Ах,

въ которомъ а и Ь положительный количества, полагаемъ

а соз х -»- Ъ вш х — у ,

тогда получаемъ, что при

х =  0  и х =  2-к, у =  а.

Следовательно, при возрастали ж отъ 0 до 2тг, у долженъ 
различнымъ образомъ изменяться. Если мы выражеше

а СОЗ X -+- Ъ 8111 х



перепишемъ подъ видомъ

а  ^С08 X Н— 8Ш х  ̂

XX. 28. — 3 1 8  —

и положимъ
Ъ  4-

Т  =  *8  « ,

гд’Ь

а соз (ос — ж) ' ,  _  о з т  (а — ж) ^
соз а ’ ^ соз а

соз а <й/ соз а с?*/
’ а з т  (а ~  х) ±  Уа2 — уг соз* а '

Теперь очевидно, что, при

а — х — О, 

у имеетъ наибольшее значеше равное

то

У°  соз

Ах

- ^ -  =  У а 2 - н Ь 2;соз а ’

при
ж =  а  +  и ,

у будетъ иметь наименьшее значеше — Уа2 н- &2.

Такимъ образомъ переменная у, при изм-Ъпеши х отъ О 
до а, возрастаетъ отъ у — а до у — Уа2ч- Ъ2; когда же 
х изменяется отъ тг +  а до 2 -, то у изменяется отъ



XX. 28.

— У  а2 -+- Ъ2 до а. Такъ какъ з т  (ос — х) положителенъ для 
значенш х отъ 0  до а и отрицателенъ, когда х изменяется 
отъ 1т -т- ос до 2тт, то для промежутка, въ которомъ у из
меняется отъ у =  а до у =  Уа2ч-Ь2 и для промежутка, 
въ которомъ у изменяется отъ — У  а2-*-Ъ2 до а, нужно брать

йх =  - йу.У а2 — у2 соз2 а

Для промежутка же, въ которомъ у  изменяется отъ 
у — Vа2 и - 1/ до у — — У  а2 -+- Ъ2, нужно брать

йх йу.Vа2 — у2 соз2 а

Такимъ образомъ получаемъ

~2тг рТя’ +  Ь’

^ (а СОЗ X -+ -  Ъ ВШ х) йх  =  Т{у) с о 8 « _ _  с]
’ ]Уа2 — у2 С082 а  *

- У  а*

{ (у) соз а

У а2 — у2 соз2 а 
У т + р

йу- ?(у) соза
У а2 — у2 соз2 а  

'’-Уа'+Ъ*

йу

•У а*+Ь*

Н у) со8 а
У а2 —у2 соз2 а  

—Уа2+ 4 !

Принимая же во внимаше, что

йу.

у  сов а =  -== 
•у Уа2

ау
■Ъ2
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и не превышаетъ а, можемъ положить

у соз а =  а з т  <р;

тогда получаемъ

Л 2т:

/  (а соз х -+- Ъ зш х) йх =  2
О

( (зш  ср V а -  Ь2) й<$.

Въ предложенномъ пример-! мы им’Ьемъ

{  (а СОЗ X Н- Ъ 81Н х ): ' (а соз х  -+- Ь з т  ж)3

и получаемъ, что

Г Ах
=  2(а соз х-*-Ъ 8111 х)3 а

Ау

У3 У  \
Уа^+Ьз

у 2 СОЗ2 а

Г_  „ соз3 а <?<р
а3 I зш3 ф *

29) Интегрируя по частямъ, получаемъ

Л СО /»(

1) Т =  Ж~3С08жЛс =  — \с
^  о * О

оо

Ж~~ 3 8111 X йх.
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Такъ какъ

при
\шхп [х 5 з т я ]я=оо =  0

3к ж - Ь
то следовательно интегралъ Т  конеченъ

2) Полагая х2 =  у, получаемъ

[п
8Ш  х? (1х =  -~ у 4 81П2/ йу

Г* ОО

— ~  т  [ (^ ~ 4 С08уТ - * - т  р  1 008у лу] »
0 •'О

но такъ какъ

О
у 'СОВ г/ йу

конеченъ, то следовательно и

ОО

8ш ж2 йх

конеченъ.

л о о  р с о

3) со8Я2 <&г =  у  и /~  2 со&уйу. 
У о ~ о

а этотъ интегралъ конеченъ.
21



Сходимость интеграловъ Френеля, т. е.
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ГСО
8П1 Ж3 с1х и соз ж2 йх

о

можно доказать еще сл'Ъдующимъ образомъ*).

Построимъ кривую у =  8ш ж3 для положительныхъ зна
чешй ж. Кривая эта выходить изъ начала координатъ ипе- 
ресЬкаетъ ось ж-овъ въ точкахъ

ж — 0, х  —  У к ,  ж =  У  2тг,. . . . ,  х =  У к к , . . . .

Она волнообразна въ роде синусоиды и каждая волна 
им'Ьетъ наибольшею или наименьшею ординатою значешя 
у =  -*- 1 или у =  — 1 . Но волны этой кривой идутъ все 
более и более сближаясь. Действительно, разстояше АпАп 
между двумя смежными точками пересечешя будетъ

У  (п -+ -1 ) тг —  У  пк-
У(п -+- 1)~7г - ь  V  пт:

Разстояше это убываетъ при возрастанш п и стремится 
къ нулю.

Поэтому, обозначая черезъ

и1, м2, . . . .  ип, . . . .

*) Р. Арре1. Ё1ётеп1в <ГАпа1узе шаЩётайиие.



абсолютный значешя площадей различныхъ волнъ, мы па 
основанш вида кривой заключаемъ, что

1*1 >  Щ >  мз • • • • >  ип
и

Пт ип =  О при х =  оо.

  323 ----  XX. 29.

Интегралъ

I

СО
81П X2 с1х,

будучи равенъ алгебраической сумме этихъ площадей, ра
венъ сумме следующаго знакопер еменнаго ряда

—  и-̂  ~+“ и3 —  -+ - .  • . •

Рядъ этотъ сходящшся, такъ какъ члены его безпре- 
дельно убываютъ. Итакъ предложенный интегралъ схо-
ДЯЩ1ЙСЯ.

Подобными же разсуждешями можно доказать сходи
мость

л с о

соз х2 йх.

4) Интегралъ этотъ сходящейся, такъ какъ х~)
при безпредельномъ возрастали х стремится къ нулю.

гч соз аж ^  1 ж1-*'* 75) -г „■< —5, а -2— , ПРИ « <  1'  а2 и- х2 а2 х2 ? а2 -+- х 2 г

стремится къ нулю при безпредельномъ возрастали х.
21*
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6 ) Интегралъ этотъ сходящшся, такъ какъ 

хЧ  х1Ч~А 1ё х =  - т ^ ,  при к <
X*

стремится къ нулю при безпред'Ьльномъ возрастанш х.

7) Ит [хп 1д8таж]а._0=И т [ ^ ( а1̂ ) ”(§т аж)п1ё

При п >• О, второй множитель стремится къ единице, 
когда х стремится къ нулю, третш множитель

1ш  | (зш аж)" 1§ з т  аж] = 1пп Г— асо^ х 1 =  0 ;
°  П (81П а соз а . х ^ =0 >

*

следовательно интегралъ сходящшся.

8 ) Для того, чтобы доказать сходимость этого инте
грала разд-Ьлимъ площадь, заключенную между кривою

  1
У 1 -»- ж* зш2 х

и осью ж на отдельный площадки, ограниченный кривою и 
ординатами, проведенными въ точкахъ дедешя, и докажемъ, 
что рядъ, члены котораго суть эти площадки, будетъ схо
дящимся.

Разделимъ всю площадь на элементарный площадки, 
ограниченный ординатами, соответствующими абсциссамъ О, 
тс, 2тс, Зтс,. . . .  и обозначимъ черезъ и 0, м15 м2, . .  . . полу-



ченныя площади, который все положительны и выражаются 
следующимъ образомъ:

/•тс ~  2тс /*(п-Ы ) тс

«о =  /Xх) <*х, «1 =  /*(*) л», =  / »  Ух,------
• 'О  • 'тс  ^  мтс

  325 ---  XX. 29.

Оставляя въ стороне и0, докажемъ сходимость ряда

Для этого определимъ высший пределъ для ип, полагая 

х =  пт: -+-
получаемъ

/%ТС
льи.

П  I 1  -+ -  ( и т г  - + -  <)4  в ш 2 <
О

и такъ какъ
(итг -+- #)4 >» и4 тг4 — 1 ,

то

* . < | т
У о

ль
- (и 4 7Г4 —  1) 81П2 < ’

т. е.
/»ТС

ль
и п <п ~~ С082 (  +  Я*7Г4 31П2 < ’

'о 
Т. в.

\  <  ^~г  [агс 1§и2и2 *§?<]* .

Когда I возрастаетъ отъ 0 , агс возрастаетъ отъ нуля.
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Когда I =  ~ , агс равенъ — и когда ( продолжаетъ
возрастать до тг, агс также возрастаетъ до тг. Следова
тельно

. 1и„ <  -5—5 тг.
Я И 2 7Г2

Итакъ сумма

~ ь  и  2 •+■ —I— • . . • ■+■ ип + .  . . . }

члены которой соответственно менее членовъ сходящагося 
ряда

будетъ также сходящимся рядомъ.

9) Такъ какъ

то при [а -< 1 ,

при р .>  1 ,

и для того, чтобы

былъ равенъ нулю, необходимо, чтобы р.— 1 было меньше 
единицы, т. е. (а <  2 .



327 — XX. 29 И 30.

ю> и - ( . ? ? ) _ - й . ( г 5 ) „  = о

только при 0 <  р. <  1 .

11 ) Н т  [хп ^ ) ж = с о  =  И т  (хп~ *  в т  ж)ж = с о .

Такъ какъ п >  1, то для того, чтобы Пт (хп~  ̂з т  ж)ж=оо 
равнялся конечной, хотя бы неопределенной величине, не
обходимо, чтобы п — р1 ^  0 , т. е. чтобы 0 <  р. <  1 .

3 0 )  а ) Н т ( * з ^ ) в в с о = 1 ,  

и когда х безпредельно возрастаетъ, то отношеше

X2
а2 -+- х2

постоянно больше нуля.

и, во все время возрасташя х, агс х, разсматриваемый 
отъ — ^  до н— возрастаетъ при возрастанш х.

следовательно предложенный интегралъ не имеетъ конеч- 
наго предела.



31) Интегралъ этотъ существуетъ, такъ какъ 

1§ (2 — 2 соз х) =  1̂  4 -+- 2 ]§ зш , 

а въ примере (16) мы доказали сходимость

з ш |  Лх.

Заменяя х черезъ и — у и обозначая предложенный 
ивтегралъ черезъ к, получимъ

к =  Г 1д (2 и - 2 соз у) йу,

следовательно

.т: тг
2к — 1§ 4 (1  — соз2 х) Лх =  |1§ 2 (1 — соз 2ж) Лх.

•"о I ■’о

Полагая теперь 2ж =  г/, имеемъ

2к =  у  (2 — 2 соз х) Лх -+- |1§ (2 — 2 соз у) Лу.

Заменяя во второмъ интеграле у черезъ 2-  — х, по
лучаемъ 2к =  к-, следовательно
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т. е.

]& вш у  Ах =  — 1§ 2 I Ах =  — тг 1§ 2.
^0 •) 0

При ^  — получаемъ

I ; 8Ш«/ Ау — — т  1§ 2 .

32) Предложенный интегралъ равенъ

1д зш х Ах ■ 1§ 8 туАу,

г д е

х =  т — у,

т. е. онъ равенъ нулю.

33) Обозначая предложенный интегралъ черезъ к, имйемъ

тг

к — [ — соз х 1& 81п х —н созаГ^2

=  [1 §  81П ~  —  1& СОЗ у  —  СОЗ X 1§ 81П —  соз Ж 1§ СОЗ у

— соз ж 1§ 2*] — 1 = 1§ 2 — 1 ,
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такъ какъ
Ит (вт» ^ в т  =  0. 

34) Заменяя в  черезъ тг — 0 въ 

[ в2 1§ зш в йв,
о

получаемъ, что

|  (тс2 — 2ъв) 1§ 8111 ОйО =  О,

откуда

I в 1& вш в (10 =  у
“'О

8111 О Лв =  ТС 81
о

8ш 2у йу

35) Полагая х =  1§у, получимъ

те

ъ =  [ п г г ^ г  йх =  (х ■+_1§ У) йУ
* 0 ^  п

тс к

=  [ 1  н- Ь  ( |  -  у)] й у = \  1§ йу;

следовательно

Л = Т ^ 2-



Г ж Р - Н 1  х Р + г  х Р + ъ  х — Р - * - 1 Х— Р + 2 " ] 1

= — 2(р-*-2)^ 3 ( р + 3 ) ^ - - ~  р - 1 2Ср—2) •’" ^ о

1 1 1 / 1  1 \ 1 / 1  1 \  . 
р — 1 р -4-1 2 \ р  —-2 рч-2 /~*~  3 \ р — 3 р 3 /

2 2 2
р 2 — 1 р-1 — 22_Н р г — • ■ * *

  гс ( 2̂ ТГ 2ргс 2ртг 1
\рг 7Г2 —  7Г2 ^З2 7Г2  —  22 7Г2 ^?2 7С2  З 2  7С2  )

=  {со«81Ис“ } =  7  со!&рт —

Заменяя въ этомъ интегралЬ ж черезъ ж2, получаемъ

( *,2Р Г—2Р -ж2) —  =  2У X [х-гр ■х—гр Их
) 1§ ( 1 - ® )  ^

( а ^ - н а Г * ’) \ё  ( 1 ч - * ) ? -

На основанш вышевыведеннаго мы получаемъ, что

(ж2р х гр) 1ё (1 -+- х) Л х

=  |  со1§ яг  — 2 [ |  со1ё 2ртс —



X X. 36 И 37 . —  332 —

=  ~  [со^тг -  со^ 2рк] -+- ±  ^

  тг соз р п  зш 2рп —  соз 2р7с з т  р-к 1   7Г 1
р  8 т р 7 Г 8 1 п 2 р 7 г  2 р 2 р  а т  2 р ~  2 р 2

или, заменяя 2р черезъ р, получаемъ

(жрн-ж р) 1§ (1 -+- х) 
X̂  р  81П р п :  р *

37) Эрмитъ напечаталъ въ ВиНеНп йез зсзепсезтаШё- 
таНциез, I. I, р. 322 следующш способъ вычислетя

1
+1

а т  а йх 
1 — 2х соз а -+- х2 * 

-1
Полагая

I
-#-1

81П Я-Ах __ о /
1 — 2ж соз а а ; 2 »Ча/>
1

замечаемъ, что
Г ( а ч - к )  =  —  / ' ( а ) ;

действительно,

/■ (а н- к) =" ) = - [ п  
^ —1

‘+•1
это аЛх

■ 2х соз а + 1 1’

заменяя х черезъ — х,  получимъ

Гг/ л \ I 8та(?а/ г, ч/ • ( в  +  те) =  ^ _ _ _ _ = _ Д в ) .



Итакъ

(еетс)  =  — /’(а); ( (а -+- 2тс) =  — ̂  (а-#-те) =  { (а)
и значить /■ (а) перюдическая Функщя, перюдъ которой 2тт.

Намъ, следовательно, достаточно определить значешя 
(а) для а, заключающаяся между 0 и и.

Сделаемъ следующую подстановку

х  —  сов а =  и  вш  а,
тогда

81п о.дх ди
1 — 2ж соа о ч - ж 2 1 -н м 2 ’

  3 3 3 —  XX. 37.

Следовательно

Г о а1па. =I 1 — 2ж соз о -+- ж2 2

для а между О и - и  —  у  для а между т: и 2тг, н - у  для а 

м ежду 2тг и  Зтт и  т. д.

Е сли  на оси ж -овъ откладывать значеш я а, то  лиш я 
у  =  ( (а) будетъ состоять изъ отдбльны хъ отрезковъ  п р я - 
м ы хъ  М1У, Ж' Ж , Ж'' . . . .  и т . д. равны хъ  м ежду со
бою, параллельныхъ оси ж-овъ и расположенны хъ такимъ

81П аг
I 1 — 2х сов а - •х2 с1х —  [агс и ]



образомъ, что МN  соотв’Ьтствуетъ положительной орди
нате, а М' IV' отрицательной и т. д.

Найдемъ теперь выражеше

4-1
зш хйх 

1 — 2ж соз а -+- х2 
-1

подъ видомъ ряда.

Съ этой целью разложимъ дробь

1

хх. 37. —  3 3 4 —

1 — 2х соз с/.-*- х2

по возрастающимъ степенямъ х, принимая во внимаше раз- 
ложеше

1 х  х2 хп 1
а — х  а а2 а3 " ап ап (а — х) ’

Полагая
а =  соз а -ч- г вш а

и приравнивая въ обеихъ частяхъ равенства коэффищснты 
при г, мы получаемъ

, =  з т  а -+- х в т  2а н- хг вт За -+-. . .  .1 — 2х соз « н- х2 ’

п — 1 • я  8 т ( « + 1 ) и  — ж з т и а
• X 8 1 Н  ПУ. Н -  X —г— х-2------------------ 2— •1 — 2х соз а-*-х2

Помножая обе части этого равенства на с1х, интегри-



руя между пределами — 1 и н- 1 и, принимая во внимаше, 
что при т  иечетномъ

^+1

хт ~ Ы х =  ̂т 7
-1

а при т четномъ онъ равенъ нулю, получаемъ, что 

•+1
8111 ОС 7 г» • 2  8Ш  З а  2  81П 5 а  т>-— ^    с1х=  2 вш ан-----о 1 Г Н . . . .  +  1 ,1 — 2х соз а -+- х2 3 5 п7

-1

гд-Ь
Г4"1д    х п [ з т  (п +  1) а — х  з т  па] ^

п I 1 — 2х соз а х2 
-1 - 1

Докажемъ, что, при безпредельномъ возрастали п, 
Вп стремится къ нулю.

Съ этой целью папишемъ равенство

|  [  (ж) Их =  |  { (х) йх -+ -1 /* (ж) йх.

—  335 —  хх. 37.

Заменяя ж черезъ — ж', получимъ

(ж) йх =  —  |У  ( —  х )  йх' =  (—  ж) с?ж,

следовательно

]У(ж) йг =  [[/■(*) -*-/■(— *)] йх.
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Полагая теперь

/ »
_  хп [81П (п и - 1) а — х  зш иа]

1 — 2х сое а -1- хг >

ограничиваясь случаемъ, когда п четное, что вполне доста
точно и, пользуясь тождествомъ

(1 — 2ж соз а -+- ж2) (1 -н  2ж соз а ж2)

=  1 — 2ж2 соз 2а н- ж4,
получаемъ

г  / \ г г  \ ___  2жп зт  (п -+- 3) а 2жпч"28ш(и— 1)а
/ (Ж)- + - /  ( X) ^ — 2^2 соз 2а •+- х* 1 — 2ж2соз2а +  # '

Если мы теперь въ интегралахъ

хп йх
1 — 2ж2 соз 2а -+- ж4

о

хпч~* йх
1 — 2ж2 соз 2а ■+- ж 4

о

увеличимъ все элементы, заменяя знаменателя

1 — 2ж2 соз 2 а н- ж4 =  (ж2 — соз 2а)2 н- зш2 2 а

его наименьшимъ значешемъ з т 2 2а, то мы можемъ поло
жить

/.1 л1
хп йх

1 — 2х2 соз 2а -+- ж4 О
о

хпч~2 йх
1 — 2ж2 соз 2а -+- ж4 О

хп йх 0
зш2 2а (п •+-1) з т 2 2а5

хп~*~2 йх
з т 2 2а (и -+- 3) з т 2 2а ’
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где множители в и в' суть правильный дроби, следова
тельно

1 -ту  0 8Ш (п -+-1) а  6' аш (п — 1 ) а
2 п (и -+- 1) зш2 2а (п -+- 3) зш2 2 а ’

и, когда п стремится оо, Вп стремится къ нулю.

Итакъ

I ^1 з т  а ■, , тс • вш За в т  5а
1 с1х =  ±  - г  =  8111 а  Н----- 5----- 1----- =—2 1 — 2х соз 1 Н- * 2 4 3
—1

. 8Ш ( 2 п —  1) а  1 т> 
2п — 1 2 П п'

Предполагая теперь

получаемъ Формулу Лейбница

7Г 1 1  1  1  /  \к— 1 1  1  т>
Т = 1 ~ Т ~ * ~ Т ~ Т ~ +~ -*-(— !) 2к = 1~ ^ Т В п-

Вследств1е того, что для п четнаго мы им'Ьемъ, при

такъ какъ въ этомъ случае

1 — 2ж2 соз 2а -+- ж4
22
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обращается въ

(1 -на ;2)2

и им’Ьетъ наименьшее значеше равное единиц^, то точная 

Формула будетъ

и отсюда видно, что число ~  будетъ пред'Ьломъ ряда Лейб
ница, если въ правой части равенства возьмемъ равное 
число положительныхъ и отрицательныхъ членовъ.

38) Обозначимъ черезъ у, т. е.

1 Г 1 X  «2___  -1
У 1.2. . . .п  |_п 1 1)(п -н 2) "'"(и 1)(п -I- 2)(«-»- 3)

Дифференцируя, получаемъ

Л Ру   1 Г  1 .2 . . . _.р___________
с1хР 1 .2 . . .  .и [ >  +  1)(вн-2)(»1 +  3)....(»1 ч -р  ч- 1)

1 .2 .3 . . . . (у  +  1) х_ 
(я +  1)__ (пч-р-1- 2) 1

но, такъ какъ

1.2 .. . •(р ч -к ) Т)= Г (1 — и)" Ли,
•'о(и + ! ) ( «  +  2) . . .  . {пч-р  ч - кч-
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ТО

АР у  _  1
ЛхР 1.2....» |мр(1— и)п йи+ . . . . ̂ ,

или проще
л р  у  
ОхР :

Это и будетъ общш видъ для р-ой производной.

Полагая р — п, получаемъ отв-Ьтъ для задачи, предло
женной Эрмитомъ, именно

39) Мы знаемъ, что

/7Г

|  СОЗ X 1§ 8 1 П  X А х  =  ^ЗШ Ж З Ш  X —  З Ш  ж ] =   1 ,

НО

Г соз х 1§ зш х й х = \  соз х 1§ У 1 — соз2 х йх* А * Л

1  Г=  у  ] соз х 1§ (1 — соз2 х) йх

=  — созх  ^соз2х н—~ соз4х н— соз6ж-н . .  . йх.

22*
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и, такъ какъ

Г !пч2п+х п _  2и.(2я — 2) (2и 4 ) . . . .2
х а х — (2пи-1) (2п — 1)....3 >

то мы получаемъ

ГХ 2 2.4 1 ___ .
|_3 _ Н 3 .б " Ь 3 .5 .7 Н _-------^ 1 ’

откуда
2 2.4 2.4.6 2

3.5 3.6.7 8.5.7.9   3 *

40) Мы можемъ положить, что

Р(х) =  (х —  а) (& — *)/■(*)..................(1),

при чемъ по условхю {{х) должна быть положительною въ 
промежутка отъ а до Ъ.

Пусть будутъ т и Ж наименышя и наиболышя значе
шя Д х) въ этомъ промежутк-Ь.

Тогда мы получаемъ неравенства

X Г  Лх  ^  Г Лх ^  X Г  Лх
У т I У(Ь — х)(х — а) I УР(х) УМ I У(х— а)(Ъ—х)"

о ^  а  ^  а

Но

( , - ^ - , ) = 2 а г с ^ ) / с т
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следовательно

У(х — а) (Ь — х)

и предложенный интегралъ будетъ заключаться между

Если мы теперь предположимъ, что аг значеше х, при 
которомъ { (о^) =  т, и а2 то значеше х, при которомъ 
{(а2) =  М,  то ах совпадаетъ съ а2, когда а совпадаеть съ Ъ 
и значить

Выразимъ теперь ((а)  черезъ Р  (а) и ея производныя. 

Дифференцируя два раза равенство (1), мы получаемъ

Р " ( х ) = - 2 / ' ( х ) - 4  [ * - и г ]  Г(*)-(х-а)(Ъ -х)Г(*)-

г* Ах 7Г

*' а

Полагая

откуда

получаемъ

и значить
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X X. 41 И 4 2 .   342

г| хп Ах 

1
по частямъ, получаемъ 

г* хп л 2 п -л/------7" 2пах  =  -  т г У л  —  1 -+Уж 1 2и -+-1 2и -
1

Полагая последовательно

»  =  0 , 1, 2 , 3 , . .  . . ,  п,
получимъ

*

Г хп 1 Ах
1 ]  у ^ г Г

гчХ
| хп йх 2.4.6....2и
) / 1 = 1 3.5.7....(2и+1)

Г жга<&с _  Г (ж — 1 -4 -1 )"  ,
У^Гх У ^31

/ ,гв 2п — 1 2м — 3 1

^  2 "+"(ПХ(ж— 1) 2 (®— 1)

- 2 У 5 = 1  (*_!)«*(*  ( х - 1)* !} ,

что и требовалось доказать.

42) Полагая
СОЗ ХЧ - 1  81П х =  у,
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2 соз а  =  у  -+- у  =  у  -+- у ~ 1,

2 соз пи —  уп-*~ у~'",

,  (1  -+- х у )  ( \  \
1 2ж  С08 а  -+ - я 2 =  ■ ' __________ \  У /

8  8  1 — 2ж сое а -+- х1 8  ,,  . / ,  а: \(1— ^ ( 1 - - )

=  2 [̂ ж# -+- у  ж3 ?/3 -+- у  ж5 з/5 -+- . . . . ̂

п  Г  х  1 х 3 1  х5 1
—4“  2 -------------1---—I----------------------г- —г  н — « . . .|_Л 3 у3 5 у3 _}

{ <рЗ д»5 |
ж соз а -+- у  соз За -4- у  соз 5а -+ -... . >. 

Принимая во внимаше, что

[ > ( 1 § ж Г й ж = [ ^ ( 1 § ж Г ] ^

^ ге Г™” * л ™  ->Л2П~ 1 , 7 ^  2п(2» —  1 ) ( 2 »  2 ) . . .  . 3 . 2 . 1
т +  I)® \18 х) (т -н 1)2«-+-2 )

получаемъ, что

ГХ/1 \ 2Л 1 ЙЖ , .  ~ п ( сов а сов За сов 5а )
] ®) ^ — 4 . 1 .  -  .3 ....2П  ^гпн-г^'згпч-г'^бгги-г'4'*1

43) Для того, чтобы Г  былъ конеченъ, необходимо, чтобы 
при ж =  оо подъинтегральная Функщя была безконечно-ма-
лою выше перваго порядка; такъ какъ будетъ безко-

получаемъ
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нечно-малою сколь угодно большого порядка, то намъ 
остается только разсмотрЬть Функцш Хха~ 1, степень ко
торой п-л-а — 2 должна быть следовательно <  — 1, от
куда получаемъ услов1е а <  1 — п.

Мы можемъ переписать Т  слгЬдующимъ образомъ

ГГ 1  *  -
Я* -] х а-*-п— 1

И 1 »  +  1 (» +  1 ) ( » н - 2 )  ' ' 4 1 . 2 .  . . . «
'0

Выражение стоящее въ скобкахъ, при х =  О, обра
щается въ единицу и следовательно необходимо только, 
чтобы, или а-*-п— 1 > 0 , или же а + п — 1 >  — 1, но пер
вое неравенство невозможно, такъ какъ оно противоре
чить услов1ю а < 1 — п, раньше выведенному; следова
тельно

Предполагая теперь оба эти условгя выполненными, 
мы можемъ написать такое тождество

а -+ -и > 0 , т. е. а >  — п.

а(а-«- 1 ) . . .  .(а -н  п — 1) П” ха~*~п~ 1 йх.
 ̂лО

Разсмотримъ теперь интегралъ

где

и такъ далее.
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Интегрируя 5  по частямъ, получаемъ

XX. 48.

5 = [ ( е- " - Х „ ) 2 ) Г 1
.а-нп—1

йх\

но

[(е—  — 2 ,)  В Г ‘ *“Н" " , ] Г =  0
, а - н п —1

потому что, при х — о о ,  е~х =  0 и степень алгебраической 
Функцш Хп I)"-1 ха̂ п~' равна п-+-а— 1 < 0 ;  при х — 0, 
всгЬ члены, стояпце въ скобкахъ, обращаются въ нуль, 
всл’Ьдствге услов1я, что а -+- п >• 0; далее

и мы следовательно имгЬемъ, что

т. е. получаемъ интегралъ того же типа, что и предъидущш 
и который тЬмъ же способомъ приводится къ виду

,а-*-п—1 Ах,

5  =  [ ( Н -  Х „ _ г) Д Г 2 я 0" " - 1 Ах.
о



Продолжая такимъ образомъ, приходимъ къ интегралу
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при

#  =  Гё~х ж0- " - 1 Лх — Т (а-
о

а - ь « > 0 ,

а мы знаемъ, что, при а отрицательномъ,

. _____ Г(ан-я)

следовательно

г = Г (а и)
1 . 2 -------- ( а - + - п  —  1) 1 . 2 _____(в  +  й  —  1 ) '

Итакъ

при условш

У  =  П е- * — X) ха~' йх — Г (а)
О

1 — п > « >  — п.

44) Мы можемъ

т = о — ** 1 — 2е соа 9 +  е2

переписать следующимъ образомъ:

Т  У — (1 е2)
сЧи —

8 2

(1 +  е)2^ у  +  ( 1 - Е)2



3 4 7  — XX. 44.

Полагая теперь

получаемъ

в 1 — 6

(1 — е*) <И% — /1 2̂\ 1 е   **т
V1 Е '  ГГе (1 —б)2(1 -нт2) 1н- тг>(1 +  б)Ч^у  +  (1 _ Е)2

при чемъ нужно отдельно разсматривать случаи, когда 
и ^ и и « > 1г, Разсмотримъ сначала случай, когда а ^  и, 
тогда

- Ь = ( 1 - * 2)

1-*-е а  ее —
Л 1 - е  6 2

(1 — 8)2 -+- (1 ■+- 8)2 Ц2 1-НТ2

Для случая же а тс, имеемъ

(1  —  е )2  -4- (1  -4 -  е)2 1 § 2  _ _

== (1 — г.2)
(1 _  е )2 - ь  (1  _ н  6) 2 1§2 _

•'О
(1 — 8)2 Ч -(1-1-6)* 1*2.

и можно пользоваться подстановкою

2 1 -4 -6  ■
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Принимая во внимаше, что у  отрицателенъ, въ этомъ 
случай получаемъ

1-*-г а 
1гсо Г

2 I 1 т* 1 -+- т
^  о У —оо

Отсюда видно, что когда г стремится къ 1 и стре
мится къ оо, то

Нт

И т

1+г . а
Л СО — в -й р с о

| ЙТ  I Йт   7С
I 1 —т2 I 1 +  т2 I 1 —х2 Т ’

У о  с о  - I * — 1 • ' о

такъ какъ въ этомъ случай % у  отрицателенъ и значитъ

1+е . а ~п
I—* Т

И т / гV —<
Итакъ

-  [ ЙI—“'О

—  е»
соз в -н е2

=  0.

йв

будетъ ли а <  те или >  тт равенъ -у.



45) Если мы въ выраженш е- *2 зам4нимъ х черезъ хч~1г 
и развернемъ е—(*-*-*)* въ строку Тейлора, то получимъ

  3 4 9 —  XX. 45.

- ( х + п у _ - , X 2  Г - ,  Л  тт Й 2  т т=  е [1 н - т   ] ,

или
— 2йж— Л2  1 й тт й2 ту

е = 1  + Т ^ + Г 2 ^

Подобнымъ же образомъ, заменяя /г черезъ &, будемъ 
иметь

—2йж—й2 , й тт й2 тт 
с = 1 - + - Т ^1-+-Г2 ^2-*-••••

Перемножая почленно эти два равенства и помножая
  2

обе части полученнаго равенства на е , будемъ иметь

у  >» *»_  -тт  „
^ ^ 1 . 2 . . . . ) « 1 . 2 . . . . я  т  п  V / )

где во второй части равенства шип.  могутъ получать все 
целыя положительный значешя; помножая теперь обе 
части равенства (1) на йх и интегрируя въ пределахъ отъ 
х =  — оо до х — -л- оо, будемъ иметь

/Т-НОО л-ьоо

Ш - ^ Л х = 2  2 т Ь , т Ь .  с . * -
•/ ОО —оо

Полагая
х ~н Ух ■+■ Ус —
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ПОЛУЧИМЪ

Равенство (2) должно быть справедливо для любыхъ 
значенш к и к; такъ какъ первая часть этого равенства 
зависитъ только отъ произведения кк, то и вторая также 
должна зависать только отъ этого произведения, т. е. всЬ 
члены второй части, въ которыхъ значки т и п  различны, 
должны обращаться въ нуль, следовательно

при всякихъ ц'Ьлыхъ значешяхъ т и п ,  если только т от
лично отъ п.

Оставляя въ равенстве (2) только гб члены, у которыхъ 
т — п, получаемъ

Г П V д,х =  О
•| _оо  т ”

или

X 1 Ап кп 
^  (1.2....*)8/ С ’ п- Лх>

т. е.
,-«-оо_________________________ _
] ^ ^  =  2 . 4 . 6 ____2п Утс.
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XXI.
1) Такъ какъ рядъ

/■« 1\ — I   1 1 д 1.3 о 1.3.5 те
(1 — х ) =  1 + у  х‘1 2^  х'’ +  ̂ - е  х -*•------

равномерно-сходящшся для значенш х2 меныпихъ единицы, 
то мы тгЬемъ

Ах 1 ж5 1 .3  ж9 1 .3 .5  ж13
=  а : + - 7 - т  +  г ;  -7Г-+-У П Г 5  2 5 2.4 9 2.4.6 13

пХ :пХ лХ X

2) Iе— йх =  -+- I лАх -+- р-2 Iх Ах - + - . . . .
^1 ш/1

для ж > 0 и й > 0,  или

(%Х
рОХ л2 /у.2 - л2
— йж =  1§х — 1§1-н а (х— 1)н- —

при чемъ постоянные члены въ этомъ разложенш образуютъ 
сходящшся рядъ, сумму котораго обозначимъ черезъ С. 
Получаемъ

еах л а2 х* п— = 1 §х -4- ах н- 0  у --- -4- С.
1

3) Если 0 <  х <  1, то

±  ь  1 —  1ё(1 — ^) —  1
ж ® 1 — ж ж 2 3 4
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и следовательно

11 1 Ах х х г х 3 х*

[_!2 ^  2* З2 ^  •

4) Принимая во внимаше, что, для всЬхъ значенш х ^  1,

1 /1  \ X2 X31е(1-*-х) =  х — т ч - т — -----

и такъ какъ для этихъ значенш х, правая часть представ- 
ляетъ равномерно-сходящшся рядъ, мы можемъ написать, 
что

1д (1 -+- х) п х2 х3 хА    —  — -4-  — — — Н - -----

вследств1е того, что сумма остается сходящейся и приж=1, 
то мы получаемъ

О
^а-*-») Ах _  1

X  —  1 22 Зг 42

5) По Формуле Маклорена мы имеемъ, что

т т .  Ь8Х8 Ъ1 X3 . Ь2П—1Д.2П—1
81П Ъх =  Ъх--- 1.2.3 1.2.3.4.5----- ------------1 .2 . . .  .(2« — 1)

. Ь2пх 2п . / т , ,  7т\
± Г 2 ^ 8Ш
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ГД’Ь
О <  в <  1.

Обозначая

Ге ах х2Р йх черезъ Р , 
■’о

получаемъ, что

вш Ъи х  =  ъ р  ЬЗ р  . Ь”  Р

О
х  о 1 .2 .3  2 ---------1 .2 . . . , ( 2 п —1) 2П-2

±  1.2ЬГ.2п [ *“ “* Ж2"-1 81П [6ГУЖ ^ ? ]  йХ-* О

Посл’Ьднш интегралъ по абсолютной величин*; меньше, 
ч*>мъ

р „ _ .
и

,. /Г) ч 1.2... .(2я — 1)
( г п —1)35=00 а2П

Итакъ

о о
'“ж8щЬж^ 6 1 63 1 Ь5 1 Ь2"—1 X Ь2П

ж й Х ~ ~ а  Т  а3_Н!Г  2п — 1 а2П~-1 ~  2« а2П ’
О

гд*> X меньше единицы.

Этотъ посл’Ьднш членъ, при безпред’Ьльномъ возрастали 
и, стремится къ нулю, если мод. Ъ а, и мы получаемъ, 
для веЬхъ значенш Ъ численно меныпихъ а,

1 8Ш Ъх п . Ъах =  агс .Xо
23

§
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6) При а постоянномъ и положительному мы на осно- 
ванш Формулы Маклорена им’Ьемъ, что

(X СОЗ X /  * \  1 14*" ле сов (а вш х) =  1 —  а сов х ч -  —  сов 2х

а3 „
— 0 ~ з сов 3® -н . . . . ,

при чемъ выражеше, стоящее въ правой части равенства, 
представляетъ равном'Ьрно-сходящшся рядъ и мы вправе 
написать, что

1
2

—а соз х  /  . ч ■» 7с аа а°е соз(а в т ® ) ^ ^ т  —а-н— з - Г 2 -3 .

Съ другой же стороны намъ известно, что

гзвшг =  г — 1 .2 .3  1 .2 .3 .4 .5  • • • ч

такъ что для вс'Ьхъ положительныхъ значенш а

з ш  я .  а3 а5——- аг — а , 0 „ ,, -ь1 .2 .3 .3  1.2 3 .4 .5 .5

и следовательно

Г 2
I — а  СОЗ X  /  ■ \  1  ТГ I 81е сов (а зш х) йх =  у  — -  

-'о 0 о
з т  я ,— аг.я

4



Лбвую часть равенства мы можемъ переписать слб- 
дующимъ образомъ

! асоах соз (а зш х) с1х -+- С08а: соз (а з т  х) Ах.

Такъ какъ, при безпредбльномъ возрастанш а, е—асовх
для всбхъ значенш х въ промежутка отъ 0 до у  — е,
становится менбе всякой напередъ заданной величины, при 
заданной сколь угодно малой величинб г, въ то время, какъ 
соз (а зш х) не превосходить единицы, и такъ какъ

тг 1С

К
2

е а сое х

— 5
2

но абсолютной величинб меньше

2

то слбдовательно

Мы были вправб написать
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такъ какъ
а

О

при возрастающихъ значешяхъ а, есть интегралъ сходя
щшся *).

7) Какъ известно

Помножая об'Ь части этого равенства на х Лх и инте
грируя въ нредЬлахъ отъ 0 до х, получаемъ

Заменяя въ этомъ равенств^ х2 черезъ г/, получаемъ

Полагая у =  1, находимъ

1 1 1 .3  1 .3 .5  1 .3 .5 . . .  .(2и-“- 1)  1
2 ~*~2Л~*~2Л.6Ч~ 2.4  6 .8  2 .4 .6 . . . .  2 (п-+-1) ~+~"- А-

8) Употребляя т§ же обозначешя, что и въ предъидущей 
задач*;, им'Ьемъ на основанш равенства (а)

1 — (1 - у У  =  ± у -+ У°-+- (а)

(1Н-У)2 — 1
У

*) Ь. К г о п еск ег . Уог1езип^еп (1Ьег (Не ТЬеопе бег етГасЬеп ипб 
бег у^еНасЬеп 1п1е§га1е. 8ейе 65.



Складывая почленно равенства (а) и (Ь), получаемъ

  3 57  --------------  XXI. 8. XXII. 1.

(1-4-у)»-(1-у)» _  9 п_ ьз д.2

у  [_ 2 2 .4 .6
1 .3 .5 .7  

У 2 .4 .6 .8 .1 0

- О
'2 — 2(1 — у2)2! 1

] '•

Заменяя въ этомъ равенств!; у1 черезъ — 1, получаемъ

2

XXII.

1) При употребленш метода вычислешя опред'Ьленнаго ин
теграла посредствомъ диФФсрепцировашя по параметру тре
буется, какъ известно, каждый разъ проверять существо- 
вате достаточнаго условия, чтобы

Ъ. К  (ж’ а) Ах

*Х\
<У (ж, «) 

дсп Ах.

Иногда для этого удобно доказать справедливость не
равенства

д*Г(Х’ ») г/х да? ах < Н ,

гд’Ь Н некоторая конечная величина.



Въ данномъ случай мы имйемъ

/*1С пЯ
I д2 / Л I 8Ш  СС -+- С08 X пТ* Л х=  Гл г ^ ах.I да2 I (1 -н  8Ш  а сое х)2
О •'о

Этотъ интегралъ величина конечная и слйдователыю до
статочное услов1е выполнено.

На этомъ основанш

Ли __  Г соа яЛх
Ля. 1 -+- з т  а соа х  ’

•'О
откуда

и =  тга -+- (7,
но при

а =  0, (7 = 0 , 

слйдовательно предложенный интегралъ равенъ пос.

Здйсь предполагается ос положительнымъ.
\

2) Въ данномъ случай

XXII. 1 И 2. ----  358 —

рОО г* со
=  — хё~ах соз тх Ах

*70

Ли __  а
Лт а2 го2’

т. е. величина конечная и мы получаемъ



при

— 359 —  XXII. 2./
т пи — агс <;§ — -ь  (7, 

ш =  0, и =  0,

следовательно предложенный интегралъ равенъ агс

Пользуясь теоремою Дирихлэ *), мы вправе утвер
ждать, что

Ит
'СО г

е— а х вт т х  7
------------------------ ах. = 1

X_%)0 -1а=о •'о

"•СО 
8111 ГПХ йх = ■к

!Г»

смотря по тому, будетъ ли т >  0 или т <  0.

Г СО -  гоо 'ОО ~
СОЗ ВХ 81П Г Х  д  ___  1 з т  <Г +  , ) х ^ з т  { г - в ) х й х

х  2 X X
''0 ^ 0  • 0

Если г +  8 и е  — 5 оба положительны, то

если оба отрицательны, то

*) Смотри О. 81о1я. бгипйгйде Лег БШегепиа1 ипс! Ше^г&ЦесЬпип^- 
X АЪзсЬшМ, 8. 447.



XXII. 2—6.

и, наконецъ, если они разныхъ знаковъ, то

V —  О.

3) и =  у  1§ [г -н V 1 -н  г3] ; полагая г — 1, получимъ

* О

4) и — ̂ - 1§ (1 -н а 2).

5) и =  у  (1 -н г); полагая г =  1, получимъ

ЛОО
| а г с 4 в ^  л *. , 9I а; (1 ч-ж2) — 2 % 2-•'О

6) Полагая
к

« =  |У(1-««>■>«)
| соз ж *

2— агс Т/?— -/1 — а2 Г 1 +  «

получимъ

Г2йм  й:
йт. I 1 а

йх 
соз ж '

=  ~ 2 г [ агс1«
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Следовательно

(1  СОЗ ж) <**=— 2 ( ^ [ а г с  18

10) Дифференцируя по ж, им1>емъ

Лу __  | — 1ие 1их Ли ( 1е 1их ) 00
Тх (1 - + - м 2) п ч -1 | 2 п  (1 - * - м 2Г / о

лоо с̂с
1 I2 хе 1их Ли   I I I I 2

2и (1 м2)га 2» ~+~ 2и I
• 'О  • 'о

Л2 у   | <2 и2 е—1их
Ш  ~  (1-4-и 2)п+ ' а и  :

Следовательно

о о
I2 е ~ 1их Ли

(1-4- и2

хе 1их Ли
( 1 -4-М2)”  »

ГСО
I 2  е—{их Ли
(1 _+. м2)П-»-1 •

Ж

лсо г со
2п г1у I XV? — Г*2 е~ ШХ<1и х12е~ 1'Лх2 Лх У ~~ (1-4-и2)" (1-4- и2

•> о, и о

~ гих аи
|П-Н1

ГСО
I2 хе~~гих Лх

I (1 -+- и2)по

с охгге-1их 
(1 ч -и 2)п-*~1 Ли == I.
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11) Мы им'Ьемъ

"СО «СО
ЙР
<й

Л СО «ОО
— л , .  <*2 Р _  И2 Г -*»

1_н<г “г> йх2 — I 1-ь<2 Йг>
^0 •'о

откуда
« о огс

Й2-Р в
йж2 ^  —  Г

«'о
е~гх аь =  - . уX

Подобнымъ же образомъ и

<Рв
йх2 :

ГС О
2  8Ш I 7 ,а1.(( +  Ж)8 

0

> /пИнтегрируя же | сН по частямъ, получаемъ, что
о

/«ОО
л  / — соз А 00 соз * 7, 1 Г зт <  “I00
* — и -ь * /о  (1 +  *)2 ас— ж Ь-нж ^о

*' Л

ЛОО

2 гг^Лз сН =  — — ?1 ,I (< -I- ж)3 ж йж2 ’п

что и предложено доказать.

12) Мы имЬемъ, что

Ж*)  п . (̂Д)  (1),
ж — с х  — с ’ 4 75

гд’Ь ц-Ьлый ращональный многочленъ не выше п — 2-ой 
степени относительно с.



Помножал обе части равенства (1) на йх и интегрируя 
въ пределахъ между а и Ъ, получаемъ

—  363 ---  XXII. 12 И 13.

1
Ь г%Ь

йх 
х  — с*

Такъ какъ с не заключено между а и Ъ, то мы можемъ 
дифференцировать подъ знакомъ интеграла по с и получаемъ

I :

такъ какъ
^  О,

потому что Р(с) не выше п—2-ой степени относительно с.

13) Равенство

•(1)

будетъ доказано, если докажемъ, что

% = = 2.4 . , .  « т -  т  * .

Для того, чтобы это доказать, диФФеренцируемъ ра
венство (1) по х, тогда получаемъ
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2 . 4 . 6  . . .  . 2 »  № - * Т П г ) \ =

т. е.

Ау,
с1х

-+- 2п |  ж (ж2 —  г2)” 1 { (2) й г ,
Хо

;  =  2 . 4 . . . 2 Щ - 1 )  [  -  г Т "  « » )  *  =  * » _ ,  ,

что и требовалось доказать.

14) Мы имЪемъ, что

йи  Ггея
1а |•'О

1§ х  [1 х  — 2ха~*~1] — 2х2ач~1 х 
1 — х2 йх

т. е.

Л    (Д2)а  1 е  (ж2) а  (ж 2) _  „

1 — х I 1 — х2 ’

-  =  0-Ла

значитъ и отъ а не зависитъ; полагая а =  0, получаемъ

и ■■= / г̂  =  182.

Г? (г* — I ) " - 1 ехг йв <  Г? е*2 йв, 
■'-1 •'-1

15) Такъ какъ
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т. е. меньше конечной величины, то мы им’Ьемъ

|  =  (*! -  1 Г- ' е”  *  =  -  я  /5 "  - 1 ) "  «“  * ,

ИЛИ

2я

|  =  —  1)” еХ2 йг -+ -1 (И —  I)"- 1  е*2 йг,

т. е.
х А2 у 

йх2 2п — ху =  0.

16) Такъ какъ

к * =•'о

с&с
Ъ 2  X 2  81П2 б

1
йх
о •

Ав
а2 — Ь2 х2 аш2 (
о

ТО

_  7Г Г <>Х  

2а I Уа2 — Ъ2х2
7Г • Ъг—г агс 81П —,2аЬ а ’

г. 2
а -+- Ъ вш 0 Ав 
а — Ъ 8Ш 6 вш б : 1Г агс 81Н — .а

17) Полагая
Р =  Ъ зш в, а =  а,



XXII. 17 И 18. — 366

помножаемъ обе части равенства

аРйж , 8— агс 1г —а 2 -4 - р 2 х2 °  а

на АО и интегрируемъ въ пределахъ отъ О до тогда 
получаемъ

агс !§• Ь 8111 в Лв 
а 8Н1 (

аЬЛхМ
а 2 -4 -  Ь2 X2 81П2 6

о о

Лх
О -'О

аЬ соз2 6
а 2 -4 -  ( о 2 -4 - Ь2 х2) 1%2 б

Л  I   77 1 Уа2-+-Ъ2+Ъ
2 | Уа2~̂ Ъ21с2 2 ^ « '

18) Такъ какъ

то

®0

полагая

ПОЛУЧИМЪ

I V  1 Л х = —,

®1 Ла1 /»1

]  ?  =  ^  =  И * К " 1 *  =*̂ап *^О^ао •'О

ЛСО
р — *1 * р — * о* „

)  .  * = * % •
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19)

Л СО

, - Ц  =  2 <*а.1 -+- ж2

20) Мы им'Ьемъ. что

Помножая об"! части этого равенства на соз тх Ах и 
интегрируя въ пред'Ьлахъ отъ 0 до оо, получаемъ

00 /'ОО /'СО

“ <^ =  2 созш ж ^ ае- а2(1+ж2)й«1 -+- ж2 I I
I • 'Л  Л

=  2 ае а Ах соз тх Ах.
*'о

Мы вправ^ изменить зд’Ьсь порядокъ интегрирования, 
такъ какъ подъинтегральная Функция непрерывна и обра
щается въ нуль сколь угодно высокаго порядка при х =  оо 
и при всякомъ т и а *).

Принимая во внимаше, что

-'о

■со   па
— а 2 Ж2 1 1 У  7С 4а»е соз тх Ах =  -?-----  е2 а

получаемъ
/'СО
I СОЗ ет?ж
I 1 н-Ж2  ̂о

=  У те е а йа.

*) Си. Е. Р авса!. Са1со1о ш&пкевшиПе, раг1е П. р 49.
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Обозначая интегралъ, стоящш во второй части равен
ства черезъ V и диФФеренцируя его по от, находимъ

йт йт I * 2 I а2~ о •'о

Равенства эти справедливы, такъ какъ, обозначая че
резъ от0 частное значеше от, заключенное между от и 8, гдгЬ 
8 некоторое положительное число меньшее от, получаемъ 
для вс'Ьхъ значенш от, лежащихъ между от0 -+- 8 и от0 — 8

<•00 
1 I т 2  т 3

■00
_1_ I т0+8 , _1_ и0ч-8
о I аг <ч 2 .д )

количество отъ от не зависящее и стремящееся къ нулю при 
безграничномъ возрастали А *).

Полагая теперь

получимъ, что

откуда 

при чемъ

2* ’

ЁГ — __ у
Ат ’

7  =  Се~т,

С — Нт (7)т=0.

*) См. М. Догйап Соигв <3’Апа1узе йе 1’ёсо1е Ро1у1есЪ^ие. Юоих1ете 
ёйШоп. Са1си1 1п1ёега1, р. 165.
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<7=11111

Мы им’Ьемъ, что
“  р  ОО

-а*-
Г- } о

=  \е Х <?а-«-Нт Ге “ (е ^ — 1) йа1
• ' О  ( - • ' О  - > т = о

Первый членъ равенъ у  У  -гг, а пред-Ьлъ 2-го равенъ 
нулю.

Действительно, разложимъ второй интегралъ на сумму 
интеграловъ

с1а. ■
лоо 9 /— а2 /  — —  4а2 с1а.

где р. какое нибудь положительное число. 

Наибольшее значеше модуля Функщй

стоящей подъ знакомъ перваго слагаемаго интеграла, бу
детъ 2, наибольшее же значеше этой Функцш, стоящей 
подъ знакомъ 2-го интеграла, не превзойдетъ

е-5 ).
24



Итакъ наибольшее значеше искомаго интеграла будетъ

XXII. 20 И 21. —  370 —

г*и-
2йа. -+- (1

'о

=  2 ^ - ь ( 1 -
_  т2

е ^ ) \ е  " Ли..
V-

Такъ какъ

1
СО

е_ “2 йл <
V-

Г» СО

е_а2 Лу. < \ У ъ,
О

ТО
/»СОI   2 / _^  л /   П*2. /--

^е а (е 4а’ —  1^ а < 2[х-н^1 — е 4^  л

т. е. меньше выраженш, которое при достаточно малыхъ 
значешяхъ р. и т сколь угодно мало.

Итакъ

и значитъ
О — V  ТС

^  гс —т

21) Мы знаемъ, что

рос
I соз ах п тг —а
\ т ^ ах= т е ■

•'о
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Помножая обе части этого равенства на Ла и инте
грируя въ пределахъ отъ 0 до а, получаемъ

~ ( е  а Л а = ^ [  1 — е “] 
0̂

СО г СО
Ахг

I 1 ж2 I ж (1 -н  ж2)
-'о "О

соз ахЛа =  I -~ - -ах Лх.

Следовательно

*/0

СО
ат  ах 3 7г

А х = ~  (1— 0 -ж (1 -+- X2) 2

Мы были вправе изменить здесь порядокъ интегриро- 
вашя, такъ какъ при всякомъ а

ГСО г*СО

I 1 -+- х2 I 1 н - ж2
А  *  А

< е

при достаточно большомъ А.

22) Для всехъ значенш а <  1 имеетъ место равенство

=  зш Ъхч-а зш 2Ъх а2 вт ЪЪх -+-. . . .1 — 2а соз Ъх -+- а2

Следовательно

•Г *•' А

со
X

X*
о

24*

. -д [зт  Ъхч-а з т  2 Ьх -+- а2 з т  3 Ъх - + - . . . . ]  Лх.



Разсматривая

XXII. 22. XXIII. 1. —  372 —

/п

00
X

1 чГж*
О

8111 пЬх ЛХ— У

и принимая во внимаше, что

ОО
С0 8  пЬх Лля  ТС л — п Ъ

1 -н Ж2 ах — 2 е ’

видимъ, что
У = %  е~пЬ.

Итакъ

— -  [е~ъ +  ае-*ь-^  - 2 -~ гЬ

.-ь
2 1 — ае 6 2(еь — а)'

XXIII.

1) Принимая за контуръ С сначала прямоугольный тре- 
угольникъ ОАВ, котораго катетъ О А =  а направленъ по 
оси ж-овъ, а АВ =  Ъ параллельно оси у-овъ, затЬмъ пря
моугольный треугольникъ ОВС\ катеты котораго соответ
ственно равны а и Ъ, получаемъ



I

г =  хч-уг,

мы можемъ это равенство переписать сл’Ьдующимъ обра- 
зомъ

  373 ----  XXIII. 1.

Принимая же во внимаше, что

у (ж) йх н- у  (а -+- уг) Шу — у  (уг) гйу н - у  (гЪ ■+- х) йх, 

или еще такъ

[/■(ж -+- гЪ)Лх — [Дж) йх =  г^ ]У(а -+- уг) йу — ]У (уг) йу^ . 

Полагая
т = е — \

получимъ

Г а  Г а  г ^

е~(Х+{Ъ)2 йх -  е~х2 йх =  1 е~(а̂  й у -
^0 0̂А Ц'О ^

е ^  йу
о

еь2 е х2 (соз 2Ъх — г з т  2Ьж) йх — е х% йх 
и о йо

=  г |^е 'а2̂  $ 2 (соз Чау — г в т  2 ау) йу—^  еу2 йу 

Отсюда получаемъ, что

еъ2 Г ё~х2соз ЧЪхйх— | е~х2 йх =  е~“2 Г еу2 з1п 2Ьуйу 
й0 ~ о Л



И ЧТО

XXIII. 1 И 2.   3 7 4 ----

е*2
•а ло л о

ё~х2 81112Ъхйх =  е~у2 йу —  е~а~ еу* соз 2Ъу йу.
О й 0  й 0

При безнредбльномъ возрастали а выражешя

е~‘“21 еу2 з т 2ауйу и е~ а'21 е̂ 2 соз 2ауйу 
*10 й0

стремятся къ нулю.

Следовательно получаемъ

рсо роо
I е х сое 2Ъх йх =  е~Ъ* е~х2 йх — ё~ъг

й  О ‘ 'О

и
ГС О  р*

е~х2 81П 2 Ъхйх =  ё~ъг еу2 йу.
*̂о  ̂о

2) Возьмемъ
Г —  йг,) а — г ’

гдгЬ а вещественная и положительная величина. Полюсъ Т 
подъинтегральной функщй лежитъ на оси х на разстоянш 
ОТ =  а отъ начала координатъ. Для ве&хъ остальныхъ по
ложительныхъ значенш х и любыхъ значенш у подъинте- 
гральная Функщя остается синектичной. Следовательно, зна- 
чеше интеграла, взятаго по контуру полукруга, описаннаго 
изъ центра О произвольнымъ рад1усомъ Ъ >  а, равно зна-



375 — XXIII. 2.

ченш интеграла, взятаго по контуру круга, описаннаго изъ 
центра Т  радтусомъ г <  Ъ — а.

Итакъ

а — г \а  —
А  А В  Л  В С А

Аг ■ а — г
А 'В 'С 'А '

Аг.

Полагая въ первомъ интеграле г — гу, во второмъ 
г — Ъег(> и въ третьемъ г — а — ге~л, получаемъ

Л» г 2
е — г у  I е ~ Ъ  (сое в-*-*' 81а

•' тс-ъ ■ Ь (соз 0 -+- г з т  0) Ъ (--- 81П & Ч - 1  СОЗ О) АО

• Г -=  г I е— (а — Г СОЗ 0 +  4 Г 81П 6) д а

Отсюда следуетъ, что

(соз у  — г з т  у) (а -+- уг) 
а2 -+- у2-ь

Ау

Ъе Ьсов 9 (г соз6-8ш б)(а—Ьсоз6+-Ьгзш6) [соз (ЬзшО)—г зт  (Ьзшб)] ^
а2 — 2аЬ соз б ч-Ъ2

г2~
=  г е ~ а \ е г 0030 [соз (г з т  6 )  — г з т  (г з т  б)] Лб. 

3 о



Приравнивая коэффищенты при г, находимъ

йу
[

л
а соз у  -+- у  з т  у 

а2ч-у2
—ь

= / :
Ъе *сов9 [(а — Ь соз 6) соз [9 — Ь зш 6] — Ъ зш 9 з т  (б — Ъ зш 6)] ^

а2 — 2аЪ соз б -+- Ь2

/»2и

Т о
„ о I „ г  соз б С08 ^  8-п ^  Д0  

Полагая теперь г =  0 и Ь =  оо, получаемъ

р-ноо
а с о в у ^ у в ш у  4у  =  2 т Г а 

й—с а* -+- у‘ 
- с о

3) и 4) Если возьмемъ

Г— л , ̂о+г  '

то, считая а положительнымъ, видимъ, что, если примемъ за 
контуръ полукругъ ЛВС, то внутри его подъинтегральная 
функщя не им’Ьетъ полюсовъ, следовательно
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Отсюда при Ъ =  оо получаемъ, что

XXIII. 3 И 4, 5.

ЧТО

асову-увшу^ 0  
а2 -+- уг а

— с о

Принимая же во внимаше, что раньше (Лг 2) мы нашли,

^-*-оо

аС°а* С Т У с1у =  2^е-а,

находимъ, что

Следовательно

/*-НОО
соз уг г Лу =  -  е~а.а1 -+- у2 17 а

соаУ а , _  * 
а2 -н у2 и ЯЛ

т # = = | е-«.

5) Мы знаемъ, что

С08 X  =  ■

Полагая егж — м, получимъ

и2 -+-1 
2 иСОЗ Ж ■

7 йи
»Лг= й г ;

когда х изменяется отъ 0 до 2тг, то и опишетъ кругъ 
рад1уса равнаго 1, такъ какъ

IXи =  соз х -»- г вш х =  е .



Предложенный интегралъ преобразуется въ сл'Ьдующш

XXIII. 5, 6 И 7.   378  ---

2 Г Ли
г I и2ч- 2аг 

У С
г I и2-*- 2аи -+-1 *

Изъ двухъ корней уравнешя

м2 н- 2 аи -+- 1 =  О
только корень

и =  — а -+- У а2— 1,

будетъ иметь модуль менышй единицы и следовательно 
будетъ лежать внутри круга, радгуса равнаго 1.

Соответствующий этому корню вычетъ будетъ

« +  а +  Уа2— 1
1

— а+Уа*— 1 2У а2 1

1

и значитъ

2п1 2 2тъ
соа х - \-а 2 У а2 —  1 * У и,2 —  1 *О

6) и 7) Возьмемъ за подъинтегральную Функцш

и будемъ интегрировать по контуру квадрата ОАА'В, бокъ 
котораго примемъ равнымъ В, направлеше стороны О А за 
ось х-овъ, а направлеше ОВ за ось у-овъ, тогда получимъ
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[( 1 - х \  Ах и  1 - В - у г \

\ 1  — * ’  Х \ 1  ч - В ч - у г 6 )
' о ' о

В  -+- уг

- х — В г\  Ах
' х - г - В г

- [ (  ' =  О,^ \1  -+-У1 /  уг

такъ какъ подъинтегральная Функщя голоморфна. 

Действительно Функщя

1 — г +  г2-г® +  — (1 — —---- )

при г — О обращается въ нуль. 

Такъ какъ модули интеграловъ

( 1 -Д -у Л
\1 -*-В-*-у* )

В  —  уг\ гЛу 

В  -+- уг

/»0
Г  1.\ 1  н -  х  -

— х  —  В г\ Ах
■Вг ' х  ч -  Вг

соответственно менее интеграловъ

[ т г (1 - е В) Лу и е Х) ах’
 ̂О * К



т. е. менее выраженш, который при безпред'Ьльномъ воз
растами В стремятся къ нулю, то мы получаемъ

/Г г Ь  -  I  - / Ы  -  | = 0 ,
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ИЛИ

л о о  г  о о

]  (гЬ  -  е~х) Ч =  ] [ т ^  -  (С08 у -  • “Ч 2/)] 7-
' О “'О

Отсюда сл'бдуетъ, что

и что

1 —л;\ йж I I 1 \  йх
1------------ е  Т-------5 ----СОЗ Ж —1 -н ж  ) х  / \  1 ж2 ) х

1 о

лоо роо
ЕМ (1У _  \ *У — ”

I у йУ I 1 -н  у* —  2 •
•'о •'о

8) и 9) За подъинтегральную Функцш беремъ

и интегрируемъ на плоскости ху по контуру равнобедрен- 
наго прямоугольнаго треугольника ОАВ, вершина котораго 
О помещается въ начале прямоугольной системы коорди- 
натъ, О А — направлено по оси ж-овъ, а АВ I] оси у-овъ. 
Такъ какъ подъинтегральная Функщя голоморфна, то мы 
получаемъ

Г ’щя) Лв =  Г  е~х2с1х н- Г  е~{В+у^Ыу -  Г  =  о ,
О ^0  О - 2
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где В  длина катетовъ равнобедреннаго прямоугольнаго тре
угольника, а р его гипотенуза.

Такъ какъ для точекъ прямой О В мы имеемъ, что

/  - к  . . 7Г \  1  - н »г =  хч-уг  =  р(ш5т н-г 8шт ] =  р

то

—ж2 >е Лх ■
■ [  * Л

Г°

Г * * - * - *  и»- —  гр2 1 - н » п г\
‘ Т Г ^ 0 '

Обозначая

Г-V п
е ~ ( Е * - у * ) - 2 у г .Му

черезъ к, замечаемъ, что

той /с <  ^  е ^  у ^Лу,

для определения значешя этого последняго интеграла при 
безпредельномъ возрастании В,  перепишемъ его такимъ об
разомъ

ге- Р > - & й у =  е - ^ - У 2Ыу
О

где

— (Е* У г ) Л у = \ ч - к ^

тэ 18 вг =  В — а и а =  -д- •
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При этихъ обозначетяхъ мы им'Ьемъ

Следовательно
«2 а‘1

к '  6 г ^  е К1 <- в2 ^  В

и, когда В безпредбльно возрастаетъ, к{ стремится къ нулю.

Что касается до к2, то модуль его меньше, чемъ В — г, 
т. е. меньше а и, следовательно, при безпредельномъ воз- 
растанш В, к2 стремится къ нулю, такъ что мы получаемъ

Такъ какъ
р =  В У  2 ,

то, когда В стремится къ безконечности и р стремится къ 
безконечности, получаемъ

или
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■оо
СОЗ X 2 —  ЗШ  X 2

У~2 йх =  0,

или, такъ какъ
Г  С О

—ж2 п V к е йх =  —  ,

то

(соз X2 -+- 81П X2) йх =  | / у

(СОЗ X2 — 8111 Ж2) йх — 0.

Следовательно

Л
Г С О ' С О

соз х2 йх — зш х2 й х =  ~  V
0 о У

10) и 11) За подъинтегральную Функцш беремъ

9Рт%\

и будемъ интегрировать по контуру прямоугольника 
ОАА'В'В, гд’Ь О начало координатъ, О А =  В  направлено 
по положительному направленно оси ж-овъ, А А '= В В '=  В 
соответственно параллельны оси у-овъ. При этомъ выборе 
контура подъинтегральная Функщя имеетъ только одинъ 
полюсъ г — аг.

ч
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Н а основанш теоремы К о ш и  мы им’Ьемъ

ГВХетх‘
I X2 -+- а2 

^  - к
Лх- (В -и ух) ет '' Му 

(В -+- уг)2 -н  о2

,  т> •\ —тВг—ту ■ 7(— Е-*-уг)е  гау
—в
[х-х-Вг) ех+Кх <1х п .I 1̂5 г  — 2т«е,[х -+- Яг)2 -н а2

гд'Ь г вычетъ соответствующей г — аг, т. е.

тетаН е—ат 
1 2а» 2 '

Принимая же во внимаше, что модули интеграловъ

„в
(В -+- уг) етШ~ тУ .

гВ

(В -+- уг)2 -+■ а2 Му, (х -+- Вг) е',тх{ — тВ
Лх

I (- В  +  уг)е-т«‘- т« 
(— В у г ) 2-х-а2

соответственно менее

лЛ л Л /*Л
[ е - ^ Л у  \ е ~ тК , \ е ~ ту п 

В  ’ I В  ’ I В  У’
^  О •'О •'О

т. е. что они при безпредельномъ возрастали Е  стремятся 
къ нулю, получаемъ

х  (соа тх -+- г аш тх) ^  2ттге ат
2 »



с12) Беремъ Р  (г) =  — и на осяхъ ох и оу строимъ ква
драта ОАА'В, сторона котораго равна В , загЬмъ, принимая 
точку О за центръ круга, очень малымъ рад1усомъ г опи- 
шемъ дугу круга аЪ въ квадрантЬ хоу. Функщя В (г) го
ломорфна внутри контура аАА'ВЪа, къ которому можно 
применить теорему Коши. Замечая, что интегралы, рас
пространенные на АА' и А'В стремятся къ нулю одновре
менно съ и что интегралъ, распространенный на аЪ стре-

17Гмится къ — —, когда г стремится къ нулю, получаемъ

гд'Ь г стремится къ нулю одновременно съ г =  О и В =  оо.

С08 X  % 81П X

X

Итакъ

13) Беремъ Р  (г) =  е г2 —

Эта Функщя голоморфна въ начал'Ь координатъ, что
* 4̂2видно изъ разложешя е .



Применяя теорему Коши выбираемъ для контура ква- 
дратъ ОЛЛ'ВА. Интегралъ /  Р  (г) Лг, распространенный
на А А. стремится къ нулю одновременно съ такъ какъ
модуль интеграла

XXIII. 13 И 14. —  386 ---

-'о
гау(В ч -гуу -

меньше, чемъ интегралъ

к 

о

Модуль интеграла, распространеннаго на А'В, т. е.

о
_   1 ах также меньше

Охч-гВ )2 #Е

Мы, следовательно, имеемъ

Г»00 лО

I

00 рУ
соз ж2-+- х зш х2 — 1 т соз у 2 — г ату2 — 1 ~
-------------55------------  Л х + \  - - у г  ----------------=  °>
1 ( V IО с о

откуда
-оо

С08 X 2  Ч -  ЗШ X 2  —  1

Г -•2 о
Лх — О,

что и требовалось доказать.

14) За контуръ интегрировашя принимаемъ полуокруж
ность, описанную изъ начала координатъ, какъ центра.
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йх йг
1 -+- х4 1 +  г4’

ГД'Ь

Тогда, полагая

г =  геь\
получаемъ, что

('-{-ОО г<
ге4' гйЬ1

н с о
йх  -*9' ■

1 -4- Л4 
— о о 1 ч-г4е4б< 2тсге,

гд’Ь е обозначаетъ сумму вычетовъ (гезШив) соот-
в’Ьтствующихъ полюсамъ, расположеннымъ надъ осью а:.

Такъ какъ мы предположимъ г равнымъ безконечности,
то

г-0

следовательно
I71

I.

ге 6‘ иК 
1 г4 Л '

=  0 ,

-ноо
. -— т =  2тиг, 1 -«-ж4 ’

— о о

и намъ нужно только вычислить г.

Нули 1 -+- г2, расположенные надъ осью х, суть корни 
уравнения

1 -+- ж4 =  О,

соответственно равные

^  (1 -*-•)=<» и ~  (— 1 -I-») =  а'.
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Следовательно,

и значитъ
ч-со

15) Вместо предложеннаго интеграла разсматриваемъ

который отъ предложеннаго отличается только прибавкою

взятый вдоль оси х.

Предположимъ а >  0 и заменимъ контуръ интегриро- 
вашя полукругомъ безконечнаго рад1уса, описаннаго изъ 
начала координатъ, какъ изъ центра.

Обозначая черезъ е сумму вычетовъ, соответствующихъ 
полюсамъ подъинтегральной Функцш, получаемъ

(1 )

(1) интегралъ есть ничто иное, какъ

,0



Такъ какъ а положительно, то интегралъ, стоящш въ 
правой части равенства, при г =  оо, обращается въ нуль 
и мы получаемъ, что

у а
г У 2 - а 1 Г /  л У2 • а У 2\е =  Г  е ( с о з — нзш - у ] ,

и следовательно

  389 —  XXIII. 15 И 16.

1:
-ноо у 2
евя;*йа; У 2 “ “ “г- /  <хУ2 . а У 2 \
Я -7  =  и е  1  11 +  * 4 2

/ аУ2 • аУ2\ 
(С08 — Н -З Ш  - 2 ~ ] .

16) Полагая
** о») =  (1

имеемъ, по теореме Коши,

Г(1 =  ( 1 +
^ *

откуда, взявъ й-ую производную отъ обйихъ частей этого 
равенства, получаемъ

Г(1 н - г)п йг п ( п — 1)(п — 2) (« — к-+- 1 ).2лг (л _ „\п—к
1.2.8....й ’

следовательно

(1 г)ге йг п (п — 1) (п — 2 ) . . .  .(и — 1с-4- 1) ~ . 
гА-н1 —  1 .2 .3 . . . . к  •



/

Принимаемъ за контуръ интегрироватя кругь рад!уса 
равнаго единиц  ̂и им'Ьюшдй дентръ въ начала координатъ, 
тогда г =  е%г и мы получаемъ

XXIII. 16. ----  390 ---

1 -+- г — 1 и- соз I -+- г з т  I =  2 соз у  (соз у  -I- г з т  у ) ;

/»2тс
/о * / П* • • П*\ I ■ • \ -л12 соз у  I I соз у - ь г з т  —  I I соз г-н г вт  < I гсИ

соз (к -+-1) I -+- г з т  (к -+- 1) (

—  От п ( п - 1 ) . . . . ( п - к ч - 1 )  
* 1 .2 .3 . . . . к

Отсюда видно, что

| ^ 2  СОЗ у ) ”  8111 (*1= ^ )  Ш  —  0

Л"2 сов (”- = * )  < « -  2” .

или, заменяя въ посл’бднемъ интеграл’Ь п черезъ п-+-к, 
получаемъ

/%2тс
| ( 2  с о з ^ ^ с о з ^ )  (П+Ц-
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