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Книга эта не нуждается въ рекомендацш. Я хогЬлъ бы только 
обратить внимаше читателя на изложение ученШ объ обратныхъ 
функщяхъ, объ опредЬленныхъ и криволинейныхъ интегралахъ, а 
также на изложеше учешя о тригонометрическихъ рядахъ. Местами 
книга снабжена немногочисленными и краткими моими примЪчашями. 
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С. ШатуновскШ.
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П Р Е  Д И С Л О В  IE.
/

В ъ  собранш сочиненШ, выходящихъ въ свЪтъ подъ общимъ 
именемъ: „Изъ Mipa природы и духа“, я опубликовалъ „ В в е д е т е  
въ исчислеше безконечно малыхъ“ * ) ,  которое им-Ьетъ много точекъ 
соприкосновешя съ предлежащей книгой.

Будучи стЪсиенъ въ o6beMt и принимая въ сооображ ете  ц-Ьли 
упомянутаго собратя , я тамъ долженъ былъ оставить въ сторон^ 
многое такое, что теперь могло быть обстоятельно обработано, на- 
прим-Ьръ, Teopiio иррацюнальныхъ чиселъ.

При опредЪленш иррацюнальныхъ чиселъ я примкнулъ къ 
Д е д е к и н д у  ( D e d e k i n d ) * * ) .  В в е д е т е  же ариеметическихъ опера- 
цШ уже напоминаетъ К а н т о р а  (C a n to r ) .  Къ этому изложенпо 
меня побудили работы Б э р а  (B a i r e ) .

Какъ я уже показалъ въ своемъ маленькомъ сочиненш, можно 
очень легко описать поняие о „предЪлЪ", если пользоваться вы- 
раж етем ъ  „п оч ти  B c t “ . Когда члены безконечнаго множества, за 
конечнымъ числомъ исключешй, обладаютъ извЪстнымъ свойствомъ, 
то я говорю, что п о ч т и  B e t  члены множества обладаютъ этимъ 
свойствомъ. Формула

lim хп =  х

означаетъ тогда, что  в ъ  к а ж д о й  о к р е с т н о с т и  ч и сл а  х  л е ж а т ь  
п о ч т и  B e t  ч и сл а  хп.

Знатокъ и въ другихъ м^стахъ книги заметить новыя форму
лировки и упрощешя, который, будемъ надеяться, облегчаютъ изу- 
чен1е исчислешя безконечно малыхъ.

Я повсюду старался быть возможно строгимъ. Только при 
геометрическомъ толкованш чиселъ помощью числовой лиши я,

*) Русскш переводъ этой книги вышелъ въ ОдессЬ въ 1909 г.
**)  Р. Д едеки н дъ. «Непрерывность и иррацшнальныя числа»,2-ое 

издаше, Одесса, 1909 г.



какъ мнЪ казалось, могъ бы запугать читателя, если бы сталъ вда
ваться въ изъяснеше аксюмъ, положенныхъ тамъ въ основаше. Но
вейшими работами Г ё л ь д е р а  (H o ld e r )  возникаюпце здЪсь вопросы 
исчерпаны съ законченною основательностью.

Замечу еще, что, во внимаше къ объему книги, я ограни
чился в е щ е с т в е н н о ю  о б л а с т ь ю .

Б о н н  ъ, въ сентябр-fe 1908  г. Г. Ковалевск1й.
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В В Е Д Ш И .

Заданно к а с а т е л ь н о й ,  о m a x i m a  и m i n i m a  и о вычисленш 
д л и н ъ ,  п л о щ а д е й  и о б ъ е м о в ъ  дали толчекъ къ изобрЪтешю исчи

слешя безконечно малыхъ.
Уже древше гречесюе геометры занимались частными случаями 

этихъзадачъ. СлЪдуетъ прежде всего назвать А р х и м е д а  ( 2 8 7 — 2 1 2 ) ,  
применявшего некоторый родъ интегральнаго исчислешя къ вычисле- 
шю площадей и объемовъ, къ определению центровъ тяжести. 
Знамениты его квадратура параболическаго сегмента и вычислешя 
круга и шара.

Но только после того, какъ ЕПета ( V ie t a ,  1 5 4 0 — 1 6 03 )  
и Д е к а р т ъ {^D escartes, 1 5 9 6 — 1 6 5 0 )  обосновали аналитическую гео- 
MeTpiio, эти задачи могли быть обработаны въ полной общности.

Оне были исчерпаны въ Н ь ю т о н о в о м ъ  исчисленш ф лю ксШ  
и въ Л е й б н и ц е в о м ъ  дифференщальномъ и интегральномъ исчисле- 
нш. Оба рода исчислешя различаются только въ обозначешяхъ. Симво
лика, введенная Л е й б н и ц е м ъ  ( 'L e ibn iz ,  1 6 4 6 —-1 7 1 6 ) ,  однако же, въ 
такой мере целесообразна, что совершенно вытеснила символику 
Ньютона.

Н ь ю т о н ъ  (1 6 4 2 — 17 27 )  долго сохранялъ втайне свое исчисле- 
Hie флюксШ, вероятно, по той причине, что ему не давалось точное 
обосноваше этой дисциплины. В ъ  своемъ знаменитомъ сочиненш 
„Philosophiae naturalis principia mathematica“ ( 1 6 8 6 — 1687) онъ все 
выводитъ по строгимъ правиламъ грековъ и вообще не делаетъ ни
какого употреблешя изъ исчислешя флюкай.

Уже въ 1 6 8 4  году Л е й б н и ц ъ  обнародовалъ краткую заметку 
о своемъ дифференщальномъ исчисленш въ „Acta eruditorum“, и, не 
заботясь о недостаточности основанШ новаго исчислешя, онъ и его 
ученики (прежде всего братья Бернулли) сделали очень плодотвор- 
ныя применешя этого исчислешя.

К о в а л е в с ш й . Дифференщальное и интегральное исчислеше. 1



2 И С Т0 РИ Ч Е С К 1 »  СВ-ЁД-ВН1Я.

Это было благословешемъ для y cn tx a  науки. Огромная об
ласть, открытая методомъ безконечно малыхъ, раньше всего должна 
была быть обсл-Ьдована въ самыхъ различныхъ направлешяхъ. Только 
тогда (во второй половинЪ 19-го в-Ька) могъ наступить критическШ 
перюдъ, въ т е ч е т е  котораго попытались дать новому исчислешю 
прочное основаше.

Оказалось, что прежде всего понадобилось установлеше точнаго 
п о н я т а о числ-fe. Д е д е к и н д ъ  ( D e d e k in d ) ,  В е й е р ш т р а с с ъ  (W e ie r -  
s t r a s s )  и Г. К а н т о р ъ  ( G . C a n t o r )  указали путь длястрогаго введе- 
шя иррацюнальнаго числа. И теперь уже возможно построить впол
не безупречно исчислеше безконечно малыхъ. Его примкнете къ 
геометрш также было подвергнуто критическому испыташю, и от- 
носяцйяся сюда задачи могутъ считаться исчерпанными.

В ъ  послЪдующемъ мы строгимъ образомъ разовьемъ основа- 
шя дифференщальнаго и интегральнаго исчислешй и, сообразно съ 
этимъ, начнемъ съ  разсмотр-Ьшя иррацюнальныхъ чиселъ.

*



Г л а в а  I. (

Введете иррацюнальныхъ чиселъ.

§ 1. Рацюнальныя числа. Ц-Ьлыя ч и сл а  О, 1, —  1 , 2 ,  —  2 , . . . ,  
а также положительный и отрицательный д р о б и  называютъ p a u io -  
на льны ми ч и сл а м и  ’). Они достаточны для р е ш е т я  всякаго урав- 
нешя вида

ах  +  b =  О,

гдЪ а  и b цЬлыя числа и а  отлично отъ нуля.
Но, если ограничить понят1е о числЪ рацюнальными числами, 

то уже уравнеше
х2 —  2  =  О

было бы неразр-Ьшимымъ.
Чтобы это доказать, слЪдуетъ заметить, что квадратъ ч е т н а г о  

числа есть ч е т н о е  число; н е ч е т н о е  же число имЪетъ н еч е т н ы й  ква
дратъ. Если от и п суть два взаимно простыхъ числа, то изъ ра
венства

/т\ 2
( п) =  2 , или тг — 2 « 2 

вытекало бы, что от есть четное число; поэтому

т =  2 от' (т' ц-Ьлое число).

Но тогда получилось бы

4 от' 2 — 2 я 2, т. е. 2 от'3 =  и2, 

и п тоже должно было бы быть четнымъ, такъ что

п =  2п' (п’ цЪлое число); 

от и и, вопреки допущешю, не были бы взаимно простыми.

*) Мы предполагаемъ, что читатель умЪетъ производить вычисле- 
шя съ этими числами такъ, какъ его этому обучали въ школ-6.

1*



4 СВЧЕН1Я В Ъ  ОБЛА СТИ РА Ц Ш Н АЛЬНЫ ХЪ ЧИ С ЕЛ Ъ.

Н Ъ т ъ  р а ц ш н а л ь н а г о  ч и сл а , к в а д р а т ъ  к о т о р а г о  ра- 
в е н ъ  2.

Во избЪжаше такихъ явлешй, какъ неразрешимость уравнешя 
хъ —  2 =  0, было предпринято расширеше п о н я т  о числ-fe, что 
мы теперь и будемъ излагать.

§ 2. С1>чешя въ  области рацюнальныхъ чиселъ. Подъ 
с е ч е ш е м ъ  въ области рацюнальныхъ чиселъ мы вместе съ Д е д е к и н -  
д о м ъ  *) понимаемъ такое разделеше этихъ чиселъ на два класса, 
что каждое число одного класса, называемая) н и ж н и м ъ , меньше 
каждаго числа другого класса, называемаго в е р х н и м ъ .

Мы, напримеръ, получаемъ с е ч е т е ,  если, исходя изъ любого 
рацюнальнаго числа, мы относимъ къ одному классу все  рацюналь- 
ныя числа, которыя м е н ь ш е  а  или р а в н ы  а , а къ другому классу 
все  рацюнальныя числа, которыя б о л ь ш е  а.

Точно такъ же мы получимъ с е ч е т е ,  если мы отнесемъ къ од
ному классу все  рашональныя числа, которыя м е н ь ш е  а, а къ дру
гому все  рацюнальныя числа, которыя б о л ь ш е  или р а в н ы  а.

Оба эти сечешя обладаютъ тою особенностью, что въ первомъ 
I имеется н а и б о л ь ш е е  число въ н и ж н е м ъ  классе, а во второмъ 

случае имеется н а и м е н ь ш е е  число въ в е р х н е м ъ  классе (именно а).
Если передъ нами с е ч е т е ,  и въ нижнемъ его классе есть наи

большее (въ верхнемъ его классе есть наименьшее) число а, то 
всякое рацюнальное число, которое больше (меньше) а, должно при
надлежать верхнему (нижнему) классу. Съ другой стороны, каждое 
число верхняго (нижняго) класса больше (меньше) каждаго числа 
нижняго (верхняго) класса и потому также больше, чемъ а. Верх- 
нШ (нижнШ) классъ состоитъ такимъ образомъ изъ всехъ  рацю- 
нальныхъ чиселъ, которыя больше (меньше) а, и, следовательно, ниж- 
шй (верхней) —  изъ всехъ  рацюнальныхъ чиселъ, которыя меньше или 
равны (больше или равны) а.

Есть еще третШ родъ сеченШ, въ которыхъ н и ж н 1й к л а с с ъ  
не и м е е т ъ  н а и б о л ь ш а г о ,  а ве р х н ей  к л а с с ъ  не и м е е т ъ  наи- 
м е н ь ш а г о  ч и сл а .

Если мы отнесемъ, напримеръ, къ верхнему классу все  п ол о - 
ж и т е л ь н ы я  рацюнальныя числа, которыхъ квадраты больше 2, а

’) «Stetigkeit und irrationale Zahlen*. Braunschweig, 1872. Руссюй пере- 
водъ: «Непревывность и иррацюнальныя числа». Одесса. 1909-



ИРРАЦЮНАЛЬНЫЯ ЧИСЛА. 5

къ нижнему все  остальныя рацюнальныя числа, то, какъ легко у б е 
диться, этимъ будетъ установлено скчеше. Однако же, въ этомъ 
сеченш нижшй классъ не содержитъ наибольшего и верхнШ классъ 
не содержитъ наименьшаго числа.

А именно, если г  есть положительное рацюнальное число, ко
торое (какъ, напримеръ, 1 ) принадлежитъ н и ж н е м у  классу, то 
г 2 <  2 , такъ какъ не выполняется ни одно изъ соотношешй г2 >  2 
и г2 =  2  (ср. § 1 ). Теперь выберемъ положительное рацюнальное 
число h, которое удовлетворяло бы неравенствамъ

Ь < 1 и h < fcK -
Тогда

(г 4 - h f  =  г2 +  2 rh +  h2 <  г2 +  (2 г +  1 ) h <  2 .

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  в ъ  н и ж н е м ъ  к л а с с е  н Ъ т ъ  н а и б о л ь 
ш а я  чи сл а .

Если г есть число в е р х н я г о  класса, такъ что г >  0  и г2 >  2, 
то можно выбрать положительное рацюнальное число h такимъ, что
бы удовлетворить неравенству

Тогда г—h будетъ положительнымъ и

(г  —  Ь)2 =  г2 —  2rh -f- h2 >  г2 —  2 rh >  2 .

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  в ъ  в е р х н е м ъ  к л а с с е  н"Ьтъ н а и м е н ь 
ш а го  числа.

^ § 3 .  Иррацюнальныя числа. Мы познакомились съ тремя 
различными родами сЪченШ, которыя характеризуются следующими 
предложешями:

1. В ъ  нижнемъ классе есть наибольшее число а.
2. В ъ  верхнемъ классе есть наименьшее число а.
3. Н-Ьтъ ни наибольшего числа въ нижнемъ классе, ни наи

меньшаго числа въ верхнемъ.

Теперь мы будемъ говорить, что сЪчешемъ о п р е д е л я е т с я  
рацюнальное число а  въ случаяхъ 1 и 2  и и р р а щ о н а л ь н о е  чи
с л о  въ случае 3.



6  CPA BH EHIE ИРРАЦЮНАЛЬНАГО ЧИСЛА С Ъ  РАЦ ЮН АЛ ЬНЫМЪ.

В ъ  этомъ содержится расширеше понят1я объ иррацюнальномъ 
числ% *) ,  о чемъ упоминалось выше.

§ 4. Сравнен!е иррац!ональнаго числа съ  рац10нальнымъ 
числомъ. Если р есть иррашональное, а г рацюнальное число, то 
возможны два случая. Либо г принадлежитъ нижнему классу сече
шя, определяющего р, либо г принадлежитъ верхнему классу этого 

сечешя.
В ъ  первомъ случае мы будемъ говорить, что г м е н ь ш е  р, или 

что р б о л ь ш е  г, и будемъ писать

г <  р или р >  г.

Во второмъ случае мы скажемъ, что г б о л ь ш е  р или р м е н ь ш е  

г, и будемъ писать
г >  р или р <  г.

Согласно этому yoioeiio, и р р а ш о н а л ь н о е  ч и с л о  б о л ь 
ш е к а ж д а г о  ч и сл а  н и ж н я го  к л а с с а  и м е н ь ш е  к а ж д а г о  ч и сл а  

в е р х н я г о  к л а с с а .
Таким ь образомъ, если а  есть число нижняго, а Ь число верх

няго класса того сечешя, которымъ определяется число х, то, неза
висимо отъ того, будеть ли х  ращональнымъ или ирращональнымъ,. 

мы имеемъ
а  ^  х  й  Ь,

т. е., к а ж д о е  ч и с л о  н и ж н я г о  к л а с с а  не б о л ь ш е ,  а к а ж д о е  
ч и с л о  в е р х н я г о  к л а с с а  не м е н ь ш е  ч и сл а ,  о п р е д е л я е м а г о  се- 
ч е ю е м ъ .

§ 5. Н еравенства между двумя рац!ональными и однимъ 
иррацюнальнымъ числомъ. Если г, 5 суть рацюнальныя, а р есть 
иррашональное число, то изъ неравенствъ

Г <  р <  5

всегда вытекаетъ неравенство

Г <  5.

*) Всягай разъ, когда мы имеемъ сЪчеше третьяго рода, мы с о з д а -  
ем ъ символъ, — напримЬръ, р — , называемъ этотъ символъ иррацюналь
нымъ числомъ и говоримъ, что оно определяется нашимъ сечежемъ.
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Ибо г <  р означаетъ, что г принадлежитъ нижнему классу, a p < i  
означаетъ, что s принадлежитъ верхнему классу сечешя, которымъ р 
определяется. Каждое же число нижняго класса меньше каждаго 
числа верхняго класса. * Ч 5

Точно такъ же легко показать, что изъ неравенствъ

р <  Г <  S 

всегда вытекаетъ неравенство

Р <
а изъ неравенствъ

г <  s <  р 

всегда сл-Ьдуетъ неравенство

г <  р.

§ 6. Сравнение д в у хъ  ирращ ональныхъ чиселъ. Пусть р и 
о б уд у тъ д ва  р а з л и ч н ы х ъ  и р р а ц ш н а л ь н ы х ъ  ч и сл а .  Это значитъ, 
что р а з л и ч н ы * )  тЬ сечешя, которыми определяются иррацюналь- 
ныя числа р и о ' ) .  Тогда необходимо должно существовать рацю
нальное число г, которое въ одномъ сеченш принадлежитъ верхне
му, въ другомъ— нижнему классу, и которое поэтому будетъ боль- ' 
ше одного изъ двухъ ирращональныхъ чиселъ,— скажемъ, больше 
числа р, —  и меньше другого, такъ что

Р <  Г <  о.

В ъ  такомъ случай мы станемъ называть р м е н ь ш и м ъ  и а 
б о л ь ш и м ъ  изъ двухъ ирращональныхъ чиселъ р, о и будемъ писать

р <  а или а >  р.

Чтобы оправдать это опредЬлеше, необходимо еще заме
тить, что н-Ьтъ такого рацюнальнаго числа s, которое удовлетворя
ло бы неравенствамъ

а <  s <  р.

*) Различ1е сеченш, которыми определяются иррацюнальныя числа, 
характеризуется гЬмъ, что можно указать рацюнальное число, принадле
жащее верхнему классу въ одномъ сеченш и нижнему въ другомъ. Если 
такого рацюнальнаго числа н^тъ, то оба сечешя разсматриваются, 
какъ одно.

‘) Если р и а определены однимъ и т е м ъ  ж е сечешемъ, то мы 
пишемъ р =  з  и говоримъ, что числа р и а равны.
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Изъ неравенствъ г  <  а <  s вытекало бы, по § 5, что г <  j ,  а изъ не- 
равенствъ 5 <  р <  г следовало бы, что, наоборотъ, s <  г.

§ 7. Н еравенства между однимъ ращ ональнымъ и дву
мя ирращональными числами. Если р, а суть иррацюнальныя 
числа, г  —  рацюнальное число, то, по опредЬлешю § 6, изъ нера
венствъ

р <  г <  о 

постоянно вытекаетъ неравенство

р <  о.

Дал"Ье слЪдуетъ заметить, что изъ неравенствъ 

г <  р <  а 

постоянно вытекаетъ неравенство

г <  з,
а изъ неравенствъ

р <  о <  г
—  неравенство

р <  г,

ибо, въ виду неравенства р <  а, существуегь рацюнальное число s такого 
рода, что р <  * <  о. Мы имЪемъ, такимъ образомъ, въ первомъ случае

г  <  р <  * <  =>,
а во второмъ

р <  5  <  О <  Г .

Отсюда же, основываясь постоянно на § 5, выведемъ, что въ пер
вомъ случай г < 5 < а и г < о ,  а во второмъ случае р <  s <  г и
Р < г .

§ 8. Неравенство между трем я ирращональными числами.
Если р, а и т суть иррацюнальныя числа, то изъ неравенствъ

р <  а <  т 

постоянно следуетъ неравенство

р <  т .

Выберемъ рацюнальное число г, удовлетворяющее неравен- 
ствамъ р <  г <  о. Тогда

р <  г  <  о <  т.
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Такимъ образомъ, по § 7, им-Ьемъ: р < г < т  и р < т .

^ 1 §  9. Вещественный числа. Рацюнальныя и ирращональныя
числа называютъ в е щ е с т в е н н ы м и  ч и с л а м и  или просто числами. 
Мы хотимъ здЬсь сопоставить некоторый свойства этихъ чиселъ.

1. Если а и [S суть два р а з л и ч н ы х ъ  числа, то

либо а <  либо а >  

и, если три числа ас, [3, у находятся другъ съ  другомъ въ соотношенш

Я <  Р <  Т.

то отсюда постоянно следуетъ *), что

« <  у •

На основанш этихъ свойствъ говорятъ, -что вещественныя 
числа образуютъ р а с п о л о ж е н н о е  м н о ж е с т в о  (Menge) *)

п чиселъ a t , а2 , . . . ,  а„ можно всегда такъ расположить, что 
ни одно изъ нихъ не будетъ больше (меньше) следующего. Ихъ 
называютъ тогда в о з р а с т а ю щ и м и  ( у б ы в а ю щ и м и ) .

2. Если а <  у, то можно выбрать такое (даже рацюнальное) 
число (3, что а <  (3 <  у.

На основанш этого свойства множество вещественныхъ чиселъ 
называютъ п л о т н ы м ъ .

Мы говоримъ о числе (3, что оно л е ж и т ъ  м е ж д у  а и у (со
держится или заключается между а и у, или есть число между 
ос и у).

Что между а и у действительно есть рацюнальное число [3, 
следуетъ изъ определешя въ § 6 для случая, когда а и у оба суть 
ирращональныя числа. В ъ  случае, когда а число ращонельное, а у 
иррашональное, (а —-иррашональное, ос у ращональное), это с л е 
дуетъ изъ того, что между ращональными числами, которыя меньше 
(больше) ирращональнаго, нетъ наибольшего (наименьшаго). Нако- 
нецъ, если оба числа а и у —  ращональныя, то достаточно поло

жить, напримеръ, 3 =  о ( * + у ) .

*) Если все числа а, 3, Y рацюнальныя, то это само собой понятно. 
Въ противномъ случае это следуетъ изъ предыдущаго параграфа.

*) Menge — множество, многообраз1е, комплексъ, ансамбль, классъ.
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Применяя повторно замЪчаше 2, мы убеждаемся въ томъ, что 
существуютъ п ращональныхъ чиселъ rt , r2, . . . , r n, удовлетворяю- 
щйхъ неравенствамъ

а <  гх <  гг <  . . .  <  гп <  у;

при этомъ п есть любое целое положительное число.
3. Вещественное число а всегда можно заключить между 

двумя рацюнальными числами г н s, имеющими напередъ заданную 
разность d (d число рацюнальное и положительное).

Если а рацюнальное, то достаточно положить

г =  а  1- d, s =  ас -f- - j  d.

Если а иррацюнальное, то пусть г0 будетъ рацюнальное число 
нижняго класса, а 50 рацюнальное число верхняго класса соответ
ствующего сЬчешя. Тогда можно выбрать два цЬлыхъ числа р и q 
такъ, что

bd <  г0 и qd  >

В ъ  ариеметической прогрессш

pd, (p +  l ) d ;  . . . ,  qd

первый членъ меньше, а последнШ больше, чемъ а. Если въ этомъ 
ряду первый членъ, превосходящШ «, есть nd, то следуетъ по
ложить

г =  (и — 1) d и s =  nd.

4. Отъ ращональныхъ чиселъ мы перешли къ иррацюналь- 
нымъ, производя сечешя. Если мы попробуемъ сделать то же съ  
вещественными числами, то мы не придемъ къ новому расширешю 
п о н я т  о числе. Верна именно следующая теорема:

Е с л и  и м е е т с я  с е ч е ш е  въ о б л а с т и  в е щ е с т в е н н ы х ъ  чи
с е л ъ 1) ,  т о  л и б о  в ъ  н и ж н е м ъ  к л а с с е  е с т ь  н а и б о л ь ш е е  
ч и с л о ,  л и б о  в ъ  в е р х н е м ъ  к л а с с е  е с т ь  н а и м е н ь ш е е .

Каждое сечеше S въ области вещественныхъ чиселъ содер
житъ въ себе сечеше @  въ области ращональныхъ чиселъ. Если а

')  Т. е. такое подразд^лете этихъ чиселъ на два класса, что 
каждое число одного класса меньше каждаго числа другого класса.
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есть число, определяемое с%чешемъ и $ >  а (|3 <С «), то можно 
выбрать ращональное число г такъ, что

, 3 > г > а  ( Э < г < « ) .

Такъ какъ г принадлежитъ тогда верхнему (нижнему) классу сече
шя © ,  а, следовательно, и сечешя S, то [5 принадлежитъ верхнему 
(нижнему) классу сечешя S. Такимъ образомъ, а * )  либо есть наиболь
шее число въ нижнемъ, либо наименьшее число въ верхнемъ классе 
сечешя S.

На основанш этого свойства множество вещественныхъ чиселъ 
называютъ н е п р е р ы в н ы м ъ .

§ 10. Интервалы. Если а  <  &, то совокупность всЬхъ чи
селъ х , удовлетворяющихъ услов1ямъ

а х  <  Ь,

называютъ и н т е р в а л о м ъ  (а, b) или (Ь, а).
а  и Ъ называются гр а н и ц ам и  интервала, а именно а  ниж

ней и Ъ в е р х н е й  границей. В ъ  силу предыдущего определешя, 
границы не принадлежатъ интервалу. Если же къ интервалу мы хо- 
тимъ присоединить а  или Ь, или а  и Ь, то пишемъ соответственно 

[а, Ь), (а, Ь), [а, Ь].
О числахь, изъ которыхъ интервалъ состоитъ, мы говоримъ, 

что они п р и н а д л е ж а т ъ  интервалу, л е ж а т ъ  въ немъ, с о д е р ж а т с я  
въ немъ, п а д а ю т ъ  въ интервалъ.

[а, Ь) называются о к р е с т н о с т ь ю  числа х, если х  содержит
ся въ (а, Ь), если, следовательно, х  лежитъ между а  и Ь.

Г л а в а  I I .

П р е д е л ы .

§ 11. П оследовательности чиселъ. Если мы представимъ 
себе, что въ натуральномъ ряду чиселъ 1 , 2 , 3, . . .  каждый членъ 
п замененъ вещественнымъ числомъ ип, то получимъ п о с л е д о в а 
т е л ь н о с т ь  ч и с е л ъ  или, короче, последовательность.

*) Число а, конечно, принадлежитъ одному изъ двухъ классовъ 
сечешя S.
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Если все  члены последовательности суть рацюнальныя числа, 
то последовательность называется р а щ о н а л ь н о й .

Существуютъ рацюнальныя последовательности, которыя с о 
держать въ себ е  в с е  ращональныя числа. Каждое положительное рацю
нальное число можетъ быть представлено, и при томъ однимъ только 
способомъ, въ виде pjq, где р и q суть цЬлыя положительныя взаи
мно простыя числа. Мы будемъ называть р q в ы с о т о ю  разсматри- 
ваемаго ращональнаго числа. Мы получимъ все  числа высоты п, 
если вычеркнемъ въ ряду дробей

1 2 и — 1
и —  1 ’ it —  2 ’ ’ 1

те, которыя могутъ быть сокращены. Только 1 имеетъ высоту 2, 
только 1/2 и 2 имеютъ высоту 3, только 1/3 и 3 —  высоту 4 и т. д. 
Если представить себе, что написаны по порядку все  числа высоты 
2, 3 , 4 , . . .  *), то будемъ иметь последовательность чиселъ г,, г2, 
г3, . . . ,  въ которую каждое положительное рацюнальное число входить 
одинъ и только одинъ разъ, последовательность о, ru —  rv  r2, —  r2, . . .  
явно содержитъ все  рацюнальныя числа и притомь каждое одинъ 
только разъ 2).

Если последовательность и , ' ,  и2', и3', . . .  получается изъ по
следовательности и1 и2 и3, . . .  путемъ опускашя определенныхъ чле- 
новъ и „ , то и , ',  и , ' ,  и3', . . .  будетъ называться ч а с т ь ю  последова
тельности и,, иг, м3, . . . .

6 * Г  § 12. Точки сгущешя * )  последовательности чиселъ.
Число и называется т о ч к о й  с г у щ е ш я  последовательности и4, и2, 
м3, . . . ,  если въ каждой окрестности числа и находится н е о г р а 

‘) Числа высоты п мы представляемъ себе расположенными такъ, 
что числители возрастаютъ.

а) Что рацюнальныя числа можно написать въ форме последова
тельности или что они, какъ говорятъ, образуютъ и сч и сл и м о е  мно
ж е с т в о ,  замечено было Георгомъ Канторомъ (Georg Cantor).

*) Здесь авторъ употребляетъ терминъ: Haufungswert, неупотреби
тельный въ русскомъ языке. Мы употребляемъ здесь употребительный 
въ русскомъ языке терминъ „точка сгущешя", Haufungspunkt.



ОГРАНИЧЕННЫЙ ПОСЛ ЕДО ВА ТЕЛ ЬНО СТИ . ТЕОР ЕМ А В ЕЙ ЕРШ ТРАС С А .  1 3

н и ч е н н о е  ч и сл о  ' )  членовъ этой последовательности ** ) .  Ясно, 
что достаточно будетъ разсмотрЪть ращонально ограниченныя окрест
ности.

Если присоединить къ последовательности к о н е ч н о е  ч и с л о  
членовъ, то каждая точка сгущешя новой последовательности б у 
детъ также точкой сгущешя старой.

Если и/, и2', м3', . . .  есть часть последовательности и,,  и2, 
м3, . . . ,  то каждая точка сгущешя последовательности их', , и3', . . .
есть точка сгущешя и для uv и2, м3, . . .

Последовательность, которая получается изъ uv  и2, и3, . . .  
перестановкою членовъ, имеетъ т е  же точки сгущешя, что и 
И|, м2, м3, . . . .

Построенная въ § 11 последовательность в с е х ъ  рацюналь- 
ныхъ чиселъ имеетъ то свойство, что для нея каждое число есть 
точка сгущешя. В ъ  самомъ д ел е , въ каждомъ интервале (д, Ь) на
ходится неограниченное число ращональныхъ чиселъ (ср. §  9, заме- 
чаше 2), т. е. неограниченное число членовъ нашей последователь
ности.

§ 13. Ограниченныя последовательности. Теорем а
Вейерш трасса. Последовательность называется о г р а н и ч е н н о й ,  
если есть интервалъ (а, Ъ), содержаний все  ея члены. Можно, оче
видно, предполагать а  и Ъ ращональными и, если угодно, при
нять а  =  — Ъ.

Когда мы имеемъ ограниченную последовательность, то всегда 
существуютъ ташя ращональныя числа, которыя меньше безчислен- 
наго множества членовъ этой последовательности, а также и ташя 
ращональныя числа, которыя этого свойства не имеютъ. Все ращо
нальныя числа перваго рода мы отнесемъ къ нижнему, а все  
ращональныя числа второго рода къ верхнему классу. Тогда каждое 
число нйжняго класса меньше каждаго числа верхняго класса. Та
кимъ образомъ установлено сечеше.

’) Т. е. не только ограниченное число. *)
*) Это значитъ: каково бы ни было напередъ заданное положи

тельное число N, въ каждой окрестности числа и содержится больше,, 
чемъ N членовъ разсматриваемой последовательности.

**) Точка сгущешя последовательности можетъ быть, но можетъ и не 
быть членомъ этой последовательности.
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Пусть и будетъ число, определяемое этимъ сЬчешемъ. Если
тогда

г <  и <  *' <  .г (г, s, s'— ращональныя числа),

то  г принадлежитъ нижнему, a s' верхнему классу. Такимъ обра
зомъ, неограниченное число членовъ последовательности будутъ 
превосходить г, но не s'. Отсюда следуетъ, что въ (г, s) лежитъ 
неограниченное число членовъ последовательности.

Каждая ращонально ограниченная окрестность числа и содер
житъ поэтому неограниченное число членовъ нашей последова
тельности. Итакъ, и есть точка сгущешя.

Этимъ мы доказали В е й е р ш т р а с с о в у  теорему: к а ж д а я
о г р а н и ч е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о б л а д а е т ъ ,  по к р ай н ей  
м е р е ,  о д н о ю  т о ч к о ю  с г у щ е ш я .

Найденная здесь  точка сгущешя обладаетъ, однако, еще осо- 
беннымъ свойствомъ. Если w и, то w  не можетъ быть точкою 
сгущешя нашей последовательности. Чтобы убедиться въ этомъ, 
выберемъ ращональныя числа г  и s такъ, чтобы было

и <^r <C_w <C.s. •

Если бы w  было точкой сгущешя, то въ интервале {г, s) должно было бы 
лежать неограниченное число членовъ последовательности. В с е  они 
должны были бы быть больше г, между темъ какъ г  принадлежитъ 
верхнему классу построеннаго раньше сечешя *) .  Такимъ образомъ, 
и есть н а и б о л ь ш а я  или, говорятъ и такъ, в е р х н я я  т о ч к а  с г у 
щ е ш я  последовательности.

Если отнести все  ращональныя числа, которыя больше без- 
численнаго множества членовъ ограниченной последовательности, къ 
верхнему классу, а все  остальныя ращональныя числа къ нижнему 
классу ‘), то придемъ къ н а и м е н ь ш е й  или н и ж н е й  т о ч к е  
с г у щ е ш я .

§ 14. Ограниченный последовательности съ  одною  
точкою  сгущешя. На основанш теоремы В е й е р ш т р а с с а ,  ограни

*) Въ этомъ содержится противореч1е, ибо г, будучи меньше не
ограниченна™ числа членовъ последовательности, содержащихся въ 
интервале (г, s), должно было бы быть отнесено къ нижнему классу.

4) Въ каждомъ изъ этихъ классовъ действительно содержатся
числа.
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ченная последовательность их, щ , м3, . . .  имеетъ, по крайней мере, 
одну точку сгущешя. Мы хотимъ теперь разсмотреть тотъ замеча
тельный случай, когда существуетъ о д н а  т о л ь к о  точка сгущешя. 
Если мы обозначимъ черезъ и эту единственную точку сгущешя, 
то въ каждой окрестности (г, s) точки и будетъ лежать безконечное 
множество членовъ последовательности. Больше того: вне (г, 5) 
можетъ находиться только ограниченное число членовъ нашей после
довательности. В ъ  самомъ д е л е ,  если по опущенш всехъ  т ех ъ  
членовъ и„, которые содержатся въ (г, s), осталась бы еще целая 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  членовъ и,',  мг', м,',  . . . , то она по тео
реме В е й е р ш т р а с с а  имела бы точку сгущешя v, которая на- 
вЬрно о т л и ч н а  отъ и, такъ какъ ни одно и,,' не лежитъ въ интервале 
(г, 5). По § 12, v должно было бы быть точкой сгущешя и для 

uv  мз- • • • Эта последовательность, вопреки допущешю, имела 
бы, такимъ образомъ, д ве  точки сгущешя.

Е с л и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  б у д е т ъ  с о д е р ж а т ь  т о л ь к о  
о г р а н и ч е н н о е  ч и с л о  ч л е н о в ъ ,  к о т о р ы е  не о б л а д а ю т ъ  н е -  
к о т о р ы м ъ  о п р е д е л е н н ы м ъ  с в о й с т в о м ъ ,  т о  мы б у д е м ъ  г о в о 
р и т ь ,  ч т о  п о ч т и  всЬ чл ены  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  и м е ю т ъ  
э т о  с в о й с т в о .

„Почти в с е “ должно, такимъ образомъ, постоянно означать: 
„все, кроме к о н е ч н а г о  ч и сл а  исключенШ“.

Введя этотъ способъ выражешя, мы можемъ следующимъ 
образомъ выразить предыдупцй результаты

Е с л и  о г р а н и ч е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и м е е т ъ  о д н у  
т о л ь к о  т о ч к у  с г у щ е ш я ,  т о  в ъ  каждой о к р е с т н о с т и  э т о й  
т о ч к и  л е ж а т ъ  почти вс!> чл ены  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

Когда последовательность и„ и2, м3 ) . . .  находится въ такомъ 
отношенш къ числу и, что въ к а ж д о й  окрестности *) числа и ле
жатъ почти все  члены последовательности, то последовательность 
называютъ с х о д я щ е й с я ,  а число и —  ея п р е д е л о м ъ .  Говорятътак
же, что последовательность или и„ с х о д и т с я  (стремится къ пре
делу и, имеетъ предЬлъ и) и пишутъ

lim ип =  и;

’) И здесь можно ограничиться рацюнально ограниченными окрест
ностями.
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„ Н т “ есть начало латинскаго слова limes (пределъ). Эта формула 
читается такъ:

То, что мы нашли раньше, можно теперь такъ формулировать: 
К а ж д а я  о г р а н и ч е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с ъ  е д и н 

с т в е н н о ю  т о ч к о й  с г у щ е ш я  с х о д и т с я ,  и э т а  т о ч к а  с г у щ е ш я  
е с т ь  ея п р е д е л ъ .

В ъ  заключеше покажемъ еще, что, наоборотъ, к а ж д а я  с х о 
д я щ а я с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о г р а н и ч е н а  и ея п р е д е л ъ  
е с т ь  ея е д и н с т в е н н а я  т о ч к а  с г у щ е ш я .

\\тип =  и означаетъ, что въ каждой окрестности и лежатъ почти  
в с е  и„. Поэтому, если а  <  и <  Ъ, то существуетъ только конечное 
число членовъ ип, которые не падаютъ между а  и Ь. Мы ихъ бу
демъ называть и с к л ю ч и т е л ь н ы м и  членами. Если выбрать интер- 
валъ (а, (1) такъ, чтобы въ немъ содержались все  исключительные члены, 
а также а и Ь, то въ (a, jl) будутъ содержаться все  члены после
довательности. Такимъ образомъ последовательность о г р а н и ч е н а .  
Легко понять, что и есть ея точка сгущешя. Если v отлично отъ и, 
то можно построить таюя окрестности около и и v, которыя не 
содержатъ общаго числа. В ъ  самомъ д еле ,  достаточно взять три ра
щональныя числа г, s, t такимъ образомъ, чтобы 
или г < м  <Т s ■< v <  t, смотря по тому, будетъ ли и >  v или 

В ъ  (г, 5)  лежатъ тогда п о ч т и  в с е  ип, ибо lim ип =  и. Та
кимъ образомъ, (5, t) содержитъ только к о н е ч н о е  ч и сл о  членовъ, 
и потому v не можетъ быть точкой сгущешя. Согласно съ этимъ, 
и есть единственная точка сгущешя.

Отныне мы знаемъ, что с х о д я и и я с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  и 
о г р а н и ч е н н ы я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с ъ  е д и н с т в е н н о ю  т о ч 
к о ю  с г у щ е ш я  с у т ь  о д н о  и т о  же.

jl. Если последовательность стремится къ  в  и мы введемъ въ 
нее к о н е ч н о е  ч и с л о  произвольныхъ членовъ, то получимъ новую 
последовательность, которая также стремится къ и.

2. Каждая часть последовательности, стремящейся къ и, также 
имеетъ пределъ и.

*) Или пределъ Ия равенъ и.

limes ип равно и *).

15. Зам1>чан1я о сходящ ихся посл"Ьдовательностяхъ.
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3. Каждая последовательность, которая получается черезъ пе- 
ремещеше членовъ другой последовательности, стремящейся къ и, 
также имеетъ пределъ и.

4. Если
lim ип =  и и limи'п =  и, 

то и последовательность

Mj, Uj U 2, 2/3, Mg у . . .  J

въ которой ( 2 м —  1)-ый членъ есть ия, а (2и)-ый членъ есть и'„, так
же имеетъ пределъ и.

5. Если
\\тип =  и, \\mvn =  v и u<Cv,

то почти все  и„ будутъ меньше соответственныхъ v„.
Действительно, имея въ виду неравенство u<^v, мы можемъ

выбрать ращональныя числа г, s, t такими, чтобы было

г <  и <  s <Cv <Ct.

Такъ какъ почти все  и„ лежатъ въ (г, 5), а почти все  vn лежатъ
въ (5, t)\ то почти все  и„ меньше соответственныхъ v„.

6. Если
Нтм„' =  м, lim и„" =  и

и постоянно
ми мп tln )

то и
lim ип =  и.

Ибо въ каждой окрестности точки и лежатъ почти все  м„' и 
почти все  ип", следовательно, и почти все  м„.

§  16. Монотонный последовательности. Последователь
ность Mj, иг, м3, . . .  называется в о з р а с т а ю щ е й ,  когда

т. е. каждый членъ не больше последующаго, и у б ы в а ю щ е й ,  когда

Mt ^  м2 ^  и3 ^  . . . ,

т. е. каждый членъ не меньше последующаго. Оба рода последо
вательностей называются м о н о т о н н ы м и .

Если uv  м2, м3, . . .  есть возрастающая и о г р а н и ч е н н а я  по
следовательность, то по теореме В е й е р ш т р а с с а  сущёствуетъ 

К о в а л е в с к ш . Дифференщальное и интегральное Ёсчиелеше. 2  j п j

;;;! Ч Ч Ч б о
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точка сгущешя и. Ни одинъ членъ последовательности не пре- 
восходитъ этого числа и. Действительно, если бы было mv >  и, то 
при г <Си окрестность (г, mv) числа и содержала бы только огра
ниченное число членовъ и„ *) , и и не могло бы быть точкой сгу
щешя. Если же наша последовательность содержала бы д ве  точки 
сгущешя и и v О  и), то при s >  v въ (и, 5) не было бы ни од
ного и„, между тем ъ какъ v должно быть точкой сгущешя.

Такимъ образомъ, о гр а н и ч е н н а я  в о з р а с т а ю щ а я  п о с л е 
д о в а т е л ь н о с т ь  в с е г д а  с х о д и т с я ,  и ея п р е д е л ъ  не м е н ь ш е  
к а ж д а г о  и з ъ  ея ч л е н о в ъ .

Точно такъ же легко убедиться въ томъ, что о г р а н и ч е н н а я  
у б ы в а ю щ а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  в с е г д а  с х о д и т с я ,  и ея п р е 
д е л ъ  не б о л ь ш е  к а ж д а г о  и з ъ  ея ч л е н о в ъ .

М о н о т о н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с х о д и т с я  п о э т о м у  
т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  она о г р а н и ч е н а .

§ 17. Точки сгущешя, какъ пределы. Е с л и  и е с т ь  
т о ч к а  с г у щ е ш я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ии и2, и3, . . . ,  то  в ъ  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ии ил, и ъ, . . .  е с т ь  ч а с т ь  ut\ и2 , и3' , . . . ,  
к о т о р а я  с т р е м и т с я  к ъ  и.

По § 9 (замечаше 3), можно выбрать рацюнальное число 

г„ такъ, что

Ц„. Такъ какъ и есть точка сгущешя, то въ интервале U,, лежитъ 
неограниченное число чиселъ и„.

Пусть теперь будетъ 
и/— первый членъ последовательности, лежащШ въ U t; 
и2 —  первый членъ, лежащШ въ U , и следуюицй за их\ 
и3'— первый членъ, лежащШ въ Ц 3 и следующШ за иг', и т. д.

Числа м/, и2 , и3' , . . .  явно образуютъ часть последовательности

при чемъ п есть какое-либо положительное целое число.

Для краткости мы интервалъ обозначимъ черезъ

*) Если въ последовательности ии и,, ?<3, . . .  членъ ик есть первый, 
не менышй числа г, то интервалъ (г, г<,) содержитъ только члены 
«к, ик+1, . . .  и, _1  этой последовательности.
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Мы докажемъ, что
li т и » 1 =  и.

Пусть будетъ

у <  и <  s (г, s —  ращональныя числа).

Выберемъ ращональныя числа г',  s' такъ, что

Г  <  г ' <  И <  s ' <  5 .

Если теперь

я  >  —7—— и вместе съ  т%мъ п >  — 1Г—Г 5—s'

то U„ лежитъ въ (г, s). Действительно, если бы было r„ g  г, то 
отсюда следовало бы, что

Гп +  \  <  г  +  (г —  г), т. е. п, +  ^ < г ' < и ,

а между тЪмъ r„ - f - 1  >  м. Если бы, далее, было r„ - f -  -i- 5, то

отсюда следовало бы

гп +  (s —  s') >  5, т. е. гп >  s' >  и, 

а между гЬмъ гп <  м. Мы видимъ такимъ образомъ, что

Г  <  г п <  Гп  +  —  <  S,

т. е. Пп лежитъ въ (г, s), коль скоро п больше каждаго изъ двухъ 
чиселъ 1 : (г '— г) и 1 : ( s —  s').

Сообразно съ этимъ въ каждой ращонально ограниченной окре
стности числа и лежатъ п о ч т и  в с е  а вместе съ гёмъ и п оч ти  
в с е  и,?. Но это означаетъ, что lim и„' =  и.

В ъ  § 11 мы ознакомились съ ращональною последователь
ностью чиселъ, въ которой содержится каждое ращональное число. 
В ъ  § 12 мы заметили, что каждое число есть точка сгущешя этой 
последовательности. На основанш предыдущей теоремы, для 
к а ж д а г о  ч и с л а  с у щ е с т в у е т ъ  р а ш о н а л ь н а я  п о с л е д о в а т е л ь 
н ость ,  предЬломъ которой оно служитъ. Это можно и прямо до
казать.



СУММА Д В У Х Ъ  ЧИ С ЕЛ Ъ.

Г л а в а  I I I .

Ращональныя операцш.

§ 18. Сумм а д в у хъ  чиселъ. По § 17 для каждаго веществен- 
наго числа существуетъ р а ц ш н а л ь н а я  последовательность, преде- 
ломъ которой оно служитъ.

Положимъ, что х  и у  суть два вещественныхъ числа и пусть

lim хп — х  и Игл уп = у (хп, уп— ращональныя числа).

Разсмотримъ последовательность

*1  + J v  хг +  Ь> Ч + У й ’ ■ ■ •
Такъ какъ каждая сходящаяся последовательность ограничена, 

то можно выбрать положительное рацюнальное число с  такъ, что 
в с е  хп и все  у„ будутъ заключаться въ интервале ( —  с, с). Но 
тогда все  числа х„ + у п лежатъ въ  интервале ( —  2 с, 2 с), такъ что 
последовательность х г + ) ' i>  • • . ограничена и, следователь
но, имеетъ, по крайней мере, о д н у  точку сгущешя по теоре
ме В е й е р ш т р а с с а .

Если бы она имела две  точки сгущешя и и v ( >  и ) ,  то въ 
ней существовала бы часть

л:/ + ) ' / ,  х2' +  у'2, , имеющая пределъ и,
и часть

х /  -(- у / , х2 +  у2г . . . , имеющая пределъ v.

В ъ  виду того, что и <  v, можно выбрать ращональныя числа 
г ,  г', s, s' такъ, что

г <  и <  г' <  s <  v <  s'.
Такъ какъ почти все

Хп’ +  лежатъ въ (г, г')
и почти все

Хп +  Уп лежатъ въ (5, / ) ,  

то почти все  разности

или суммы
( * / — * . ' )  +  О’п — Уп) 

будутъ больше, чемъ s — г'.
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Съ другой стороны, имея какое-либо положительное ращональ
ное число d, можно выбрать ращональныя числа а  и Ъ такъ, что

а  <  х  <  а  +  d и b <  у  <  £ -J- d.

Почти все  Хп и хп" заключаются тогда въ (а , a-\ -d), а почти 
B et уп' и у„" —  въ (Ъ, Ъ +  d)\ следовательно, почти все  х „ "— х„' и 
Уп — уп содержатся въ интервале ( —  d, d); поэтому почти все

(х п • Х„ ) -{- (у п — у„')

будутъ содержаться въ интервале ( —  2d, 2d).

Положивъ ^ =  4 "  (s — г ')> приходимъ къ противорЪчш.

Мы знаемъ теперь, что последовательность х х y v х2 +  У2, ■ ■ • 
с х о д и т с я  (ср. § 14). Ея пределъ мы обозначимъ черезъ х -f- у  и 
будемъ его называть су м м о й  чиселъ х  и у.

Чтобы это определеше имело смыслъ, нужно еще показать 
следующее:

Если

lim хп — х  и lim уп =  у  (х„, уп —  ращональныя числа), 

то всегда будетъ

lim (хп-\-уп) =  lim (хп +  у„) *).

По § 15 (замечаше 4)

х 0  Xj,  х 2, х 2, . . . стремится къ х
и

Уи У» Уп Уъ ■ • • стремится къ 

Такимъ образомъ, последовательность

* i  + y v  х , + у и х 2 + у 2, х 2 + ^ 2, . . .

сходится. По § 15 (за м е ч ате  2 ) все  части сходящейся последова
тельности стремятся къ одному и тому же пределу; следовательно, 
х„ + 7 * и х„ -[- уп имеютъ одинъ пределъ.

Если х  и у  —  оба ращональныя числа, то можно полагать все  х„ 
равными х, а все  у„ равными}'. Тогда все  хп -\-у„, а вместе съ темъ и 
lim (х„ -f-у п), делаются равными х у. Такимъ образомъ, наше опре-

*) Если бы эта теорема не была верна, то сложеше представляло 
бы многозначную операцш, ибо мы имели бы х + у — Iirn (хп + у п) и 
л +  у =  lim (хп +  уп).
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депеше не содержитъ въ себ"Ь п р о т и в о р ^ я  въ случае ращональ
ныхъ х  и у.

§ 19. П рои зведете д в у хъ  чиселъ. Какъ и въ § 18, пусть 
будетъ

lim х„ =  х и lim У (х,„ у„— ращональныя числа).

Тогда последовательность

xtyv х2у.г, хзУз, . . .
ограничена, такъ какъ все  ея члены принадлежатъ интервалу 
( —  с2, с2) *). Такимъ образомъ, эта последовательность имеетъ, по 
крайней мере, о д н у  точку сгущешя.

Если бы она имела д ве  различныя точки сгущешя м и » ( > к ) ,  
то въ ней была бы часть

х \ У\> x-i У-z > • • • > имеющая пределъ и,
и часть

х" уi", х" уа", . • • , имеющая пределъ v.
Выбравъ, какъ и въ § 18, ращональныя числа г, г', s, s' такъ,

чтобы выполнялись неравенства

г  <  и <  г' <  s <  v <  s',

найдемъ, что почти все  х'пу'п лежатъ въ (г, г'), а почти всt  х„" у /
—  въ (i, s'). Почти все  разности

X " \<"  X ' V '■Л'П ) П ЛЯ j n

будутъ поэтому больше s — г'.
Пусть d будетъ произвольное положительное рацюнальное чи

сло; выберемъ ращональныя числа a  w b такъ, что

а <  д: <  a  -f- d и b у <  b +  d .
Почти все  х,,', Хп находятся тогда въ (a, a-\-d), а почти все^„',  уп" 
въ (b, b +  d); поэтому почти все  х,"— х„' и уп'—уп' находятся въ 
( —  d, d).

Принявъ во вниман1е, что

Хп Уп  Хп Уп =  (лг«"-— Х„')у„" +  (уп — У п')хп',

находимъ, что почти все  числа х„" у„"— хп'уп' лежатъ въ интервале

*) с означаетъ то же, что и въ § 18.
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(— 2cd, 2 cd). Съ другой стороны, почти все  эти числа будутъ больше, 
чЪмъ s —  г'. Положивъ

п р и х о д и м ъ  КЪ n p O T H B O p t4 iro .

Пределъ последовательности x 1yv х2у2, . . .  мы обозначимъ 
черезъ ху  и назовемъ его п р о и з в е д е ю е м ъ  чиселъ х  и у. Пре
делъ этотъ не зависитъ отъ того, как1я употреблены были после
довательности, стремяццяся к ъ  х  и у  1).

Когда х и у  оба суть ращональныя числа, то можно a c t  х„ пола
гать равными х, a все  у„ —  равными у. Тогда все  произведешя х„ уи, 
а вместе съ ними и l im  х„ у „ , становятся равными ху. Наше опре- 
дЬлеше не приводитъ, такимъ образомъ, къ п р о ти в ор еч а  въ случае 
ращональныхъ х н у .

Произведете ( — 1) л: мы обозначимъ черезъ — х, сумму 
х  +  (— у) черезъ х  —  у. В ъ  случае ращональныхъ х и у  это не 
ведетъ къ противоречш, ибо тогда на самомъ д е л е

§ 20. О братное значеш е числа, отличнаго о т ъ  нуля.
Пусть х  >  0  ( х <  0 )  и

Тогда почти все  х„ лежатъ въ интервале (k, к'). Остальныя 
х„ мы опустимъ, и пусть тогда остается последовательность

( —  1 )х  —  X
и

* +  ( —  1)  ̂ =  у-

lim хп — х (х„ —  ращональныя числа). 

Выберемъ ращональныя числа к и к’ такъ, что

к' >  х  >  к >  0  (k1 <  .г <  к <  0 ).

? 1> ¥з> • • •
Все члены последовательности

1 1 1 1  )  > •
i t  S , S>

явно содержатся въ интервале

’) Доказывается, какъ въ § 18.
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в с л Ъ д с т е  чего эта последовательность о г р а н и ч е н а  и имеетъ, по
этому, по крайней мере, о д н у  точку сгущешя. Если бы она имела 
д ве  точки сгущешя и и v ( >  и), то въ ней была бы часть

— 71 - '-ti 1-7 ) • • •, имеющая пределъ и.
3?! ?2 ?з

и часть
1 1 1  — л, — п, имеющая пределъ v.Vi ' ' -у*

<h 4з

Когда ращональныя числа г, г', s, s' выбраны такъ, что

г  <  и <  г' <  5 <  v <  s',

то почти все  1 / g j  лежатъ въ (г, г'), почти все  1 /ум"  въ (*, 51). 
Поэтому почти все  разности

1 1

становятся больше, чемъ 5 —  г'.
Пусть теперь d  будетъ произвольное положительное ращо

нальное число; выберемъ ращональное число а  такъ, что

а  <  х  <  а  +  d.

Почти все и содержатся тогда въ (а, а d), поэтому почти 
все будутъ содержаться въ (— d, d). Принявъ въ сооб-
ражеше, что

1 1
г  "  Г г  'г  " ’П̂ <̂П <vn <v«

и что все произведешя больше, чемъ к2, находимъ, что
почти все разности 1 /£„" —  падаютъ въ интервалъ

Съ другой стороны, почти все  эти разности будутъ больше, чемъ 
s —  г'. Положивъ

d —k 2 (* —  г'), 

приходимъ къ противореч1ю.

Поэтому последовательность

1 1 1 ,
? Г  Г * ’ ¥ а ’
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с х о д и т с я .  Ея предЬлъ мы обозначимъ черезъ 1/х и назовемъ 
о б р а т н ы м ъ  з н а ч е ш е м ъ  числа х. Такимъ образомъ,

— = l im  1
х  ТС„

или

ибо въ каждой окрестности числа 1 /л: лежатъ не только почти все 
1/3£„, но и ПОЧТИ ВС-Ь 1 / Х п 1)  * ) .

\/х не зависитъ отъ того, какая была употреблена рацюналь- 
ная последовательность, стремящаяся къ х  2).

Если х  рацюнальное число, то можно все  хп положить рав
ными х. Тогда все  1/хя, а, следовательно, и lim 1/'хя, становятся 
равными \/х. Поэтому не будетъ противореч1я въ случае рацю- 
нальнаго х.

П рои зведете  у на 1/х (х не р а в н о  н у л ю ) мы обозначимъ 
черезъ у/х  или у : х  и будемъ называть ч а с т и ы м ъ  у и х. В ъ  
случае ращональныхъ х и у противореч!я не будетъ.

§ 21. Рац!ональныя операцш. О с н о в н ы м и  о п е р а щ я м и  
мы будемъ называть следуюшДя:

1. Переходъ отъ х к ъ  х  ( т о ж д е с т в о ) .
2. Переходъ отъ х  къ 1/х (инверсия, о б р а щ е ш е ) .  Э т а  

о п е р а ц 1я п р и м е н и м а  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  ч и с л о  х  о т л и ч 
но о т ъ  нуля.

3. Переходъ отъ х , у къ х  +  у ( с л о ж е н 1 е ) .
4. Переходъ отъ х, у къ ху  (у м н о ж е н 1 е ) .
Подъ р а ц ш н а л ь н о й  о п е р а ц 1 е й  мы разумеемъ последова

тельность к о н е ч н а г о  ч и сл а  основныхъ операцШ.

‘) Такъ какъ последовательность £i> £2i ¥з > • • • получена изъ 
хи *а> хг> ■ ■ ■ черезъ опущеше конечнаго числа членовъ.

*) Итакъ, утверждеше, что изъ равенства lim хп =  х(хг)гО) сле- 
дуетъ равенство —  =  означаетъ, что 1 ) почти все  хп отличны
отъ нуля и потому почти все  они имеютъ обратный значешя, 2) почти 
все  эти обратныя значешя принадлежатъ любой окрестности числа —-'

*) Доказательство, какъ въ § 18.
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Положимъ, для более точнаго описашя, что мы им-Ьемъ п 
чиселъ:

-̂2» • • • ) Хп.
Применяя къ одному или къ двумъ изъ нихъ основную операцш 
© ! ,  получаемъ число хп + \. Изъ x v х2, . . .  , получаемъ при
помощи основной операцш ® 2 число х п +  2 и т. д., пока, наконецъ, 
после применешя р операщй

не придемъкъ числу x „ + f . О числе хн + р говорятъ, что оно полу
чено изъ чиселъ х х , х2 , . . . , х„ посредствомъ р а ш о н а л ь и о й  опе- 
p a u in ,  или р а щ о н а л ь н о  в ы в е д е н о  изъ нихъ.

Для выражешя того, что число лг ращонально выведено изъ 
чиселъ

а, Ь, . . . ,  h,
мы будемъ писать

x  =  9 i  (я, Ь, . . . ,  /;).

Если все  числа а, Ь, . . . ,  b будутъ ращональными, то и х , оче
видно, будетъ ращональнымъ.

Положимъ теперь, что а, Ь, . . . ,  h суть кашя - либо веще- 
ственныя числа, и что къ нимъ применима ращональная операщя 9i .  
Положимъ еще, что

lim а п= а ,  lim bn =  b, . . . ,  lim hn =  h 
(a n, h„ —  ращональныя числа).

Тогда
9? (a, b, . . . ,  /?)=lim sJ t  (a„, bn, . . . ,  h„) *).

Эта формула, очевидно, верна, когда 9 i  есть основная опе
ращя.

Допустимъ, что она уже доказана для такихъ ращональныхъ 
операщй 9 f, которыя состоятъ изъ последовательныхъ р —  1 основ- 
ныхъ операщй. Если теперь удастся доказать, что формула верна 
и въ томъ случаЬ, когда образовано последовательностью р  
основныхъ операщй, то формула будетъ оправдана вообще.

*) Это значитъ, что 1) операщя 91 выполнима почти для все х ъ  
чиселъ а„, Ъп, , hn (т. е. можно указать число т такого рода, что при 
всякомъ п > т выражеше 9J { fin , Ь„, . . ., hn ) будетъ иметь смыслъ)* и
2) почти все  числа 91 (ап, Ъп, . . . ,  h„) находятся въ любой окрестности 
числа Ш (а, Ь, . .  ., h).
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Пусть © j  будетъ первая изъ этихъ р основныхъ операцШ и
/; =  © ! (а, Ь, . . /;).

Тогда
9? (л, Ъ, . . . ,  Ь)=Ш {а, Ь, . . h, k),

где jft означаетъ последовательность р —  1  операцШ. А такъ какъ 

к= lim © ! (а„, Ь„, . . . ,  hn)= lim  k„ ! )
и

Ш (а, Ъ, . . . ,  h, k) = l im  Ш (а„, b„, . . . ,  h„, k„),
то

Jft (a, b, h) =  lim Ш (an, b„, . . h„, £„) =  lim 9 i  (a„, bn, . . . ,  hn).

§ 2 2 . Правила для ращ ональныхъ операцШ. Какъ чита
тель уже знаетъ, ращональныя операцш съ р а ц ш н а л ь н ы м и  чи
слами подчинены следующимъ правиламъ: 2)

(1) (х 4 -  у) +  * = *  +  [у +  *) ,
(2 ) х +  у =  у + х ,
(3) х  +  0  =  х,
(4) (ху) i = x  (yi)
(5) ху =  ух,
(6 ) Ох = 0 ,
(7) 1х —х,
(8) {х +  у) ^ = х ^  +  уъ
(9) х  —  х  =  0,

(10) - = 1 ( 1 2 0 ) .

В с е  эти формулы имеютъ общую форму. Левая, какъ и правая, 
часть каждой формулы получается путемъ применешя рацшнальной 
операцш къ числамъ

0, 1, 1, х, у}

Каждое изъ предыдущихъ равенствъ можно поэтому написать въ виде

9? (0, 1 , - 1 ,  х , у, ф =  9 М ° >  1 , - 1 ,  х, у, %), 

где 9t  и 9 ?! означаютъ ращональныя операцш.

’ ) К  =  © и  (а„, Ъп, . .  h n ) — есть рацюнальное число. 
’ ) х > У, * — рацюнальныя числа.



28 Н ЕРА ВЕН С ТВА .

Пусть теперь х, у , ^ будутъ произвольныя вещественный числа, 
однако же тагая, чтобы операщй jft и 9?! можно было применить 
къ числамъ 0, 1 , —  1, х, у, Пусть далее

lim х„—х, lim уп = у, lim п̂= \

(хп, у,„ — ращональныя числа).
Тогда, по § 21 ,

9  ̂ (0 , 1 , 1 , х, у, ^) — lim Щ (0 , 1 , 1 , х п, уп, ^и)
и

9^1 (О,  ̂j 1 1 х, у, ^) =  lim ( 0 , 1 , 1 , хп, уп, %п)'

Такъ какъ наши правила применимы къ ращональнымъ числамъ, то

(О? 1 , 1 , хп> уп, %п) — ( 0 , 1 , 1 , хп, уп, %п),

следовательно, и пределы равны. П р е д ы д у щ 1я п р а в и л а  в ы ч и с л е -  
н 1я п р и м е н и м ы  п о э т о м у  в с е г д а ,  к о г д а  х, у, £ с у т ь  в е щ е 
ст ве н н ы й  чи сл а .

§ 23. Неравенства. Если х, у, ^ суть ращональныя числа, то 
всегда изъ неравенства

х  >  у следуетъ х  -(- % >  у -f- 

далее, изъ неравенствъ

х  >  у и  ̂>  0  следуетъ х^ >  у%.

Мы хотимъ доказать, что о б а  эти  п о л о ж е н 1 я  в е р н ы  и 
т о г д а ,  к о г д а  х, у, ^ с у т ь  п р о и з в о л ь н ы я  в е щ е с т в е н н ы я  
ч и сл а .

Пусть будетъ

lim х п= х ,  lim уп =  у, lim

( хп, у„, — ращональныя числа).

Тогда почти для всехъ  значешй индекса п (§ 15, замечаше 5)

Х п  >  У п , (хп >  уп И >  0 ) ;

следовательно,

Х п  \П У п  “1" \ п  ( х я^я У п \ п )'

Если же выполнялось бы неравенство

x +  Z < y  +  l  ( х { <  у $ ,
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то почти все  хп +  были бы меньше соотв-Ьтствующихъ у„ -f- 
(почти вс-fe х п\„ были бы меньше соответствующихъ у„^п)- Но и 
равенство

x +  Z = y  +  Z ( .4 = 1 К )
невозможно, потому что изъ него, по § 2 2 , следовало бы х =  у .* )  

Такимъ образомъ,

*  +  *  >  У +  К ( Ч >  Ух)- 

§ 24 . Сл1>дств!я. 1. Изъ неравенствъ 

х > у  и х г > у j
слЬдуетъ •)

х  +  x i >  У +  У\-
В ъ  самомъ д е л е ,

.г +  х  i > y  +  x i > y  +  yv

* )  Изъ предложенш, изложенныхъ въ § 22, это еще не вытекаетъ, 
и мы приведемъ поэтому другое доказательство разсматриваемыхъ въ 
§ 23 теоремъ.

При х > у можно найти четыре ращональныхъ числа г, p. s и <7, 
удовлетворяющихъ неравенствамъ

x > r  +  p > r > y ;  г - ( -р >  г +  а .
Теперь почти все  числа хп , уп, Zn удовлетворяютъ неравенствамъ

хп > r - j - p > r > y „ ,  s +  а >  z« > s,
откуда

Х п  - р

поэтому
x + z > г + p + s > r + a + s >  у +  z,

т. е.
x  +  Z >  У +  К,-

Если z >  0, то число s и почти все  числа z« можно считать поло
жительными, и потому можно во в с е х ъ  предыдущихъ формулахъ за
менить знаки сложешя знаками умножешя, чемъ докажемъ, что изъ со- 
отношешй х =  у , z >  0 вытекаетъ равенство xz > yz- Аналогичныя тео
ремы докажутся для случаевъ х < у  или z < 0. Теперь легко доказать

отъ противнаго, что изъ соотношешй х -{- z = y  +  *. вытекаютъ соответ-
> < 

ственно соотношешя х = у ,  и что равенство ху — 0 влечетъ за собою

одно изъ равенствъ х — 0, у — 0. Въ этихъ теоремахъ содержатся тео
ремы объ однозначности операцШ вычиташя и делешя. Въ самомъ деле, 
если Z — z =  х и Z — z =  У, то х z — у +  Z и потому х — у . Если же
— =  х, — =  у, * ф 0 , то (х— y)z =  0 и потому х =  у.

') Изъ х >  у и xt >  yt следуетъ х х, у +  yt.



30 П РЕД ЛО Ж ЕН А  О Б Ъ  А БСОЛ Ю ТНЫ ХЪ В ЕЛ И Ч И Н А Х Ъ.

Если у и z/j суть положительный числа или нули, то изъ 
неравенствъ

величине £ значеше —  х  —  у.

Такимъ образомъ, — х < 0 ,  когда х >  0, и — х  >  0 , когда 
х < 0 .  Изъ двухъ чиселъ

въ случае, когда ни одно изъ двухъ не равно нулю, одно будетъ 
поэтому п о л о ж и т е л ь н ы м ъ ,  т. е. больше нуля, другое —  о т р и ц а 
т е л ь н ы м ^  т. е. меньше нуля. Положительное обозначаютъ зна- 
комъ [х| и называютъ а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н о й  х. Говорятъ 
также, что х, в з я т о е  а б с о л ю т н о ,  равно |х|. В ъ  случае х  =  0 по- 
лагаютъ | х  | =  0 .

Очевидно,

х  и —  х,

--- X
ибо по § 2 2

Далее верна формула:

следовательно.

потому что
1 * у Н * 1 м .

\х\—ех, |у| = в'у ;  

х\ \y\=s&' х у = е :1 ху,

(е, е ' = ±  1 )

•) Когда у, У\ суть положительныя числа или нули, то изъ х >  у и 
х ,  >  yt следуетъ х х ,  >  yyt.
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и |*| \у\ не отрицательное число *).

Если *  отлично отъ нуля, то (ср. §  22 , формула 10)

X— = 1 ;  X ’
такимъ образомъ,

1
X =  1 ,

поэтому

Чтобы доказать формулу

\х +  у | Зз 1*1 +  |у|, 

следуетъ принять въ соображеше, что

—  \ х \ ^ ± х ^ \ х \  и —  \ у \ у  Ш | ?/|;
поэтому

—  | * |  —  | г / | з = ± ( *  +  У ) ^ \ х \  +  |у | .

Такъ какъ * —  у */ = * ,  то

|*| == I *  — у | +  |у|;
поэтому

\ x - y \ w  1*1 —  \у\
и

! *  —  у\ “  |у| —  М -

Сделаемъ, наконецъ, еще следующее замечаше: п р е д л о 

ж е н  i я
| * | < д  и —  я <  *  <  я 

суть в п о л н е  р а в н о з н а ч а и и я .  Ибо изъ неравенства 

|*| <  л следуетъ —  |*| >  —  а,
такъ что

—  Д <  |*| <  Д И ----  Д <  ------1*1 <  Й,

Изъ
—  а  <  *  <  а  следуетъ —  а  <  —  *  <  а.

Точно такъ же п р е д л о ж е н ! я

| у —  * | < е  и *  —  s <  г/ <  *  -f- е

*) Въ самомъ деле, изъ неравенствъ \х \ > 0, \у\>0 следуетъ 
| х | | у | ^  0 (ср. вторую теорему въ § 23).
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суть в п о л н е  р а в н о з н а ч а н и я .  Ибо неравенство | у —  х  | <  е озна
чаетъ то же, что

—  г < у  —  х <  е, 

а эти неравенства равнозначащи неравенствамъ

х  —  г <  z/ <  х  +  е.

§ 25 .  Другой взглядъ на пределъ. Если 

lim ип =  и,

то это, по § 14, означаетъ, что въ к а ж д о й  окрестности числа и 
лежатъ почти все  ип.

Если подъ s понимать положительное число, то (и —  е, и-\- е) 
будетъ окрестностью точки и, ибо изъ неравенствъ е >  0 и —  г < 0 ,  
по § 2 3 ,  вы текаетъ:

и —  е <  к  <  м +  е.

Если (а, (3) есть некоторая окрестность числа и (а <  и <  |3), 
то надлежащимъ выборомъ числа г можно достичь того, чтобы 
окрестность (и —  е, и +  е) лежала въ (a, J3). СлЪдуетъ только под
чинить е неравенствамъ

е <  и —  а и е <  |3 —  и.

После этого ясно, что понят1'е о пределе можетъ быть опи
сано и т а к ъ :

lim и „= и  о з н а ч а е т ъ ,  ч т о  н е р а в е н с т в у

I и —  и„ | <  е

у д о в л е т в о р я ю т ъ  п о ч т и  в е б  и„, к а к ъ  бы  ни б ы л о  в ы б р а н о  
п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  е.

§ 26 . ПримЪнешя. 1. И з ъ  р а в е н с т в ъ

lim и„ =  и, lim v„ — v
следуетъ

lim (м„ -f- v„) =  u +  v.

В ъ  самомъ деле ,  почти все  ип, vn удовлетворяютъ неравен
ствамъ

\u— un\<Y> \v — vn\<~-i (s >°)
следовательно, почти все  ип +  vn удовлетворяютъ неравенству

I (и +  v) —  (и„ +  v„) | <  е,
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ибо
| (и +  г>) —  (м„ +  v„) | 3= I и —  ип\ +  \ v — v„\.

2 . И з ъ  р а в е н с т в ъ

lim ип =  и, lim vn =  v
с л е д у е т ъ

lim (unvn) =  uv.
Почти все  ип, vn удовлетворяютъ неравенствамъ

| и —  ип\ <  s ' , | г> —  г/*| < ;  е'. (s ' >  0)
Такъ какъ

u v  —  u „ v „  —  ( и  К „ )  V  +  { у  —  v „ )  и  +  ( и „  —  и )  ( v  —  v n) ,

то почти все  unvn удовлетворяютъ неравенству

| uv —  unvn\ <  s’ (|и | +  |5|) +  s '2.

Если дано положительное число е, то можно такъ выбрать 
е', что

е' <  1 и е' <  1 +  |м| +  |-| •

Тогда почти все  unv„ удовлетворяютъ неравенству

I U V   U „ V „  | <  £  .

3. И з ъ  с о о т н о ш е ш й

lim ип — и и и 0
с л е д у е т ъ

lim —  =  — •
U n U

Почти всЪ и„ удовлетворяютъ неравенству

| и —  и„| <  е'. (s' >  0)
Если

в ' <  у|и|,

то абсолютныя величины всехъ  этихъ ип будутъ больше, чемъ у  | и |, 
такъ какъ

| и —  и„ | >  | и | —  | и„ | .
Далее имеемъ:

1 1 _  Ия — и
U  U n  U n U

Почти все  1 /м„ удовлетворяютъ, такимъ образомъ, неравенству

J _ _ ±
и ип

K obaiebckih . Дифференщальное и интегральное исчисдеше.
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Если дано положительное число е, то мы можемъ положить

Тогда почти s e t  1 /и„ удовлетворяютъ неравенству

1 - 1  <  г .  *)
U  II  п

4. П у с т ь  и, V, . . . ,  л: б у д у т ъ  ч и с л а ,  к ъ  к о т о р ы м ъ  при
м е н и м а  р а ц и о н а л ь н а я  onepau iH  9i. Т о г д а  и з ъ  р а в е н с т в ъ

lim и„ =  и, lim vn =  v , . . .  , lim x„ =  x

в с е г д а  в ы т е к а е т ъ  р а в е н с т в о

lim Ш(и„,  v „ ,. . . , x„)  =  Ш(и, v, , x ). * * )

Если 9i есть основная операщя, то (ср. § 2 1 )  формула, очевидно, 
верна.

Допустимъ, что она уже доказана для такихъ ращональныхъ 
операщй, которыя состоятъ изъ р  —  1 следующихъ другъ за дру- 
гомъ основныхъ операщй, и пусть 9? означаетъ последовательность 
р  основныхъ операщй. Если (5), есть первая изъ этихъ основныхъ 

операщй и
у =  © j(w , v, . . . ,  х) ,

ТО

Ш(и, V,  . . .  , х) =  Ш {и, V , . . . ,  X,  у) ,

где 9? означаетъ последовательность р  —  1 основныхъ операщй. 
Но такъ какъ

у =  lim (^ (и ,, ,  vn, ■ ■ ■ , хп) =  lim уп
И

9t(M, v, . . .  , х ,  у) =  lim 9\{ип, vn, , хп, у„),

* )  Следуетъ заметить, что изъ равенства lim ип =  и (и ^  0) вы
текаетъ, что почти все  дроби 1/и„ имеютъ смыслъ, такъ какъ почти 
все  м» въ этомъ случае отличны отъ нуля ([ и» | >  | j и |).

**)  Этимъ равенствомъ хотятъ, между прочимъ, сказать, что почти 
для всехъ  ип, vn, . . . , хп выражеше 91 (ип, vn, . . .  , хп) имеетъ смыслъ 
(числовое значеше). Данное въ тексте индуктивное доказательство раз- 
сматриваемой теоремы содержитъ въ себе также индуктивное доказа
тельство и этого утверждешя.
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то

Ш(и, v , . . . ,  x )  =  lim Ш(ип, vn, . . . ,  х„, y „)= lim  9?(ия, х„).

5. Если lim х„ =  х, то

lim ( х —  хп) =  0 и lim (хп —  х)  =  0 ;
поэтому и

lim \х —  х„ | =  0 .
Но, по § 24, No 2,

I X I  | Х я | ^  | X —  Х „  | И | Х „  | ---- | X j й  | X — х я | ,
такъ что

—  ! х  —  х я | ^  f х я j —  IX | Й  I X —  хя I ;
следовательно,

lim (| х я | —  | х  |) =  0
и потому

lim | х ,  | =  lim (| х  | | х я | —  | х  |) =  | х  |.

Только въ случае х  =  0 изъ равенства

lim | х„ | =  | х  | 

постоянно следуетъ обратное предложение, что

lim х„ =  х .

§ 27. КритерШ  с х о д и м о с т и  Кош и (Cauchy). П о с л е д о в а 
т е л ь н о с т ь  и , ,  и2, и3, . . . с х о д и т с я  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  
к о г д а  д л я  к а ж д а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и сл а  е с у щ е с т в у е т ъ  
т а к о е  mv, к о т о р о е  о т л и ч а е т с я  п о ч т и  о т ъ  в с е х ъ  и„ м е н ь ш е , 
ч е м ъ  на s. ' )

Указанное услов1е н е о б х о д и м о .  Именно, если

lim и„ =  и,

то почти все  и„ удовлетворяютъ неравенству'

| и —  ия I <  •

Если ич есть одно изъ этихъ ип, такъ что

! и — mv | <  I ,

*) Два числа х н у  различаются менее, чемъ на г, когда \ х — у\<е. 
Этотъ способъ выражен1я мы могли бы употребить и въ § 25.
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то почти все  ип удовлетворяютъ неравенству

| Un Uf J S ,
такъ какъ

и» —  =  (и» —  и) +  (и —  wv) .

Но указанное ymoeie также д о с т а т о ч н о .  А именно, если 
оно выполнено, то существуетъ членъ мр, отъ котораго почти все 
и„ отличаются менее, чЪмъ на ^ е .

Последовательность и4, и2, и3, . . . поэтому ограничена и, 
следовательно, наверное имеетъ точку сгущешя и. Между и —  -£е 
и и-\-\г находится неограниченное число членовъ и„; поэтому су
ществуетъ такой членъ иа, который удовлетворяетъ неравенствамъ

[ tl<j | ^  £  j U W-3 j £ .

Такъ какъ почти для всех ъ  и„

| Мр —  « я  I <  i  S  ,

то почти все  и„ удовлетворяютъ неравенству

| И —  U„ | <  £ ,
ибо

и  Un =  ( и  М ») +  ( и а  М р) +  ( %  —  И я ) •

Г л а в а  I V .
I

Фуннцш отъ одной переменной.

§ 28 . Переменная. Если дано множество ЯЛ, состоящее 
исключительно изъ различныхъ чиселъ, то можно условиться пони
мать подъ буквой х  каждое изъ этихъ чиселъ. Такую букву назы- 
ваютъ п е р е м е н н о й ,  каждое число изъ ЯЛ— з н а ч е ш е м ъ  этой 
переменной, а самое множество ЯЛ —  ея о б л а с т ь ю .

Когда область ЯЛ состоитъ изъ одного только числа, то го- 
ворятъ, что лт есть п о с т о я н н а я  ( к о н с т а н т а ) .

§  29. Функцш. Если каждому значешю переменной х  соот-
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в-Ьтствуетъ определенное значеше переменной у, то у называютъ 
функщей отъ х  и пишутъ ’ )

у = / ( * ) ;

х  называется н е з а в и с и м о й ,  у з а в и с и м о й  переменной. Область 
переменной х  называютъ о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н 1 я  функцш f ( x ) .

Если къ каждому значешю переменной х  отнесено число, то 
этимъ определена функщя въ области переменной х, ибо числа, 
соответствующая значешямъ х, можно разсматривать, какъ значешя 
переменой у.

§ 30. П р и м е р ы .  Простейшая функщя отъ х  есть п о с т о 
янная. Мы получимъ эту функщю, отнеся къ каждому значешю х  
одно и то же число.

Пусть х ” (то положительное целое число) означаетъ, какъ и 
въ случае рацюнальнаго х, произведете то множителей, равныхъ 
х. Очевидно, хт есть функщя отъ х. За область переменной х  
можно здесь  принять совокупность всехъ  вещественныхъ чиселъ. 
Также и

у =  й0х т -f- йхх т~ 1 -)-••• -(- ат I х  -(- ат ,

где а 0, a t , , ат суть данныя числа (то >  t>), есть функщя отъ х.
Ее называютъ ц е л о й  р а ш о н а л ь н о й  ф у н к ш е й  то-ой с т е п е н и  
въ предположена, что а 0 не нуль. Постоянную, о т л и ч н у ю  о г ъ  
н у л я, мы будемъ называть целою функщей нулевой степени

Ц е л а я  р а ц ш н а л ь н а я  ф у н к ш я  w -о й  с т е п е н и  и м е е т ъ  по 
б о л ь ш е й  м е р е  т  к о р н е й ,  т. е. существуетъ не больше, чемъ 
т значенШ х, обращающихъ ее въ нуль.

Если x t есть корень, то

у =  а 0(хт —  х™) +  а х (х — 1 —  х ™ -1) -\----------1- а т л {х —  х , ) ,
или

у =  (х  —  X j) (fln'x”— 1 +  а х хт 2 -1 f- а ' т_ , ) ,
где

а 0 — , cix — д0х ,  =  я0х , 2 -{- “I-  . . • ,

л'т л =  а 0х хт~~1 а хх хт~2 -)-••• .

*) Эта формула читается: «у равно /  отъ х». Вместо / можно 
употребить другую букву.
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Изъ предыдущей формулы можно заключить, что наше 
утверждеше верно для цЬлыхъ функщй т-ой степени, если оно 
верно для целыхъ функщй (т — 1)-ой степени. Но для функщй 
нулевой степени оно верно; следовательно, оно верно вообще.

Частное двухъ цЬлыхъ функщй

а0х т +  д1х т- 1 Н 1-  а т и Ъ0хп +  Ьххп~ х +  • • ■ +  Ьп ,

т. е. выражеше
«о хт +  Я1 хт~ 1 + • ■ •  +  « *

к  х* +  bt х«— 1 +  • • • + £ » ’

также есть функщя отъ х. Нужно только исключить т е  значешя 
х, которыя являются корнями знаменателя. Такое частное называ- 
ютъ р а ц ш н а л ь н о й  ф у н к 1и е й .

Рацюнальная функщя, знаменатель которой имеегъ степень, 
равную нулю, есть целая рацюнальная функщя.

§ 31. Непрерывность. Пусть х0 будетъ значеше перемен
ной х, и положимъ, что возможно выбрать такую последователь
ность х г, х 2, х 3, . . . значенШ х, что х „ ^ х 0 , но lim х„ =  х0. 
Если для к а ж д о й  такой последовательности

lim f ( x n) =  / ( х 0) ,

то говорятъ, что функщя / ( х )  н е п р е р ы в н а  на м е с т е  х 0 . В ъ  
противномъ случае функщя f i x )  на м есте  х0 имеетъ р а з р ы в ъ .  
Последовательность, имеющая вышеуказанное свойство, существу
етъ тогда и только тогда, когда въ к а ж д о й  окрестности числа х0 
существуютъ значешя х, о т л и ч н ы я  о т ъ  х0.

Что это yoioeie необходимо, вытекаетъ изъ смысла формулы 
lim х„ =  х0 (хп 72  х 0). Но это yc.'iOBie также достаточно. Если, на- 
примЬръ, въ каждомъ интервале

где п =  1, 2, 3, . . . , имеется отличное отъ х 0 значеше х„ пере
менной х , то lim х„ =  х 0 , потому что х„ лежитъ между двумя 
числами, стремящимися къ х 0 .
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Если н-Ьтъ такой последовательности значенШ х, что 
lim х„ =  х0 и х „ ^ х 0 , т о  х0 называютъ и з о л и р о в а н н ы м ъ  значе- 
шемъ х. Тогда вокругъ х0 можно построить окрестность, въ ко
торой х0 есть единственное значеше х.

О непрерывности и разрыве на месте х 0 можно говорить 
только тогда, когда х0 не изолировано.

Изъ § 26, No 4, можно вывести, что р а ц ш н а л ь н а я  фун- 
к ш я  н е п р е р ы в н а  на к а ж д о м ъ  м е с т е  ея о б л а с т и  о п р е д е 
л е н  i я .

§ 32 . П ри м кн ете ращ ональны хъ операщй къ непре-
рывнымъ функщямъ. Пусть f ( x ) ,  g(x), . . . , и(х) будетъ ко
нечное число функщй съ общей областью определешя. Положимъ, 
что х0 есть значеше въ этой области, и что функщй f ( x ) ,  
g(x), . . . , и(х) непрерывны при х =  х0 .

Если можно применить рашональную операщю 9 i  къ числамъ

Я х о)> g ( x o)> • • • , и (х 0),
то функщя

9* (/ (*)*  g(x), . . . , и (X))

непрерывна при х  =  х0. Действительно, если lim х п — х0, то, по 
§ 26, No 4,

lim ( / ( * „ ) ,  g(x„), . . . , u(xn)) =  3 t (/ ( *„ ) .  g(x0) , , u(x0)).

Зам1>чан1е. Около x 0 можно построить такую окрестность, 
что операщя 9? будетъ применима къ / ( * ) ,  g (x ) ,  . . . , и(х), коль 
скоро х  принадлежитъ этой окрестности. В ъ  самомъ д ел е , если бы 
въ каждомъ интервале

( * о - 4 > л'о +  V  )  >

где п — 1, 2, 3 , . . . ,  можно было указать такое число хп, что опера- 
щя 0f{ была бы неприменима къ числамъ /(х„),  g(x„), ■ ■ ■ , и(хп), 
то мы имели бы lim х „ = х 0, а потому, согласно § 26 , No 4,

lim 9t ( / ( * . ) ,  g(x„),. . . ,  « ( * , ) )  =  91 { f i x о), g(x0), . .  . u(x0)).
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Но тогда почти все  выражешя

g(x„), . . . , и(х»))

им-Ьли бы смыслъ.

§ 33. О бъ одномъ свой ств^ непрерывныхъ функц!й.
Мы прежде всего докажемъ следующую вспомогательную теорему: 

Е с л и  / ( й ) >  0, f ( b ) <  0 и функция / (х )  н е п р е р ы в н а  
в ъ  и н т е р в а л е  (а , Ъ) *), т о  м е ж д у  а  и b е с т ь  ч и сл о  с т а 

к о г о  р о д а ,  ч т о  / ( с )  =  0.
Допустимъ, что нетъ такого с. Тогда либо

либ° / ( Ф ) > ° -
В ъ  первомъ случае положимъ

т и - { -  Ьа х =  а  и Ьх =  —2— »

а во второмъ случаЬ

и Ь 1 ja i= = —L -  и Ъх =  b ,

такъ что

/ O i )  >  0 и f ( bi ) <  ° -

Точно т е  же разсуждешя можно применить къ интервалу (й^ £,). 
Смотря по тому, будетъ ли

/ ( Н * ) < 0  и л и / ( ^ ) > 0 ,  

нижняя граница д2 того или другого изъ интерваловъ

( а „  b ± i )  и ™  ( Ь ± - \  » , )

даетъ функщй положительное значеше, а верхняя его граница Ь2—  
значеше отрицательное.

')  Говоря подробно, мы требуемъ следующаго: если а  <  хп <  b и 
Нш хп =  х, то всегда должно быть lim f ( x n )  =  f ( x ) .
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Это последовательное делеше пополамъ промежутка можно 
продолжать in infinitum. При этомъ получается последовательность 
йнтерваловъ

(ai> b i ) ) (й2> (д3, Ь3), . . . ,

имеющихъ то свойство, что

/ ( а п) >  0 ,  f ( b n) <  0 .

Такъ какъ числа а х, д 2 , а 3, . . . и Ьх, Ь2, Ь3, . . . явно представля- 
ютъ собой ограниченныя монотонныя последовательности, то по § 16

lim а„ и lim bn 

существуютъ, и, такъ какъ

то
lim (bn —  д„) =  lim b„ —  lim а„ =  0 ,

такъ что
lim а„ =  lim bn .

Если обозначить черезъ с этотъ общШ пределъ, то, въ виду не
прерывности,

/ ( с )  =  lim f ( a n) и f ( c ) =  lim f ( b n).

Такъ какъ f ( a n) >  0, то необходимо /  (с) ^  0 ,  а такъ какъ 
/ ( £ » ) <  0 ,  то должно быть / ( f ) i O .  Такимъ образомъ выводится, 
что / (с )  =  0 .

Теперь легко доказать следующую общую теорему:
П у с т ь  ф ун кц 1я F ( x )  б у д е т ъ  н е п р е р ы в н о й  в ъ  и н т е р 

в а л е  { а ,  Ь ) . П у с т ь  д а л е е

F ( a ) =  А  и F(b) =  В . ( Л ^ В )

Е с л и  С  е с т ь  п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о  м е ж д у  А и В, т о  м е ж д у  
а  и b е с т ь  т а к о е  ч и с л о  с,  ч т о

F{c)  =  С .
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Составимъ функщю

{ < * - * $ = § - ■

Она удовлетворяетъ услсшямъ вышеприведенной вспомогательной 
теоремы. Поэтому между а  и b есть такое с, что / (с )  =  0 .  Это 
означаетъ, что F (c) — С.

§ 34. Прим1>нен1Я. Пусть т  будетъ п о л о ж и т е л ь н о е  u t -  

л о е  ч и с л о .  Мы уже знаемъ, что въ этомъ случай функщя хт по
всюду непрерывна. Мы хотимъ показать, что у р а в н е н 1 е

х т =  а  (а  >  0 )

и м Ъ е т ъ  п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь .  1)
При х — 0 функщя F (x) =  хт меньше, ч tм ъ  а, и именно 

равна нулю. Взявъ цЪлое число k, большее, чЪмъ а, будемъ им'Ьть

F ( k ) :> к >  а .
Такимъ образомъ,

F ( 0 )  <  а  и F (k ) >  а .

Между 0 и к существуетъ поэтому, согласно § 3 3 ,  такое с, что

F (c )  =  с т =  а  2)

Не можетъ быть двухъ р а з л и ч н ы х ъ  положительныхъ чи
селъ, которыхъ ш-ыя степени были бы равны а. А именно, изъ 
неравенствъ

сх >  с  >  0
слЪдуетъ

с т >  ст

Положительное число с, котораго те-ая степень равна а, называютъ 
п о л о ж и т е л ь н ы м ъ  wi- ы м ъ  к о р н е м ъ  и з ъ  а ;  пишутъ

—  —  
с — у  а  или с =  а ” .

‘) х =  0 есть единственный корень при а =  0 .
2) Теперь мы видимъ, что разсмотр’Ьнное въ § 1 уравнеше хг — 2 

разрешимо.



Если а  =  1, то
m / —
]/ я  =  1 .

Если а >  1, то -F ( i )  =  1 <  а. Поэтому j / а  лежитъ между 1 и к 
и, слЪдовательно, больше, чЪмъ 1. Если а <  1, то i* '(l)  =  1 > д .  

Следовательно, ]/ й  лежитъ между 0 и 1.

§ 35 . а х для ращ ональны хъ значенш х  (<а  >  0). Если х 
есть положительное ращональное число, такъ что

п
X  =  —  I т

при чемъ положительный цЬлыя числа т, п должны быть в з а и м н о  
п р о с т ы м и ,  то мы полагаемъ

а  ДЛЯ РАЦЮНАЛЬНЫХЪ ЗНАЧЕН1Й X. 43

Если х есть отрицательное ращональное число, то мы полагаемъ

Пусть далее будетъ
а0 — 1 .

Теперь а* имЪетъ смыслъ для каждаго ращональнаго значе
шя х. Читатель докажетъ формулы

а* +  у =  ахау и (а*у  =  ах* ,

а также формулу
(аЬ)х =  ахЬх.

При этомъ я >  0 ,  i  >  0 ,  а дг, у суть ращональныя числа.
Последнюю формулу слЪдуетъ доказать, напримЪръ, только 

для х =  ~  (п =  1, 2, 3, . .  .). Но

такъ что
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т. е.
. L i .  _L 

a" bn =  ( a b y .

Подобнымъ же образомъ убеждаемся въ справедливости 
остальныхъ формулъ.

И зъ третьей формулы въ случае b =  \/а следуетъ:

Если & <  1, то а >  1 . В ъ  дальнейшемъ мы можемъ поэтому огра
ничиться случаемъ а  >  1. В ъ  случае а  =  1 будетъ постоянно
ах =  1.

§ 36. Вспомогательная формула. Пусть h будетъ число, 
отличное отъ нуля, и 1 +  h >  0 .  Т о г д а  при п =  2, 3, 4 , . . .  
и м е е т ъ  м е с т о  н е р а в е н с т в о .

( 1 +  Ь)п > 1  -{-nh.

Для доказательства применимъ п о л н у ю  и н д у к ш ю . Убеждаемся 
прежде всего въ томъ, что неравенство верно въ случае и =  2 . 
В ъ  самомъ д ел е ,

(1 +  h f  =  1 +  2h +  h* >  1 +  2 h.

Затем ъ мы доказываемъ, что неравенство верно для случая п 1, 
когда оно верно для п. Помножая о б е  части неравенства

(1 +  Ь)н >  1 -{-nh
на 1 h, получаемъ

(1 -1- b y + l >  (1  +  nh) (1 +  h).
Но

(1 -f- nh) (1 +  h) =  1 +  (м -f- 1) h +  nh2 >  1 +  (и +  1)^, 

такъ что
( 1  + h y + '  >  1 + ( «  +  !)/;.

§ 37. П ределъ функщй а* для ращ ональныхъ значенш 
ж,  приближающихся к ъ  пределу нуль. Предполагаемъ, что

и .—
д >  1; следовательно у я >  1. Если теперь положить

j/ cl = \ -f- hn)
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то
а =  ( 1  + h ny  >  1 +  nhH\

такимъ образомъ,

О <  Ь„ <  -— -  и lim hn =  О,п
т. е.

п г—
lim у  а — 1 .

П г---
Такъ какъ и 1 : у  а  им-Ьетъ пределъ 1, то оба выражешя

а "  и а

приближаются къ п р е д к у  1 . 

Пусть теперь

lim х п =  О (х„ —  ращональныя числа),

и пусть г будетъ произвольное положительное число. Тогда мож

но выбрать положительное целое число v такимъ образомъ, что

оба числа a  v и д  4 будутъ лежать въ интервале ( 1  —  е , 1 + е ) .

§ 38. ах для произвольныхъ вещ ественныхъ значе-
шй х .  Мы разсматриваемъ сходящуюся последовательность ращо
нальныхъ чиселъ x t , х2 , х 3, . . . .  Все они могутъ быть заключены 
между двумя целыми числами к и I ( >  к) Члены последователь
ности

такимъ образомъ лежатъ *) между а к и а 1, т. е. последователь'

') Мы опираемся здесь на то, что а* < а? , коль скоро х<у. аъ  са
момъ деле, им-вемъ у =  х +  * (* > 0) и ау =  а* а* > ах, ибо аК >  1 , что 
непосредственно вытекаетъ изъ определешя и изъ § 34 (заключеше).

Но почти все  х„ содержатся въ интервале 

почти все  числа а п содержатся *) въ

поэтому

а  4 , а ' 1),  а потому и въ ( 1 — s ,  1 -(- е).

Но это означаетъ, что
lim а "  — 1 .
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ность ограничена и имеетъ, по крайней мЪр-Ь, одну точку сгущешя. 
Если бы она имела д ве  точки сгущешя и и v  ( > м ) ,  то сущ ество
вала бы часть

ау', а »>, . . . ,  имеющая пределъ и ,

и часть
й’>, й'>,. .  . , имеющая пределъ v.

В ъ  виду того, что и >  v, можно выбрать ращональныя числа 
г, г', s, s' такъ, что

г  <  и <  г ’ <  S <  V <  s'.

Такъ какъ почти все  числа

аУп лежатъ въ (г,г')
и почти все

аКп въ (s, s' ) ,
то почти все  разности

а Кп —  a Jn

больше числа j — г ’. Если же принять въ соображеше, что

а <« —  аУ« =  а Уп -Уп —  1 ) <  (д !» —  1 ) ,
и что

lim ($ , —  z/„) =  О,
то выйдетъ, что

lim (д '” — а Уп ) =  0  ,

между тем ъ какъ почти все  числа а1п— а Уп больш е числа s — r 1.
Мы знаемъ теперь, что а *•, а**, д*>, . . . есть сходящаяся по

следовательность. Пределъ этой последовательности мы полагаемъ 
равнымъ ах, где лг =  lim х„. Онъ не зависитъ отъ  выбора той по
следовательности ращональныхъ чиселъ, которая имеетъ пределъ 
х. А именно, если

lim хп =  lim хп — х, (х„, х п —  ращональныя числа),

то и последовательность x it x t , х2, х2, . .  . имеетъ пределъ х. По
этому и последовательность

а х\ ах■, а \  д*«, . . .
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сходится. B e t  части сходящейся последовательности им-Ьютъ одинъ 
и тотъ же пределъ. В ъ  частности

lim а "  =  lim а "  .

Не будетъ противореч1я въ томъ случае, когда х  будетъ ра
цюнальное число, ибо мы вправе взять все  х„ равными х.

Отныне ах определено для всехъ  вещественныхъ значенШ х. 
Ф у н к ц т а* называютъ п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ш е й .

Легко доказать для любыхъ вещественныхъ значешй х  и у 
формулы

а х+у =  аха\  (а*)* =  ахУ, (ab)x =  ахЬх 

( f l >  О, Ъ>  0 ),

которыя въ § 3 5  были установлены только для ращональныхъ 
значешй х  и у.

Точно такъ же легко убедиться въ  томъ, что л* >■ 1 (а  >  1 ), 
коль скоро £ >  0 . В ъ  самомъ д е л е , если взять ращональное число г 
между 0 и то будетъ лг> 1 .  Если теперь lim %, = % ($, есть ращо
нальное число), то почти все  будутъ больше, чемъ г; следова
тельно, почти все  а1п будутъ больше, чемъ аг, такъ что lim а Кп на
верно не будетъ меньше, чемъ а г, т. е. будетъ больше единицы.

Если х  <  у, то ax < d a1J, ибо

у =  x  +  i  и ^ > 0 , 

такъ что поэтому

ay =  axcfi >  ах.

С о о б р а з н о  с ъ  э т и м ъ  ах п о с т о я н н о  в о з р а с т а е т ъ  с ъ  в о з р а -  
с т а ш е м ъ  х .

§ 3 9 . Н еп р ер ы вн о сть  ф ункцш  а х. Мы докажемъ, что 
и з ъ  р а в е н с т в а

lim х„ — х  

в с е г д а  с л е д у е т ъ  р а в е н с т в о

lim а "  =  а х.
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Можно выбрать ращональное число гп такъ, что

Гп ^  Гп Н —

Такъ какъ об-fe разности

х п -  Гп и  (г „  —|— — j  х п

лежатъ между 0  и 1 /и, то

lim г п — х  и lim ( r n +  — х .

Съ другой стороны,
, _1_

а"  <  ах” <  а ” +  » .

Такимъ образомъ а*» содержится между двумя числами, стремящи
мися къ ах. Следовательно, и ах« стремится къ ах.

§ 40 . Логариемы при основанш а .  Показательная функщя
а х (а  >  1) им-Ьетъ одни только положительныя значешя. Ибо
а° =  1 , ах >  1 (при х  >  0 ) ,  и, такъ какъ ах — 1 / а ~ х, то а х так
же будетъ положительнымъ при х < 0 .

Им^я произвольное положительное число у ,  можно выбрать 
положительное цЪлое число п такъ, что

а ~ п <  у <  а".

В ъ самомъ дЬя^Ь, такъ какъ

fl” >  ! + « ( « - ! )  и Д~ в < 1 + Я |д _ 1) ’

то нужно только позаботиться о томъ, чтобы выполнялись нера
венства

Т Т ^ П — Г) <  у <  1 +  1)1

которыя равносильны неравенствамъ

,  1 —  у ^  у  — 1
и п > — л ‘^  (а  —  \ ) у  а  —  1

Поэтому, согласно § 33 , между — п и п  содержится число х  
такого рода, что ах =  у,  и при томъ только о д н о  такое число, 
ибо а х постоянно возрастаетъ съ  возрасташемъ х . Это число х  на
зываютъ л о г а р и е м о м ъ  ч и с л а  у при о с н о в а н ш  а  и пишутъ

х  =  Log у.
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Log у опредЪленъ только для положительныхъ значешй у.
Изъ опредЬлешя вытекаетъ непосредственно, что Log у п о 

с т о я н н о  в о з р а с т а е т ъ  с ъ  возрасташемъ у. Легко также найти 
формулы

Log ( х у )  =  Log х  -f- L og  у и Log (x J ) =  у Log х.

В ъ первой х н у  —  оба положительный числа, во второй только 
х необходимо должно быть положительными

§ 4 1 . Непрерывность функцш Log ас. Пусть

N lim х п =  х ,

и х,  равно какъ и все  хп, пусть будутъ положительными. Тогда 
можно выбрать ')  два числа k и / (>> k )  такъ, чтобы все  числа 
хп лежали въ интервале (к, /). Последовательность

Log х , , Log х 2 , L o g x 3 , . . .

будетъ поэтому ограничена, и все  ея члены будутъ содержаться 
между L o g  к и L og  /. Если у есть точка сгущешя последователь
ности и

Log х / , Log х / , Log х 3', . . .

есть такая часть последовательности, которая имеетъ своимъ пре- 
деломъ у,  то

lim Хп =  lim а  г-°* х«,  или х  =  ау .

Поэтому возможна одна только точка сгущешя, и она есть L o g x . 
Такимъ образомъ,

lim Log х„ =  Log х .

§ 42 . Натуральные логариемы. Если во вспомогательной 
формуле § 36  положить

‘) Следуетъ выбрать сначала к' и V такими, чтобы выполнялись 
неравенства 0 <  к' < х < 1’. Тогда въ интервале (к\ V) не будетъ лежать 
только ограниченное число чиселъ хп. Эти хп) а также и числа к' и V, 
должны содержаться въ (к, I).

К о в а л е в с к ш . Дифференщальное и интегральное исчислеше. 4
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то после легкаго преобразовашя получится:

Последовательность

+  т ) 1( Ы )  ’ ( 1 +  т ;

поэтому возрастаетъ.
Положивъ въ  упомянутой вспомогательной формуле

находятъ прежде всего, что

а такъ какъ

то

и, наконецъ,

1 \п и
1 +  >  1 +  •

П . 11
п1 — 1 >  я5’

1 \ «  11 1 >  1 +  ±
11 — 1 / 11

Такимъ образомъ, последовательность

1

убываетъ.
Но эта последовательность ограничена. Она имЬегь поэтому 

пределъ, которое обозначаютъ черезъ е, такъ что

е = Ш  ( l + l ) "  +  I.

А такъ какъ
1 \» + 1
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и

=  1

то им-Ьемъ такж е:

е ~ lim ( 1 +  4 -)”
Обозначеше е принадлежитъ Э й л е р у  (E u ler).

Мы представили е, какъ пределъ убывающей, а равно и в о з
растающей последовательности. Такимъ образомъ, согласно § 16, 
для п =  2, 3 , 4 , . . .

Это число е сделали основашемъ системы логариемовъ, и ло- 
гариемы при основанш е называютъ н а т у р а л ь н ы м и  логаривмами. 
Для обозначешя натуральнаго логаривма числа х  мы употребляемъ 
символъ log лг.

§ 43 . Друпя последовательности, имеющ !я пределъ е.
Когда почти все  члены последовательности а 1, а 2 , д3, . . . будутъ 
больше, чемъ g,  какъ бы при этомъ число g  ни было выбрано, 
то мы скажемъ, что а„ становится п о л о ж и т е л ь н о - б е з к о н е ч н ы м ъ  
или п о л о ж и т е л ь н о ю  б е з к о н е ч н о с т ь ю .

Мы примемъ, что все  числа а п больше I 1) .
Пусть v„ будетъ наибольшее целое число, которое меньше а„ 

или равно а„. Тогда

такъ что и v„ становится положительно-безконечнымъ. Но

*) Такъ какъ ап становится положительно-безконечнымъ, то почти 
все числа я« больше 1. Мы представляемъ себе, что остальныя вы
черкнуты.

2) Если z > 0 , то я ' > Ьх (я  > b > 0 ) . Въ самомъ деле, а/b =  с > 1
и я* =  Ь1 с1 >  V-.

0  == а п —  v„ <  1
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и потому

А такъ какъ оба числа

1 \т -f 1

(от =  1 , 2 , 3 ,  . . . )

имеютъ пределъ е,  то можно выбрать g  такъ, чтобы эти числа при 
то >  £  лежали въ интервале (е —  з , е -\- г )  ( е > 0 ) .  Но почти 
все  v„ больше, чЪмъ g.  Поэтому и почти все  числа

содержатся въ  интервале (е  —  в, е е ) .  Т о ж е  относится, следова
тельно, и къ числамъ

Пусть Ьг, Ь2, Ь3, . . . будетъ последовательность такого рода, 
что — Ь„ становится положительною безконечностью. Тогда говорятъ, 
что Ьп становится о т р и ц а т е л ь н о - б е з к о н е ч н ы м ъ  или о т р и ц а -  
т е л ь н о ю - б е з к о н е ч н о с т ь ю .

Мы примемъ, что все  числа Ь„ меньше, ч е м ъ — I . 1) Если по

ложить тогда

такъ что

lim [ l + i T  =  е

Ьп — 1 dn)

то все  числа а„ будутъ положительными и

*) Для этой цели достаточно отбросить только конечное число 
чиселъ Ъп.
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Такъ какъ 1 /д„ стремится къ нулю, то

lim { l + l ) hn==e-

Итакъ, соединяя оба результата, мы можемъ сказать, что

Hm ( i + ^ r = e>

если j со | становится безконечностью 4) .

П р е д л о ж е ш я

,, | со | делается безконечнымъ“
и

„ Н п Д  =  0 “’ (О

в п о л н е  р а в н о з н а ч а щ и .  Поэтому мы можемъ выразить нашъ 
результатъ и такъ:

Е с л и  h с т р е м и т с я  к ъ  нулю,  о с т а в а я с ь  п о с т о я н н о  от -  
л и ч н ы м ъ  о т ъ  нуля,  то

i_
lim {  ( 1  - h ) h }  — е.

§ 44 . Пределъ выражеш я ( a 1' —  \ ) : h .  Мы предполагаемъ 
й >  1. Пусть i ( 2 0 ) стремится къ нулю. Тогда, какъ мы знаемъ, 
lim a h — 1 , но д* отлично отъ 1 ; поэтому

a h =  I k ( k ^ . 0 )  и lim k =  0 .
Такъ какъ

lA og a  =  log ( 1  + k ) ,
то

ah — 1 _  к log а _  log а
h log (1 +  к) l_

log { ( ! + * ) *  }
Но,  по § 43,

i
lim {  ( 1  + k )  * }  =  <?;

*) Въ этомъ случае достаточно сказать «безконечностью» вместо 
«положительной безконечностью».
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поэтому, по § 41 ,
1

lim log {  ( 1  +  k) k }  =  lo g e  =  1 ; ,

следовательно,
.. ah —  1 ,
lim —  =  log a.

Эта формула пригодна и при а  — 1 , такъ какъ въ этомъ 
случае об е  части становятся равными нулю.

В ъ  случае 0 <  а <  1 следуетъ  положить а  =  1 jb . Тогда

.. 1 — Ъъ .. 1 Ьь — 1
lim — ;—  =  l im  =  —  lim , —

h hbh bh b
поэтому

lim - - - - -  =  —  log b — log a.

Г л а в а  V .

Геометрическое толковаше чиселъ и функщй.

§ 45. Представлеше вещ ественныхъ чиселъ съ  помощью 
то ч ек ъ  прямой ‘) . Для представлешя вещественныхъ чиселъ мы

употребляемъ прямую, кото-
—̂ ---------------- .— -«----------— I-----«— рую называемъ ч и с л о в о й
S А В О  E J  D R  пря мо й .  На ней избираются

^   ̂ д ве  р а з л и ч н ы я  точки О и
Фиг. 1. „  _  _

Ь. Течка (J  называется ну
л е в о й  т о ч к о й ,  н а ч а л ь н о й  т о ч к о й ,  н а ч а л о м ъ ,  а точка В  
т о ч к о й  е д и н и ц ы .

Когда предложено п о л о ж и т е л ь н о е  ращональное число г, то 
мы относимъ къ нему такую точку R  числовой линш, которая 
вм есте съ Е  расположена по одну сторону отъ точки О и при- 
томъ такъ, что O R  относится къ О Е .  какъ г  къ 1. Если поэтому

’) Мы не будемъ излагать положенныхъ здесь въ основаше геоме- 
трическихъ аксюмъ.
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г =  т/п (от, п —  цЬлыя положительный числа), то мы отъ точки О 
въ сторону точки Е  откладываемъ от разъ п-ую часть прямой ОЕ.

Точку R мы называемъ т о ч к о й  и з о б р а ж е ш я  (или просто 
и з о б р а ж е ш е м ъ )  числа г или, коротко, т о ч к о й  г. Е  есть точка 
изображешя числа 1. Поэтому мы назвали Е  т о ч к о й  е д ин и ц ы.

Если s есть о т р и ц а т е л ь н о е  рацюнальное число, такъ что 
s =  — от/я (от, п —  положительный целый числа), то мы отъ точки О 
откладываемъ от разъ п-ую часть О Е  въ ту сторону, котораи не со 
держитъ Е. Такимъ образомъ мы получаемъ точку 5 , которая бу
детъ называться т о ч к о й  и з о б р а ж е ш я  числа s,  или, коротко, 
т о ч к о й  s.

Если еще разсматривать точку О, какъ точку изображешя 
числа н у л ь ,  то каждое ращональное число будетъ иметь свою 
точку изображешя. Эти точки изображешя мы называемъ р а ц ш -  
н а л ь н ым и  т о ч к а м и .

На фиг. 1 точка Е  лежитъ в п р а в о  отъ О. Если г и г '  суть 
два различныхъ ращональныхъ числа и R  и R' соответственно суть 
ихъ изображешя, то R 1 лежитъ вправо или влево отъ R,  смотря 
по тому, будетъ ли г' >  г или г' <  г.

КромЬ ращональныхъ точекъ, на числовой прямой имеются 
еще друпя, которыя называются и р р а ш о н а л ь н ы м и .  Если, напри- 
меръ, построить квадратъ на стороне О Е  и сделать O J  равнымъ 
д1агонали этого квадрата, то / не можетъ быть ращональной точ
кой. В ъ  самомъ д ел е , если бы точка /  была изображешемъ ра- 
щональнаго числа г. то, по теореме П и е а г о р а ,  должно было бы 
быть г 2 =  2 , что, какъ мы знаемъ, невозможно.

И р р а ц ш н а л ь н а я  точка ]  приводить къ подразделеш ю всехъ  
ращональныхъ точекъ на два класса. Къ первому, иЛи н и жне му ,  
классу мы причисляемъ все ращональныя точки, которыя лежатъ 
влево отъ / ; ко второму, или в е р х н е м у ,  классу— все  ращональныя 
точки, которыя лежатъ вправо отъ /. Каждая точка нижняго класса 
лежитъ тогда влево отъ каждой точки верхняго класса. Если мы 
теперь замЬстимъ каждую ращональную точку тем ъ рацюнальнымъ 
числомъ, для котораго она служитъ изображешемъ, то получимъ 
с е ч е ш е  (ср. §  2). Пусть а будетъ число, определяемое этимъ сЬ- 
чешемъ. Это число будетъ и р р а ц ш н а л ь н ы м ъ ,  ибо между каждой 
ращональной точкой и точкой / имеются еще друпя ращональныя
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точки, такъ что въ нижнемъ классе нЪтъ крайней правой, а въ 
верхнемъ н%тъ крайней левой точки. Теперь мы станемъ разсма- 
тривать /, какъ т о ч к у  и з о б р а ж е н 1я иррацюнальнаго числа <х и 
будемъ ее кратко называть т о ч к о й  а .

К а ж д а я  т о ч к а  ч и с л о в о й  л и н ш  я в л я е т с я ,  т а к и м ъ  о б р а 
з о м ъ ,  и з о б р а ж е н ! е м ъ  в е щ е с т в е н н а г о  числа .  Это число назы
ваютъ а б с ц и с с о й  точки (въ отношенш начала О и точки еди
ницы Е ).  Если P t и Р 2 суть д ве  р а з л и ч н ы я  точки, то и ихъ 
абсциссы х х и х2 будутъ р а з л и ч н ы м и  и притомъ Р2 будетъ ле
жать вправо или влево отъ Р , , смотря по тому, будетъ ли х2 >  х , 
или х2 <  дг, 4) .

К а ж д о м у  ли ирращональному числу соответствуеть точка, 
абсцисса которой есть это число? Сущность нашихъ пространствен- 
ныхъ представлешй такова, что этотъ вопросъ можетъ быть разре- 
шенъ только при помощи аксюмы.

Если бы ирращональному числу а не соответствовала никакая 
точка изображешя, то все  точки числовой лиши распались бы на 

два класса:
1. Точки, абсциссы которыхъ меньше, чемъ а.
2. Точки, абсциссы которыхъ больше, чемъ о.. «
Каждая точка нижняго класса находилась бы влево отъ каж

дой точки верхняго класса, и въ нижнемъ классе не было бы край
ней правой, а въ верхнемъ —  крайней левой точки, потому что 
между двумя числами содержатся еще друпя.

Мы, принимаемъ, какъ аксшму, что нечто подобное невоз
можно (аксюма непрерывности). Т о г д а  к а ж д о е  и р р а ц ш н а л ь -  
ное  ч и с л о  и м е е т ъ  с в о е  и з о б р а ж е ш е  на ч и с л о в о й  л и н 1и.

Говорятъ, что между вещественными числами и точками чи
словой прямой сущ ествуетъ о д н о з н а ч н о е  с о о т в е т с т в 1 е .  Каждое 
число имеетъ определенное изображеше на числовой прямой, и каж
дая точка на числовой прямой есть изображеше определен н ая 
числа.

§ 46 . Измерение отр1>зковъ. Две точки А и В ,  разсма- 
триваемыя въ этомъ порядке, определяютъ на числовой прямой

Для случая, когда 1\ и суть иррацюнальныя числа, это выте- 
каетъ изъ того, что между Р, и лежатъ рацюнальныя числа (ср. § 6).
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о т р- Ьз о к ъ .  А  называется н а ч а л ь н о й ,  а В — к о н е ч н о й  точкой 
отрезка (начало и конецъ). Смотря по тому, находится ли В  вправо 
или вл%во отъ А , мы откладываемъ вправо или влЪво отъ О отрЪзокъ 
OD, равный А В .  Абсциссу точки D  мы называемъ ч и с л о м ъ ,  из- 
м- Ь ря ющимъ  отрЪзокъ А В \это число мы обозначимъ черезъ А В.

Поэтому абсцисса точки Р  есть не что иное, какъ О Р.
Е с л и  а  е с т ь  а б с ц и с с а  т о ч к и  А  и b е с т ь  а б с ц и с с а  

т о ч к и  В ,  т о  чис ло,  и з м е р я ю щ е е  о т р Ь з о к ъ  А В ,  равно b — а.
Это предложеше не нуждается въ доказательстве, когда а  и b 

ращональныя числа. Если же это суть иррацюнальныя числа, то 
возможно выбрать ращональныя числа а п и Ь„ такъ, что

(1п <С л <  (i„ -f- — , b„ <С. Ъ <С Ьп -|- —

(ср. § 9 ). Пусть Р„ и Qn будутъ соответственно изображешя чи

селъ а„ и Ь„, а Рп и Q,!  —  изображешя чиселъ Ьп -\- ~ ■

Тогда А  В  наверное лежитъ между PnQ„' и P„'Qn, следо
вательно, и между

i , 1 , 1Ь„ —  а„ +  ~  и Ья —  а„ — — •

Такъ какъ оба эти числа стремятся къ b —  а ,  то

А В  =  Ь — а .

Если А, В, С  суть три произвольный точки числовой линш 
(а, Ь, с ихъ абсциссы), то постоянно

А В  +  В С +  С А =  О,
такъ какъ

(b —  л ) -|- (г  —  Ь) -f- ( и —  с ) — 0 .

Когда точки В  и С  совпадаютъ, то В С  =  0  и формула чи
тается такъ:

А В  +  В А — О, или А В  — —  В А.
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Четыре точки А, В , С, D  числовой лиши (съ  абсциссами 
а, Ь, с, d)  удовлетворяютъ указанному Э й л е р о м ъ  соотношешю:

А В . C D  +  'A C .U B  +  A D  . B C  =  0.

В ъ  самомъ д ел е ,

{b —  a) (d—  с) +  (с —  а)(Ъ —  d) {d —  а) [с —  Ь) =  0 .

Зам Ьчаш е. Если выбрать точки О' и Е' такъ, что

О Ё  =  1 ,

то отрезокъ А В въ  отношенш О' и Е 1 имеетъ то же измеряющее 
число, что и въ отношенш О и Е.

§ 47. Изображеш е паръ чиселъ при помощи то ч ек ъ
плоскости. Два вещественныхъ числа х х и х2, взятыхъ въ этомъ
порядк-fe, образуютъ п а р у  ч и с е л ъ .  Число х х называется п е р в ы м ъ ,
а х2—  в т о р ы м ъ  числомъ пары.

Мы проводимъ въ плоскости черезъ точку О, которую мы 
называемъ н а ч а л ь н о й  ( на ч а л о ) ,  д ве  различныя прямыя ( к о о р д и -  
н а т н ы я  оси) .  На каждой изъ нихъ мы соответственно выбираемъ 
по одной отличной отъ О точке E t и Е2 ‘ ).

На прямой О Е х мы принимаемъ О 
за начало и E t за точку единицы. Точно 
такъ же на прямой О Е 2 принимаемъ точку 
О за начало и Е 2 за точку единицы.

Если теперь Р ,  есть изображеше 
числа x t на прямой О Е х и Р2 есть изобра
жеш е числа х2 на прямой О Е2, то че
р езъ  точки P t и Р 2 проводимъ прямыя,

соответственно параллельныя прямымъ О Е 2 и О Е 1У и получаемъ 
такимъ образомъ точку Р . Ее мы называемъ т о ч к о й  и з о б р а ж е 
ния ( и з о б р а ж е н 1е м ъ )  пары чиселъ х ,  и х2 или, короче, т о ч к о й

( * i .  * * ) ■

*) Обыкновенно, 0 £ ,  и О Е2 берутся равными. Вместо того, чтобы
указать на чертеже точки £ , и Ег, указываютъ стрелками, на какой 
стороне лежатъ точки единицы.
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Такимъ образомъ между парами чиселъ и точками плоскости 
устанавливается о д н о з н а ч н о е  с о о т в е т с т в 1 е .  Каждая пара чиселъ 
имЪетъ определенное изображеше въ плоскости и каждая точка 
плоскости есть изображеше определенной пары чиселъ.

Числа х , ,  х 2 называютъ к о о р д и н а т а м и  точки Р.
На п а р а л л е л ь н ы х ъ  п р я м ы х ъ  о б ы к н о в е н н о  в ы б и р а ю т ъ  

о т р е з к и - е д и н и ц ы  *) т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  ч т о б ы  э т и о т р е з к и  
мо г л и  б ы т ь  п р и в е д е н ы  в ъ  с о в п а д е т е  п у т е м ъ  па р а л л е л ь -  
н а г о  п е р е м е щ е ш я .

Согласно съ этимъ

х , =  О -Р, =  Р2 Р
И

*2 =  0  Pi = P l P .

§ 4 8 . Кривая изображеш я функцхи. Для геометрическаго 
представлешя функщй у — f  (х)  пользуются указаннымъ въ § 47 
представлешемъ парь чиселъ при помощи точекъ плоскости.

Каждому значешю независимой переменной соответствуетъ 
пара чиселъ

X, f ix ) ,

которая имеетъ въ плоскости свою точку изображешя. Совокуп
ность полученныхъ такимъ образомъ точекъ изображешя назы

ваютъ к р и в о й  и з о б р а ж е ш я  функщй 
f { x ) ,  а уравнеше y = f { x ) — урав -  
н е ш е м ъ  этой кривой.

Кривой изображешя вполне опре
деляется функщя, потому что кривая 
изображешя даетъ возможность усмо
треть значеше функщй, соответствую 
щее каждому значешю независимой пе
ременной.

Если f ( x )  есть постоянная, то кривая изображешя есть пря
мая, параллельная оси х - в ъ 2).

*) Отрезокъ-единица есть отрезокъ, который измеряется чис- 
ломъ 1 .

а) Мы назы ваем ъ  з д е с ь  О E t осы о х - в ъ ,  а О Е г — осью  у -в ъ .
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Кривая изображешя целой функщй п е р в о й  с т е п е н и

у =  а ()х +  а 1 О о ^ ° )

есть прямая,  которая, однако, не параллельна оси л>въ.

Кривая изображешя цЪлой ращональной функщй в т о р о й  с т е 
пени есть п а р а б о л а .

Кривая изображешя

у — Vа'1 —  х2 ( —  а ^ х ^ п )

въ случае прямоугольныхъ координатъ есть п о л у к р у г ъ  paAiyca а.

§ 49 . Представление си стем ъ и зъ  т р е х ъ  чиселъ при по
мощи то ч ек ъ  пространства. Три вещественныхъ числа х и х2, х3, 
взяты хъ въ этомъ порядке, образуютъ с и с т е м у  т р е х ъ  чис е л ъ ;
^«н азы вается п е р в ы м ъ ,  х% —  в т о р ы м ъ ,  х 3— т р е т ь и м ъ  числомъ 
системы.

Черезъ точку О пространства, которую мы называемъ на
ч а л ь н о ю  т о ч к о й ,  н а ч а л о м ъ ,  мы проводимъ три прямыя, не ле- 
жапйя въ одной плоскости. Оне называются к о о р д и н а т н ы м и  
о с я м и ,  а три плоскости, попарно ими определяемыя, —  к о о р д и 
н а т н ы ми  п л о с к о с т я м и .  На каждой изъ координатныхь осей мы

соответственно выбираемъ по одной 
отличной отъ О точке Е г, Е2, Е 3.

На О Е„ (п =  1 , 2 , 3 )  мы поль
за/ зуемся точкой О,  какъ нулевой точ-

3 кой, а точкой Е„ , какъ точкою еди
ницы.

Если Рп есть изображеше числа 
О е , р  хп на О Е п, то черезъ точки P lt  Р.2, Р3

ф и г  ^  проводимъ три плоскости, соответ
ственно параллельныя координатнымъ 

плоскостямъ, и получаемъ такимЪ образомъ точку Р. Ее мы назы
ваемъ т о ч к о й  и з о б р а ж е н 1я, или и з о б р а ж е ш е м ъ  системы трехъ 
чиселъ x t , х2, x 3 , или просто т о ч к о й  ( x t , х 2, х 3) .

Такимъ образомъ установлено о д н о з н а ч н о е  с о о т в е т с т в 1 е  
между системами трехъ чиселъ и точками пространства. Каждая
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система трехъ чиселъ илгёетъ определенную точку изображешя въ 
пространстве, и каждая точка въ пространстве есть изображеше 
определенной системы трехъ чиселъ.

Числа x it х2, х3 называются к о о р д и н а т а м и  точки Р.
х 2, х 3 суть координаты точки Р /  въ плоскости О Е 2 Е 3, 

равно какъ х 3, х х суть координаты точки Р 2' въ плоскости O E 3E i 
и X j, х 2 суть координаты точки Р 3' въ плоскости О Е 1Е 2.

§ 50 . Функцш двухъ перем 1тн ы хъ. Пусть 9)1 будетъ 
множество, составленное только изъ различныхъ парь чиселъ или, 
выражаясь геометрически, множество, составленное исключительно 
изъ различныхъ точекъ плоскости.

Если къ каждой точке изъ ЯЛ отнесено число, то гово- 
рятъ, что множество 9)1 определяетъ ф у н к ц т .

Отнесенныя числа мы будемъ разсматривать, какъ значешя 
переменной Мы далее положимъ, что пара буквъ х, у  можетъ 
означать любую пару чиселъ изъ 9R. Будемъ называть такую пару 
буквъ п а р о ю  п е р е м е н н ы х ъ ,  каждую пару чиселъ множества 
9Л —  с и с т е м о й  з н а ч е н Ш этой пары, а 9)1— о б л а с т ь ю  перемен
ной пары.

Тогда каждой системе значешй х, у  со о т в е тст в у е м  зна

чеше
% называютъ функщей отъ х, у и пишутъ *)

К = f ( x’ У )•

9)1 называется о б л а с т ь ю  о п р е д е л е ш я  функщй.
Чтобы получить геометрическое представлеше функщй f ( x , y )  

применяютъ указанные въ § 49  представлеше системъ трехъ чи
селъ при помощи точекъ пространства. Каждой системе значешй 
х, у со о тветству ем  система

*> У> / ( * .  У)
трехъ чиселъ, которая имеетъ свою точку изображешя въ про
странстве. Совокупность полученныхъ такимъ образомъ точекъ изо-

V Эта формула читается такъ: <ч равно / отъ х, у». Вместо / 
можно пользоваться и другими буквами.
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бражешя называютъ п о в е р х н о с т ь ю  и з о б р а ж е н а  ф ун кщ й /(х, у), 
а уравнеше f ( x , y ) —  у р а в н е н 1 е м ъ  этой поверхности. Такъ, 
напримеръ, уравнеше

% =  а х  -\-by - f  с {а, Ь, с постоянный) 

есть уравнеше плоскости.

§ 51 . Непрерывность. Пусть (лг00 'о) будетъ место (точка) 
въ области ЭЯ и допустимъ, что въ ЭЯ возможно выбрать точки

(x i>yi) i  ( * 2 > y%)i (*з>3'з)> • • •• 

такъ, что точка (хп, уп) о т л и ч н а  отъ точки ( х 0 , у0) и ^  

lim х„ =  х0 и lim уп =  _v0 *)

Если въ этомъ случае п о с т о я н н о  будетъ

lim / (x „ ,^ „ )  =  lim / ( * „ ,  J o ) .

то говорятъ, что функщя f ( x , y )  н е п р е р ы в н а  на м е с т е  ( х 0 >То) 
или в ъ  т о ч к е  ( х 0, у 0). В ъ  противномъ сяучаЬ функщя / ( х , у) 
р а з р ы в н а  на м е с т е  ( х 0, у 0), или и м е е т ъ  р а з р ы в ъ  н е п р е р ы в 
н о с т и  (или р а з р ы в ъ  с п л о ш н о с т и )  в ъ  т о ч к е  ( х 0 , у 0).

Последовательность ( X i J j ) ,  (х>, у 2), (х 3, уъ) , . . . , обладаю
щая вышеуказаннымъ свойствомъ, сущ ествуетъ тогда и только тогда, 
когда въ каждой о к р е с т н о с т и  2) точки (х0, у0) имеется отличная 
отъ (х 0 , у 0) точка множества ЭЛ 3).

Если въ области ЭЯ нетъ последовательности точекъ, кото

*) Когда lim х„ =  х и lim уп =  у, то говорятъ, что точка (х„, уп) или 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  т о ч е к ъ  (xt , yt), (xlt уг), (хг, у3) , . . .  с т р е м и т с я  
к ъ  т о ч к е  (х„, уд) .

J) Пусть (а, а') будетъ окрестность х0, a (b, V) окрестность у„ 
(ср. § 10). Тогда т е  точки, координаты которыхъ удовлетворяютъ требо- 
вашямъ а <  х <  а' и Ъ < у <  V образуютъ о к р е с т н о с т ь  точки (х0, jy0). 
Мы это слово будемъ употреблять только въ этомъ смысле. Такая 
окрестность образуется внутренними точками параллелограмма, котораго 
стороны параллельны осямъ координатъ и внутри котораго содержится 
точка (х0, у0).

3) Доказательство подобно приведенному въ § 31.
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рая стремится къ ( х 0, у0) ,  то (х0, у0 ) называютъ и з о л и р о в а н н о й  
точкой области 9)1. НЪтъ смысла говорить о непрерывности въ та
кой точке.

§ 52 . Функцш о т ъ  п  перем енны хъ. ') Пусть 9)1 будетъ 
множество, состоящее исключительно изъ различныхъ системъ трехъ 
чиселъ или, выражаясь геометрически, множество, состоящее исклю- 
тельно изъ различныхъ точекъ пространства 2) .

Если къ каждой точке изъ 9)1 отнесено число, то говорятъ, 
что 9)1 опред'Ьляетъ фу нк ц ию.

Отнесенныя числа мы будемъ разсматривать, какъ значешя пе
ременной и.  Мы дал-fee положимъ, что система трехъ буквъ х , у, ^ 
можетъ означать каждую систему трехъ чиселъ изъ 9)1. Будемъ 
называть такую систему трехъ буквъ с и с т е м о ю  т р е х ъ  п е р е мЪн -  
ных ъ ,  каждую систему трехъ чиселъ изъ 9)1— с и с т е м о ю  з н а ч е ш й  
этихъ перемЪнныхъ, а 9)1— о б л а с т ь ю  з н а ч е н Ш системы трехъ 
перем'Ьнныхъ.

Каждой системе значешй х ,  у,  £  со о тветству ем  значеше и.  
Говорятъ, что и есть функщя отъ х, у ,  % и пиш утъ3)

и =  / ( * ,  у, 1 ).

9)1 называется о б л а с т ь ю  о п р е д е л е ш я  этой функщй.
Пусть ( х 0 , у0, %0 ) будетъ мЬсто въ области 9)1 и пусть оно 

не будетъ и з - о л и р о в а н н ы м ъ ,  т. е. допустимъ, что въ области 
9)1 возможно выбрать последовательность точекъ

^  ( x i I Уч Кл.) > (*2  > 2/г> йг) > (*з>  Уз> Ъ ) » • • ■

такъ, что (х„ ,у„ ,^ п )  отличается отъ (х 0, у 0 ,^0) и 

lim х„ =  х 0 , lim уп =  у0, И т =  Ъ, 4)

*) Для простоты мы говоримъ о случай, когда п — 3.
г) Въ случае it > 3 такое геометрическое представлеше невозможно. 

Несмотря на это, употребляютъ геометричесюе способы выражен'ш и го
ворятъ о точкахъ въ пространстве п измерешй.

3) Эта формула читается такъ: «и равно / отъ х, у, ^».
*) Если lim хп =  х0, lim уп =  у0, lim =  *0, то говорятъ, что точка 

(хп, уп, Kv) или последовательность ( * , ,  yt , * , ) ,  (jc2, * ,) ,  (x3, y3, zt ) , . ■ .
стремится къ точке (x0. y0, z0).



6 4  РАЦЮНАЛ ЬНЫЯ ФУНКЦ1И О Т Ъ  П  П ЕРЕМ 'В Н Н Ы Х Ъ.

Если при этомъ п о с т о я н н о

lim / ( * „ ,  уп, In) =  / ( * о, у0, *<>),

то говорятъ, что функщя f ( x ,  у,  н е п р е р ы в н а  на м е с т е  или 
в ъ  т о ч к е  (х0, у 0,%0). В ъ  противномъ случае говорятъ, что функ
щя f ( x , y , % )  и м е е т ъ  р а з р ы в ъ  на м е с т е  ( х 0 , у0, £0) ,  или в ъ  

т о ч к е  (х0 , у0, ^0 ) .
Последовательность ( х и уи ^ ) ,  0 2, уг , z2) ,  ( х 8 , уг , £ , ) ,  . . . , 

обладающая вышеуказаннымъ свойствомъ, сущ ествуетъ тогда и 
только тогда, когда въ каждой о к р е с т н о с т и 1) точки х„, у0, 
имеется отличная отъ ( х 0 , у0, £0 ) точка множества 5Ш-

§ 53 . Рацюнальныя функцш о т ъ  п  перем'Ьнныхъ. Пусть 
а, Ь, . . . будетъ конечное число постоянныхъ, а х , ,  х а , . . . , х„ —  
с и с т е м а  п е р е м е н н ы х ъ .  Положимъ, что область переменныхъ 

х , ,  х 2, . . , хп такова, что

Ш х , ,  х а , . . . ,  х„)

имеетъ смыслъ, где 9? означаетъ ращональную операщю.
Этимъ путемъ къ каждой системе значешй х , ,  х 2 , . . . ,  х„ отне

сено число и

у =  (а, Ь, . . . ;  х „ х а , . . . . х , )

есть, такимъ образомъ, ф у н к ш я  отъ х 1( х 2, . . х„. Этого рода
функщй называются ра ш о н а л ь н ы м и  ф у н к ш я м и .

Легко убедиться, при помощи § 26 , No 4, въ томъ, что ра- 
ц ш н а л ь н а я  ф у н к ш я  н е п р е р ы в н а  в ъ  к а ж д о м ъ  м е с т е  ея 
о б л а с т и  о п р е д е л е ш я .

‘) Пусть (а, а'), (Ъ, Ь'), (с, с') будутъ соответственно окрестности 
точекъ х0, г/0, Zo- Тогда точки, которыхъ координаты удовлетворяютъ 
услов1ямъ а <  х < a', b <  tj < V и с < * <  с', образуютъ о к р е с т н о с т ь  
точки (*„, у„, *„).
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Г л а в а  V I .

Дифференцнроваше функщй отъ одной переменной.

§ 54 . Отношеше приращешй. Если х  и x-\-h  суть два раз- 
личныхъ числа изъ области опред-Ьлешя функщй у =  / ( х ) ,  то от

ношеше
f { x  +  h) — / ( * )  

h

называютъ о т н о ш е ш е м ъ  п р и р а щ е н Ш .  ПоследующШ его членъ 
является разностью двухъ значенШ х  h и х  независимой пере
менной, предшествующШ же —  разностью соответственныхъ значенШ 
функцш. Обыкновенно числителя обозначаютъ черезъ Д / (х) или 
Д у, знаменателя же —  черезъ Д х , такъ что отношеше приращенШ 
выражается частнымъ Д / (х )/ Д х  или Дг//Дх.  Буква Д напоминаетъ 
слово разность ( D i f f e r e n t i a ) .

Отношеше приращешй имеетъ простое геометрическое значе
ше. Пусть Р  и О будутъ т е  точки кривой, изображающей функ- 
щю /(% ), которыя отвечаю тъ значешямъ х  и х  -(- Ь. Тогда (ср. 
фиг. 5)

Ду _  RQ 
Д * P~R

Это отношеше называютъ у г л о в ы м ъ  к о э ф ф и ш е н т о м ъ  прямой 
P Q .  Если обозначить его черезъ а, то уравнеше прямой приметъ 
видъ

у — а х  -f- Ъ.

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  о т н о ш е ш е  п р и р а щ е ш й  р а в н о  у г л о 
в о м у  к о э ф ф и ц 1е н т у  с е к у щ е й 1) к р и в о й ,  к о т о р а я  и з о б р а -  
ж а е т ъ  р а з с м а т р и в а е м у ю  функпдю.

§ 55 . Производная и дифференщалъ. Если к а ж д а я  после
довательность отношенШ приращенШ

/ ( *  +  * . ) - / ( « )  / ( Х + Й , ) - / ( Ж) f ( x + h t ) - f ( x )
______________________ ’ X ' К ’ ‘ ‘ ’

‘) Секущей данной кривой мы называемъ прямую, соединяющую 
две ея точки.

К о в а л е в с к ш . Диффереищальное и интегральное исчислеше. 5
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которая обладаетъ свойствомъ

lim h„ =  О,

с х о д и т с я ,  то мы говоримъ, что / ( х ) в ъ  точк"Ь х  имЪетъ п р о 
и з в о д н у ю 1). Подъ производной мы разумЪемъ о б п и й  п р е д е л ъ  
в с е х ъ  э т и х ъ  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й .

Легко убедиться въ томъ, что онъ сущ ествуетъ. * )

V[mf ( x  +  h , ) —f(x)  =  a  (lim hn =  0 )
U n  '

Ьп

то и последовательность

f ( x +  K) —f(x) f(x  +  h\) /(a) / (*  +  / » ,)-/ (*) f ( x  +  lh ) - / ( * )
К ’ \  ’ К ’ \

сходится. В се  ея части имею гь поэтому одинъ и т о т ъ ж е  пределъ, 
такъ что, въ частности, А =  В.

Мы обозначаемъ производную функщй f ( x )  въ точке х  че
р е з ъ / ' (х ). Это обозначеше ввелъ Л а г р а н ж ъ  (Lagrange).

П рои зведете f  (х )  на некоторую постоянную h называютъ 
д и ф ф е р е н щ а л о м ъ  функщй / (х )  въ точке х  и обозначаютъ его, 
по Л е й б н и ц у ,  черезъ d f ( x ) ,  такъ что

d f ( x )  = / '  (x)h .

Обыкновенно для всех ъ  функщй пользуются однимъ и тем ъ же h, 
такъ что, въ частности,

d х  =  h . 2)

‘) Говорить о производной въ изолированной точке области опре- 
дележя не имеетъ никакого смысла.

*) Т. е., если к а жд а я  изъ упомянутыхъ последовательностей име
етъ пределъ, то все оне имеютъ одинъ и тотъ же пределъ.

2) Производная функщй f(x)  =  х равна 1 , ибо все  отношешя при
ращешй равны 1 . **)

**) Въ полученномъ равенстве dx =  h выражеше dx означаетъ 
дифференщалъ фу нк ц ш f(x) =  x. Если же х есть н е з а в и с и м а я  пере
ме нная ,  то dx =  h по определена.
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Вследств1е этого мы можемъ писать

d f ( x )  =  / ' (x )d x ,

откуда сл-Ьдуетъ, что

Такимъ образомъ, производная является частнымъ двухъ дифферен- 
щаловъ. Ее называютъ поэтому также д и ф ф е р е н щ а л ь н ы м ъ  
ч а с т н ы м ъ .

Вычислеше производной или дифференщала называется диф-  
ф е р е н ц и р о в а ш е м ъ .

§ 56. Геометрическая интерпретаф я производной и диф
ференциала. Какъ мы знаемъ. отношеше

h

есть угловой коэффищентъ секущ ей кривой, изображающей функ- 
шю f { x ) .

Последовательность

/ С *  +  М — / ( * )  j ( x +  Ьг) — / ( х )  , / ( *  +  h3) — f ( x )
h, ’ h, ’ h, ’ ‘ • •

(lim h„ =  0 )

отв^чаетъ некоторой последовательности секущ ихъ, проходящихъ

нашей кривой въ точке Р  опреде- 
ляютъ, какъ предельное положеше 

секущ ей P Q  при /;, стремящемся къ нулю.

•) Мы допускаемъ, что /' (х) существуетъ.

f ( x +  h) —/(*)

черезъ Р, угловые коэффищенты ко- 
торыхъ имеютъ пределъ / ' (х). *) Про
ходящую черезъ Р  прямую Р Т ,  угло
вой коэффищентъ которой равенъ/ ' (* ) , 
мы назовемъ п р е д е л ь н ы м ъ  п о л о ж е -  
н 1е м ъ  секущ ей P Q -

>  Обыкновенно к а с а т е л ь н у ю  къ
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Поэтому п р о и з в о д н а я  р а в н а  у г л о в о м у  к о э ф ф и ш е н т у  
к а с а т е л ь н о й  к ъ  к р и в о й ,  и з о б р а ж а ю щ е й  р а з с м а т р и в а е м у ю  
ф у н к ц ш .

На фиг. 5

R T  =  / ' (х) h — d f  (х ).
Напротивъ,

R Q  = f ( x  +  h )— f { x )  =  Д f { x ) .

§ 57. Дифференцироваше суммы / ( х )  +  <7 0*0* Если функ
цш и =  / (х )  и v =  g (х )  въ точке х  имЪютъ производныя, то и 
сумма F  (х) =  f i x )  +  g  (х) въ этой точке имеетъ производную, 
при чемъ

d(u-\-v) — du  +  dv.

В ъ самомъ д-Ьле, изъ равенствъ

lim — / (*) _ у/ (lim h =  0 )

и

lim g ^  ~  ^ =  £ ' (х ^  (lim ft =  0 )

согласно § 26 , вытекаетъ, что

Ъ

=  lim / (*  +  * ) - / ( * )  +  um g. ( * . t * L -= £ M
h 1

= / '  (* )  +  £ ' О )-

§ 58. Дифференцироваше произведен!я f ( x ) { / ( x ) .  Если 
функщй И = } { х )  И V  =  g ( x ) въ точке х  имеютъ производныя, то 
и произведете F (х) = f i x ) g ( x )  въ этой точке имеетъ производ
ную, при чемъ

d (uv ) =  vdu  +  udv.

Действительно,

F  (х +  h) —  F  (x) 
h "
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=  е (Х)П *  +  ъ ) - №  + f { x )  +

f ( x  +  h) — f ( x )  g  (x +  h) -  g  (x) ,
h h '

откуда при lim h =  0

lim =  g (X) f  (x ) +  f { x )  g ’ {x).

С л 'Ь д ств 1Я. Если g (x )  есть некоторая постоянная с , то 

S' (х) =  0  и
d {cu )  =  cd u .

Такъ какъ
и —  v =  и -(- (—  1)г>,

то
d (u  —  v) =  du  -f- (—  1 ) d v  =  du  —  dv .

§ 59 . Дифференцироваше выражения 1 : f ( x ) .  Если функ
щя и =  f ( x )  въ  точке х  не равна нулю и имеетъ производную, то 
и F  (х) =  1 :/ ( * )  въ этой точке имеетъ производную, при чемъ

d

Изъ соотношешя

lim +  h)h ~ f{x)  =  f  (x ) (lim h =  0 )

следуетъ:

litn / (x  +  h) = / ( * )  +  lim - hj = / ( * ) . ' )

Такъ какъ / ( * )  s ;  0 ,  то и почти все  /(*■ +  й) также отличны 
отъ нуля, и мы можемъ на нихъ делить.

Далее имеемъ

F ( x  +  b ) - F ( x )  1 ( 1  1 l
Ъ h \ / ( х  +  h) f ( x ) \

r / W ; / w / ( l  +  i ) ;

‘) Отсюда ясно, что н е п р е р ыв н о с т ь  е с т ь  не о б х о д имо е  усло-  
eie с у щ е с т в о в а н 1я п р о и з в о д н о й .
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следовательно,

F ( x  +  h ) - F ( x )  _  _ _  f j x )
. h (/(*»>

С л 'Ь д ст в 1е . Если функщй и  =  / (.г) и v  =  g  (х ) въ точке х  
имеютъ производныя И / (х )  въ точке х  отлично отъ нуля, то и 
частное F (x )  =  g (x )  :/ (х )  въ этой точке также имеетъ производ
ную, при чемъ

j  l v \   и d v  — v d и
\1l ) иг

В ъ самомъ д ел е ,
V 1

=  V  • — ,и и 1
такъ что

и d v  —  v d и
(li)= l dv + vd(i)

§ 60 . Дифференцироваше суммы и произведешя р  функ- 
ц!й. Съ помощью повторнаго применешя правилъ дифференциро- 
вашя, указанныхъ въ § §  57  и 58 , получимъ следуюийе результаты:

Если функщй

“ i = / »  (х ) ,  11-г =  / * ( * ) .  • • • > UP =  //>(*) 

въ точке х  имеютъ производныя, то и су м м а

И1 +  м2 4■ ■ ■ ■ 4 " ир

также имеетъ въ этой точке производную, при чемъ

d  (и , -f- u-i 4 " "  ■ ' 4~ ир) — d u x du% -\- ■ ■ ■ -j- d iip .

Равнымъ образомъ, и п р о и з в е д е т е

• • • Up

имеетъ въ точке х  производную, при чемъ

d  (и 1 и.г . . .  iip) =  (u t и2 . . .  Up)l d u x +  (и , иа . . .  up\  d u 2 -\------

• • ■ —j— (it  ̂и2 • .. мр)р diip.
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ЗдЪсь символъ (м, м2 . . .  up)k означаетъ произведете, которое полу
чается изъ и, ма . . .  ир вычеркивашемъ щ\ такъ, напримЪръ,

(м, и2 . . . up) i — и.г .. .Up.

§ 61 . Дифференцироваше ращ ональны хъ функщй. Мы
видЬли въ § 60 , какъ дифференцируется произведете р  множи
телей: дифференщалъ каждаго множителя умножается на остальные 
множители и полученныя такимъ путемъ произведешя складываются.

Если всЪ р  множителей равны функцш и, то получится 
формула

— p u t — 1 du.

В ъ  случа-fe и =  х  эта формула принимаетъ видъ

d ( x f ) — рх?  1 d x .

Теперь мы въ состоянш продифференцировать цЪлую рацю- 

нальную функщю

G (x )  =  а0хт +  a 1xm~ i +  • • • +  1 х +  а т .

При этомъ мы должны лишь принять во внимаше § 6 0  и первое 
слЪдств1е § 58-го .

Мы получимъ:

d G ( x )  =  (т а0хт~ х +  (т —  1 ) ал хт~ *  +  • • • +  а т~ i) dx.

П р о и з в о д н а я  ц Ъ л о й  р а ц ш н а л ь н о й  ф у н к ш и  m - о й  с т е 
пени я в л я е т с я ,  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  ц-Ьлой р а щ о н а л ь н о й  
ф у н к ш е й  ( т — 1 ) - о й  с т е п е н и .

Если мы теперь разсмотримъ р а щ о н а л ь н у ю  ф у н к ц 1Ю 
G ( x ) :  Н  ( х ) , при чемъ

Я ( х )  =  Ь0хп +  btxn 1 +  •••-)- К  -  1 х +  Ья, 

то, согласно § 59 , будемъ имЪть:

d { G ( x ) . H  (х )  }  =  W . (Н (х)  s  0 )

П р о и з в о д н а я  р а ц ш н а л ь н о й  фу нк ц1 и т а к ж е  е с т ь  ра- 
ц ш н а л ь н а я  ф у н к ш я .
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§ 62 . Дифференцироваше функцш а х. Такъ какъ

ах +  h -  ах аь — 1

то (ср. §  4 4 )

ах -f- h  ах   *
lim  -jj— — =  a* l i m — —  =  a*\oga, (lim/j =  0 )

т. e.
d (a x)  =  ax log a.. d x ,

и, въ  частности,
d (г1) =  ex d x .

§ 63 . Дифференцироваше функцш log x .  Если x  >  0  и 
lim h =  О, то почти все  x  +  h больше нуля.

Такъ какъ

log (*  +  h) — log x 1 !o§ ( 1 +  x

где

то имЪемъ:

x b
x

t  h

h =  T '

) f —
-  =  v l0s  0  + ?J) * i.

lim lo g ( , +  ; ) - l o g ,  =  1  1
h x b x 1

т. e.

d  lo g *  =  — •
a:

В ъ самомъ д ел е , если lim /7 =  0 ,  то и lim/; =  0 ,  и выражеше

1
( 1  Ъ) * =  е

имеетъ въ такомъ случае пределъ е .  В ъ  силу непрерывности функ
цш log х  изъ соотношешя lim е =  е вытекаетъ

lim log« =  lo g f  =  1 .

Если L o g *  есть логариемъ .v при основанш а  ( > 0 ) ,  т. е.

х = а'-°"х,
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то

такъ что
log х  =  Log х  • log а ,

L o g x = , —- - l o g x .  ь  log a to

Число у ! -  =  М  называютъ м о д у л е м ъ  логариемовъ при

основанш а. Для того, чтобы получить логариемы при основанш а,  
натуральные логариемы должны быть умножены на М. 

Дифференцируя, получаемъ:

, ,  М dxa  Log х   ---------ь  X

§ 64 . Дифференцироваше слож ны хъ функщй. Пусть f ( x )  
будетъ такая функшя, что всЬ ея значешя принадлежатъ области 
опредЬлешя функщй F (u ) .

Тогда
F ( f ( x ) )

также представляетъ некоторую функщю отъ х  въ области опре- 
дЪлешя / ( х ) .  Функщю F ( f ( x ) )  называютъ с л о ж н о й  ф у н к щ е й .

Е с л и  ф у н к щ я  / (х )  н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к Ь  х ,  а ф у н к ш я  
F (u ) н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к -fe и = / ( х ) ,  т о  и ф у н к ш я  F ( f ( x ) )  
н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к -fe х.

В ъ  самомъ д-Ьл-fe, изъ соотношешя lim х„ =  х  постоянно вы
текаетъ:

И m /(x„) =  / (х )

lim F ( f ( x n)) =  F ( f  (x ) ) .

Е с л и  / (x )  им-Ьетъ п р о и з в о д н у ю  в ъ  т о ч к -fe x ,  a F (u )  
им-Ьетъ п р о и з в о д н у ю  в ъ  т о ч к -fe и — f ( x ) ,  то  и F ( f ( x ) )  и м Ъ е т ъ  
п р о и з в о д н у ю  в ъ  т о ч к -fe х ,  при ч е м ъ

d F ( f ( x ) )  =  F '  ( f i x ) )  d f ( x ) .
Положимъ

/ (x  +  bn) — f ( x )  =  k,

и разсмотримъ последовательность

F (и +  ii)  —  F  (и) F  (и  +  fej) —  F  (u) F  (и - j- k3) —  F  (u)
~ht ’ h . ~  ’ K ~
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при чемъ lim h„ =  О и, следовательно, также и lim кп =  0  *).
Если въ последовательности kx, к2, к3, . . .  есть только ко

нечное число о т л и ч н ы х ъ  о т ъ  нуля ч л е н о в ъ ,  то отвечакшця имъ 
отношешя

* • -  bn

не вл^яють на пределъ Оп. Если же сущ ествуетъ безконечное число 
отличныхъ отъ нуля чиселъ к„, то они образую тъ последователь
ность к1, к2, k3, . . . ,  (составляющую часть последовательности
кх, k2, k3, . . . , ) ,  и для нихъ имеемъ:

F { u  +  \ ) - F { u )  F ( u + k n ) ~ F ( u )  / ( *  +  / > „ ) - / ( * )
Q„ = -----------=— --------- = ----------- =-----------------------------   >

Ьп К hn
такъ что

lim Qn =  F' (u ) f'  (x ) .

Если въ последовательности кл , к2, к3, . . . есть только ко
нечное число исчезающихъ членовъ, то отвечак>1Щя имъ 0 „  не
оказываютъ вл1яшя на пределъ Q,,. Если же сущ ествуетъ безко
нечное число исчезающихъ чиселъ кп, то они образую тъ последо
вательность кг , к2, кг , . . . и

F  (“ +  *„) — F (u)
&  = — т  =  ° -

Но въ этомъ случае

/ (*  +  h„) —/ (*)
=  о ,

такъ что и

/ (*  +  К)  —/ (*)
/  (х ) =  l im  = - -----------=  О,

а потому
lim Qn =  F  (и) f  (х ) .

*) Такъ какъ существуетъ /' (х), то функщя / (х) въ точке х не- 
прерывна.
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Изъ вышесказаннаго * )  мы можемъ заключить, что постоянно

lim Q n =  F  (и) f  (х ) ,
т. е.

dF (_ f(x ))  =  F ' ( f ( x ) ) d f ( x ) .

Такимъ образомъ, д и ф ф е р е н ц 1 а л ъ  F (u )  и м е е т ъ  в и д ъ

F  (и) du

н е з а в и с и м о  о т ъ  т о г о ,  б у д е т ъ  ли н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  
с а ма  п е р е м е н н а я  и или к а к а я - н и б у д ь  д р у г а я .  В ъ  этомъ со- 
стоитъ одно изъ удобствъ пользовашя Л е й б н и ц е в ы м ъ  диффе- 
ренщаломъ.

§ 65. Примеры. 1. у = еп *\

d y  =  eJ w  d/ (x )  =  (x) d x .

2 . у =  x 1*, x  >  0 .

Напишемъ это равенство въ вид-b

у =  (V. log *

Тогда, согласно No 1,

dy  =  e* lns 1 d ([x log x ) =  x 1* — ̂ * ;

такимъ образомъ,

dy  — [л. x " “ 1 d x .

3. 7  =  1°g / (*)>  f  (x )  >  0 .

d y - * m - m dx
J ~  / w  / w

4. ij =  log (x  -f- ] / I +  x 2) .

d y  =  d (x + V ^  +  x1)  _  d x  +  d У 1 +  х»
ж +  V ' l + x i ~~ *  +  у  1 +

* )  См. §  15, NoNo 3 и 4.
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Но, согласно No. 2,

d V l + * > = d ( \  =  1 ( 1  + * » ) “*</(1 +  X2) = ^ ^ r - .

Окончательно находимъ
, dx
У |

§ 6 6 . Т е о р е м а  Р о л л я . Д о п у с т и м ъ ,  ч т о  ф у н к ц 1я / (х )  не
п р е р ы в н а  при х  =  д и х  =  £ 1) и  в о  в с Ь х ъ  т о ч к а х ъ  м е ж д у  а  и £ 
и м е е т ъ  п р о и з в о д н у ю ;  п у с т ь ,  с в е р х ъ  т о г о ,  f ( a )  = f ( b ) ,  Т о г д а  
м е ж д у  а  и b с у щ е с т в у е т ъ  т а к а я  т о ч к а  с.  что f  (с) =  0 .

Прежде всего заметимъ, что функщя / (х )  и во всЬхъ 
точкахъ м е ж д у  а и b также непрерывна. Это вытекаетъ изъ су- 
ществовашя производной. Такимъ образомъ, функщя / (х )  непре
рывна въ интервал-b ( а ,  Ь).

Мы положимъ
b —  а  =  к и k x =  ^ к

и разсмотримъ функщю

<р(х) = / ( х  +  ^ ) — / (х ) .

Она непрерывна въ интервале ( a, a  -f- 2 kx ) и имеетъ то свой
ство, что

ср (йе) (р [и -j— кj )  -{- <р {й -{- 2  k j)  =  0 .

При этомъ возможны следуюцце случаи:

1 . числа <р(а), <p(a-\-kt) ,  <p(a-\-2k1) не все  равны нулю;
2 . числа <р(а), <р (а -] -& ,) , <р(а-\-2кх) все  равны нулю.

В ъ  первомъ случае, такъ какъ сумма чиселъ <р(а), <p(a-\-kj ) ,  
<р(а-\- 2 k x) равна нулю, между ними наверное найдется одно 
положительное число и одно отрицательное. Но тогда, согласно

*) Точно выражаясь, мы требуемъ, чтобы изъ условш а а  х„ S  b 
и lim хп =  а или lim хп = Ъ всегда, соответственно, вытекало, что 
lim/ (хп) =  / (а) или lim f(xn) = f ( b ) *).

*) Это свойство функщй часто называютъ о д н о с т о р о н н е й  не
прерывностью въ точкахъ а, Ь, а именно—п р а в о с т о р о н н е й  для точки а, 
л е в о с т о р о н н е й —для точки Ъ.
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§ 33 , между а  и а  +  2 k t сущ ествуетъ н-Ькоторая точка ал такого 
рода, что

Ф ( a i )  = / ( а  1 +  ^ i )  —  f i a \) — о .

В о второмъ случае также сущ ествуетъ такая точка а 1г именно 
CLX =  (I —)— kx.

И зъ равенства

f ( a  +  k )= f ( a )  

мы, такимъ образомъ, выводимъ

Я а 1 +  К )  = f ( a i)  [К  =  у  А, а < а х< а  +  2 k^ .

Но точно такъ же мы изъ последняго равенства получимъ

f  {й-Ъ "4" ^ г )  =  f  ( f l i )  [ k 2 ~  "з" ^1 > ^2 ^1 “Ь  ^

зат1,мъ

/ 0*8 ~f"~ *в) =  f  (^з) ^ з  =  з  ^2 1 й2 <С Д3 <С й2 4 * 2  ,

и т. д. in infinitum.

Очевидно,

д 1 > fl2 > a si ■ • • есть в о з р а с т а ю щ а я ,  
а ‘

а \ “Ь 1 а 2 +  ^2 > йз +  1 • • • —  у б ы в а ю щ а я

последовательность. Обе последовательности ограничены и потому 
сходятся. В ъ  виду соотношешя

lim (а„ -f- k„) —  lim а п =  lim kn =  lim — ~  =  0
3 ”

оне стремятся къ одному и тому же пределу с , при чемъ

ап< с  < а „  +  kn.

Такъ какъ f '  (с) сущ ествуетъ, то

.. / Ю - Д О  , , , ,
hm (с)

v
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,. f ( an + K ) —f ( C) f , ,  s 
l im  ------------- =  / ' (с).

+  к  - с J  w

Числители обоихъ отношешй приращешй равны, знаменатели 
же имеютъ разные знаки. Такимъ образомъ, изъ этихъ отношешй 
(если они отличны отъ нуля) одно будетъ положительнымъ, а дру
гое— отрицательными

Если последовательность имеетъ положительный (отрицатель
ный) пределъ, то почти все  члены последовательности суть поло
жительный (отрицательный) числа. Поэтому необходимо

/' (с) =  0 •

§ 67 . Теорема о среднемъ значенж. Д о п у с т и м ъ  с н о в а ,  
чт о  ф у н к ш я  f { x )  н е п р е р ы в н а  при х  =  а  и при х =  Ь 1) и 
п о в с ю д у  м е ж д у  а  и Ь и м е е т ъ  п р о и з в о д н у ю .  Т о г д а  с у щ е -  
с т в у е т ъ  м е ж д у  а  и b т а к а я  т о ч к а  с, что

f ( b )  — f ( a )  _  „  ( ,
Ъ — а J  ’ ■

Если мы разсмотримъ функщю

< p ( x ) = f ( x )  +  Х х ,

то постоянную X можно будетъ определить такъ, чтобы имело 
место равенство

<р {а)  =  <р(Ь).

Действительно, равенство

/ (я )  +  X а =  f ( b )  -(* X Ь 

равнозначаще съ равенствомь

X =  / W ~ / ( a)
Ь —  а

После того, какъ постоянная X определена указаннымъ обра
зомъ, мы можемъ къ функщй <р(х) применить теорему Р о л л я .  В ъ

*) Ср. подстрочное примечаше къ § 66.
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самомъ д-ЬлЪ, ср (х ) удовлетворяетъ всемъ приведеннымъ въ ней 
услов1ямъ: <р (х )  не имеетъ разрыва ни при х — а ,  ни при х  =  Ь 
(такъ какъ это имеетъ место въ отношенш / (х )  и Х х ) ;  далее, 
<р (х ) всюду между я  и Ь имеетъ производную, именно f  (х ) \ ,
и, наконецъ, <р{а) =  <р(Ь). В ъ  такомъ случай, согласно теореме 
Р о л л я ,  сущ ествуетъ между а  и b точка с такого рода, что

/' (с) +  X =  0 , т. е. =  / ' (с).

Сл11дств1е. Е с л и  ф у н к щ я  / (х )  и м е е т ъ  п о в с ю д у  в ъ  нЪ- 
к о т о р о м ъ  и н т е р в а л е  п р о и з в о д н у ю ,  р а в н у ю  н у л ю ,  т о  она 
б у д е т ъ  п о с т о я н н о й  в ъ  э т о м ъ  и н т е р в а л е .  Действительно, 
если а  и b суть каюя-нибудь два значешя изъ названнаго интер
вала, то по теоремЬ о среднемъ значенш имеемъ

№ - №  =  ( b - a ) f ' { c )  =  О, 

такъ какъ f ' ( c )  — Q. Такимъ образомъ, постоянно

/ (я )  = f ( b ) .

§ 68. Геометрическая интерпретац5я теоремы  о сред
немъ значеши. Если мы начертимъ кривую, изображающую функ- 
щю f  (х ), то Г  (с) есть угловой коэффи- 
щентъ касательной къ кривой въ точк+>
(с,  / (с )). Выражение же

т -  Да)
Ъ — ч

есть угловой коэффищентъ секущ ей, 
соединяющей д ве  точки кривой ( я ,  / (я )) 
и (b , f (b ) ) .  Теорема о среднемъ значе
нш утверждаетъ. что касательная и секущ ая, при соблюденш по- 
ставленныхъ въ теореме условШ, параллельны.

Если функщя / (х )  определена следующими равенствами:

/
/ (х ) =  0  для а ^ х < . Ь ,  / ( £ ) = ! ,
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то она повсюду между а  и b им-Ьетъ равную нулю производную. Но

/ ( » ) - / ( „ )  _  1 f
Ъ —  a b —  а  II

В ъ  этомъ случа-fe неприменимость теоремы 
о среднемъ значенш обусловливается раз- 
рывомъ функщй въ точке Ъ.

Фиг. 7 изображаетъ функщю, къ ко- I л  
торой также неприменима теорема о сред- Фиг. 7.
немъ значенш, именно, въ  виду того, что въ точке -у  (д  -(- Ь) 
не сущ ествуетъ производной.

§ 69 . Другая запись теоремы  о среднемъ значен!и. Если 
положить

а  — х и b =  х -f- h
или

b =  х и а  =  х +  Ь ,

то число с , какъ лежащее между х и x-\-h, можетъ быть пред
ставлено въ форме

с =  х -f- bh  ( 0  <  ft <  1 )

Формула теоремы о среднемъ значенш тогда получаетъ видъ: *)

f ( x ± h\ - f . ( x l = f '  ( x + i ) b ) .  ( 0 < » <  1)

Формула эта имеетъ место, коль скоро функц1я /(лг) непре
рывна въ точкахъ х  и х  Ь и повсюду между х и х -)- h имеетъ 
производную. Она утверждаетъ, что о т н о ш е т е  п р и р а щ е ш й

/ (* +  W ~ / (-т)
h

п р и н а д л е ж и т ъ  к ъ  ч и с л у  з н а ч е т й ,  к о т о р ы я  п р о и з в о д н а я  
f  (х) п р и н и м а е т ъ  м е ж д у  х  и x-\-h.

*) Можно ее также написать такъ:
А / (* )=  { df ( x) } х -)-» *. •

Правая часть равенства указываетъ, что, после составлен1я дифферен- 
ц1ала df(x), х должно быть заменено черезъ х +  & h.
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§ 70 . Обобщенная теорем а о среднемъ значеши. Пусть 
функщя g(x),  подобно функщй / ( * ) ,  будетъ непрерывна въ точ- 
кахъ а  и b и повсюду между а  и Ь имеетъ производную. П о л о 
ж и м ъ ,  с в е р х ъ  т о г о ,  ч т о  э т а  п р о и з в о д н а я  н и г д е  не о б р а щ а 
е т с я  в ъ  н у л ь .

Мы можемъ тогда выбрать число X такъ, чтобы функщя

< p ( x ) = f ( x )  +  l g ( x )

удовлетворяла условш

<р(а) =  <р (Ъ) .

Именно, услов1е это выполняется, если мы положимъ •)

1 / ( » ) - / ( « )  
g  (ь) (а )

Применяя теорему Р о л л я  къ функцш <р(х), мы получимъ:

т - т  _ / ' (f) ( а < с < ь )
g(b) — g(a) g' (с) >

Если положить

а — х , Ъ =  х  -\~[h или b — х , а  =  х  +  /;, 

то эта формула принимаетъ видъ

/(* +  &)— /(*) Г ( *  +  Щ
g(x +  h)—g(x) g ' (x + i> h ) ’

или же

А / М  |^/М | . ( 0 > * > > 1 )
A g(x) \dg(x)lx+ bh

§ 71.  Высш!е производныя и дифференциалы. Если функ
щя / ' (я ) имеетъ въ точке х производную, то последнюю назы-

*) Мы можемъ производить делеше на g(b) — g(a), такъ какъ 
g (Ъ) — g (a) s  0. Это вытекаетъ изъ теоремы о среднемъ значенш, со
гласно которой

g(b) — g(a) =  (b— a)g' (с) 3= 0 , 
такъ какъ g' (х) въ интервале (а, Ь) никогда не обращается въ нуль.

К овалевскш. Дифференщальное и интегральное исчислеше. 6
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ваютъ второй производной функцш / (х ) и обозначаютъ черезъ 
Если функшя / " ( * )  имеетъ въ точке х  производную, то ее 

называютъ третьей производной функщй / (х )  и обозначаютъ че

резъ f "  (.г) и т. д. Такимъ образомъ,

d f ( x )  =  f  ( x ) d x ,  

d f  (x ) =  / "  (x )d x ,  

d f "  (x) = f " ' ( x ) d x ,

Легко видеть, что m-ая производная п-ой производной функ
ц ш / (х )  есть (от +  я )-а я  производная последней.

По примеру Л е й б н и ц а ,  дифференщалъ d x  н е з а в и с и м о й  
переменной х  разсматриваютъ*) , какъ п о с т о я н н у ю .

Если стать на эту точку зреш я, то дифференщалъ отъ 

d f ( x )  есть
d d f ( x )  =  d f ' ( x )  ■ d x  =  f " ( x ) ( d x ) i , 

дифференщалъ этого последняго выражешя есть

d d d f {x )  =  d f  (х ) ■ ( d x f  =  f "  ( x ) ( d x f ,
и т. д.

Вместо d d f (x ) ,  d d d f ( x ) , . . . пишутъ

d * f ( x ) ,  ( P f (x ) ,  . . - 1)

и называютъ эти выражешя в т о р ы м ъ ,  т р е т ь и м ъ ,  . . д и ффе -

р е н ш а л о м ъ  ф у н к ш и  f ( x ) .
Такимъ образомъ, я-ый дифференщалъ связанъ съ я-ой про

изводной соотношешемъ

d ' j ( x )  =  / (,) (x )d x \

Вместо (d x )n пишутъ просто dxn. Это не можетъ повести къ 
недоразумешямъ, такъ какъ дифференщалъ отъ хп всегда обозна

чаютъ черезъ d(x").

*) Условно.
‘) Эти символы читаются такъ: d второе f(x), d третье / (* ), • . .



В ъ  силу вышеприведенной формулы, п-ая производная равна 
п-ому дифференщалу, разделенному на и-ую степень dx:

f(*> (Y\ -  d" f(x)
' — d x »

В ъ  случае n =  1 это соотношеше остается въ силе также и 
тогда, когда вмЬсто х введена другая независимая переменная. Въ 
случае же п >  1 , какъ мы увидимъ, этого нетъ.

§ 72 . Bbicuiie дифференциалы сложной функцш. Пусть все 
значешя функщй и — f(x)  принадлежатъ области опредЬлешя функ- 
щи F(u), такъ что равенствомъ у =  F(f(x)) определяется неко
торая функщя во всей области определения функщй f(x).

Пусть f(x)  въ точке х и F(u) въ точке и =  f(x) имеютъ все 
производныя, В Х О Д Я 1Щ Я  въ выводимыя ниже формулы.

Прежде всего, согласно § 64 ,

dy — F  (и)du.

Отсюда мы получаемъ (по правилу дифференцировашя про
изведешя)

d2y = dF'(u) ■ du-\- F' (и) d2u, 

а такъ какъ, по § 6 4 ,

d F ’ (u) =  F " ( u ) d u ,
то

d'ly =  F" (u)du2 4 - F‘ (и) di u.

Далее находимъ:

d3y =  F "' (и) du3 3 F "  (u) dud?и -\-F ' ( и) d3u,
и т. д. *)

Т о л ь к о  п е р в а я  и з ъ  э т и х ъ  ф о р м у л ъ :  dy =  F'(u)du 
и м е е т ъ  т а к о й  в и д ъ ,  к а к ъ  б у д т о  п е р е м е н н а я  и был а  бы 
н е з а в и с и м о й .  Сущ ествуетъ, однако, частный случай, въ которомъ 
все эти формулы обладаютъ такимъ же свойствомъ.

‘) Вместо du,  d*u,  d* и , . . . должны быть подставлены ихъ зна
чешя /' ( x )dx ,  f "  { x) dx l , f"  ( x ) d x 3 , . . .

В Ы С Ш 1Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц1АЛ Ы  СЛО Ж Н О Й  Ф У Н К Ц 1И. 83
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Именно, если

M =  X *  +  }t (X , jx— постоянный и X ^  0 ) ,

то
d u  — \ d x , d2u =  0 , d *и =  0 , . . . ,  

такъ что вообще

d*y
dny =  /•» (м) du" и F<-n)(u) =

du*

В ъ  о б щ е м ъ  ж е  с л у ч а е  для  я > 1  ф у н к щ я  F (’>(u) о т н ю д ь  
не р а в н я е т с я  dny , д е л е н н о м у  на du".

§ 73 . П рим'Ьры. Пусть я — положительное целое число и

хп
У =  п\-

Тогда

_  Х" ~ 1 — Х" „ (« -I)  _  *  (») _  .
У - ( „ _ ! ) ! >  У -  (Я_  2) ! ’ •••> У 1 ! ’ У

Все высппя производныя равны нулю.

Для каждой целой ращональной функщй я-ой степени я-ая
производная есть постоянная * ) , а последуюпця производныя равны

нулю.
Функщя ех имеетъ ту особенность, что все  ея производныя 

равны ех\ я-ая производная функщй а х имеетъ видъ а х (log  а )”. 

Если у =  log х (х  >  0 ) ,  то

/  = !  = 

у" = (—!)*-*,
у’"  = ( _ ! ) ( _  2 ) х - \

вообще

у(») =  ( _ ! ) ( _  2 ) .  . . ( —  я + 1 ) *  " =  (—  1 )" Ч « —

*) Отличная отъ нуля.
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и-ый дифференщалъ функщй

log (X х  -j- ja) * )  (X , [л— постоянный, Х ^ О )  

имеетъ видъ (ср. §  7 2 ):

dr log (X х  +  |х) =  (— 1) " _ 1  ( я — l ) ! ( X x  +  [*) * (kdx)".

§ 74 . Т е о р е м а  Т эй л о р а  (T a y lo r ) . Пусть F ( x )  будетъ целая 
рацюнальная функщя ( я — 1 ) -о й  степени, т. е.

F ( x )  =  с0х " 1 +  схх  ” 2 - f - . . . -)- сп 1 .

Тогда функщя F (x -\ -h )  можетъ быть представлена въ виде

F ( x  +  h) =  F 0 (х) +  ^ F t (x) +  £ f 2(x) +  . . .  +  F n t (x ) ,

где F 0(x), F t (x), F 2 (x) ,  . . .  суть целыя ращональныя функщй, 

которыя мы сейчасъ определимъ.

Если мы будемъ разсматривать Ь, какъ переменную, а л:, какъ 
постоянную, то съ помощью дифференцировашя получимъ:

F' (х +  /;) =  F t (х) +  п  F ,  (х)  +  . . .  +  (^  , F „  _ ,  ( * ) ,  '

F "  ( х  +  Ъ) =  ^  ( * )  +  . . .  +  ’f  —  Р я _ , ( * ) ,

   .  .  *    )

Я "  ~  «  (х +  h) =  F , _ , ( * ) .

Если повсюду положимъ h — 0 ,  то найдемъ:

/ ? ( * ) = F 0 ( х ) ,  F  ( х ) = F t ( * ) ,  F ' ( * )  =  F , { x ) , . . . ,  - ^ ( x ) = F . - i ( * ) .

Такимъ образомъ, имеетъ место формула

F ( *  +  f t ) = f ( x )  +  £ f '(x) +  £ F " ( x )  +  . . .  +  F t- -  «  (x),

*) Переменная ж принимаетъ только таюя значешя, для которыхъ
Xх +  ц > 0 .
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или, положивъ, х  =  X j и х  -)- Ъ =  х 2 , им-Ьемъ:

F (Xi) =  F ( x t) +  x' v x' F ' ( x x) +  < * ^ ' - F "  ( * t)  +  . . .

. . .  4 _ f a  ~  *■)" I  p(n -  i) (x  \

Этотъ результатъ мы имкемь въ виду обобщить.
Допустимъ, что въ интервал^ ( х 4, х 2) функщю / (х )  можно 

дифференцировать п ра'зъ. Тогда функщя

?  ( * )  =  Я * , )  — / ( * )  -  Л,1 j - Г  (х ) -  ^  2T ^ / i "  ( * ) - • • •  

 f a   *./■(» >)(у\
(я -  1) ! 7 1 '

им%етъ въ упомянутомъ интервале производную, а именно

=  > ) ( * ) .

Если къ функщй (р (х) и къ функщй

^ (х )  =  (х 2 —  х)? (/> положительное целое число)

мы применимъ обобщенную теорему о среднемъ значен ш ') ,  то 
получимъ:

9 (х,) — о (хЛ ©' (?) ... ч
Г/ \ т г  \ — (? лежитъ между х , и х ,) ,
Ф fa) -  Ф (*.) Ф' (?) v '

или

® -(?*)_ — f a n  ’ Г. f  /(л) ('р’1 
f a  *,)> J  W -

Такъ какъ I; лежитъ между х , и х 2 , то мы можемъ положить 

5 =  X1 +  » (x 2 —  Xj), 

при чемъ 0  <  !> <  1 . Тогда

9 {Xi) =  (̂ ^ 1у- ^ / ( " )  (* , +  » (* , - * , ) ) .

‘) Услов1я теоремы все  выполнены.
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Такимъ образомъ, написавъ снова х  и х  -j- ft вмЬсто и х.г, 
мы придемъ къ формуле

Д х  +  ft) =  f ( x )  +  A / ' ix)  +  У "  ( * ) + . . . +  ,) ,/” -  1 ( * )  +  &  •

ГД-fc

Вышеприведенная формула содержитъ въ себе т е о р е м у  
Т э й л о р а  и носитъ название ф о р м у л ы  Т э й л о р а .  Мы доказали ее 
въ предположенш, что функшя / (х )  въ интервале ( х ,  x - f f t )  
и-кратно дифференцируема.

Если положить въ выраженш для Rn

р  =  1 или р  =  и ,

то получимъ. соответственно,

К  =  +  или ^  =  £ / « ( x + » f t ) .

Первое выражеше называется остаточнымъ членомъ в ъ  ф о р м е  
К о ш и ,  второе— остаточнымъ членомъ в ъ  ф о р м е  Л а г р а н ж а .

Формула Тэйлора можетъ быть записана короче, если поло
жить f i x )  =  у и воспользоваться тЬмъ, что

dy  — / ' i x ) h , d2y =  f "  ix)  ft2 , . . . ,  d”y — / (”} (x )  ft",

Д у =  /(.г- +  ft) — f i x ) .

Именно, она при этомъ принимаетъ видъ:

у 1 1 2 ! ' (п— 1 ) М  »>

при чемъ

Символъ

(*У)ж+ ЬЪ
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означаетъ, что после составлешя d"y вместо х  должно подставить 
значеше х  4  ft h .

Г л а в а  V I I .

Безконечные ряды.

§ 75 . Сходящ !еся и расходящееся ряды. Пусть и ,, м8 , . . .
будетъ некоторая числовая последовательность и

Sn — и 1 +  м 2 +  • • • +  и п

—  сумма п первыхъ ея членовъ.
М ожетъ случиться, что последовательность j , ,  s2, s3, . . .  схо

дится, такъ что sn стремится къ некоторому пределу s. Этотъ 
фактъ выражаютъ съ помощью формулы

s — U\ +  и2 +  мз ~Ь • • •)

которая, такимъ образомъ, является лишь инымъ способомъ напи- 
сашя соотношешя

I'm О ,  +  иг +  . . .  +  ип) =  s.

Говорятъ, что б е з к о н е ч н ы й  р я д ъ  -(- и2 -\- иъ -f- . . .  с х о 
д и т с я  и имеетъ с у м м у  s.

Если последовательность j , ,  s2. s3, . . .  не сходится, т. е. если 
Иш5„ не сущ ествуетъ, то говорятъ, что б е з к о н е ч н ы й  р я д ъ  

и\ +  иг +  мз +  • • • р а с х о д и т с я .
Сумму sn называютъ и-ой ч а с т н о й  с у м м о й  безконечнаго 

ряда и, 4  и.г -f- «з 4  . . .

§  76 . П ростМ иня предложения относительно сходящ ихся  
рядовъ. И зъ определения въ § 7 5  непосредственно получаются 
следуюиия теоремы:

1. Если рядъ Mj -f- ui  +  мз +  • • • сходится, то и рядъ 
мч 4  ич + 1 4  ич + 2 +  • • • также сходится, и, наоборотъ; v означаетъ 
одно изъ чиселъ 2 , З , . . . 1)

*) Рядъ «v +  и, + 1 +  «у + называютъ о с т а т к о м ъ  ряда
»1 +  “l +  “ 3 +  • • •
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2. Если рядъ -(- иа - ( - %  +  •• • сходится, то и рядъ

( М1 +  • • • +  “ „,) +  О п,+ 1 +  • • • +  М»,) +  • • •

также сходится, при чемъ оба ряда им-Ьютъ одну и ту же сумму.
В ъ  самомъ дЪл-Ъ, частныя суммы второго ряда образуютъ 

часть последовательности j , ,  st , s3, . . .
3 . Если

s =  м, -f- мг -(- м8 -(- . . . ,
TO

a s  =  a n ,  -(- flus -)- й к 3 -j- . . .

4. Если рядъ -|- м2 -f- m3 -f- . . .  сходится, то

lim u„ =  0 .
Изъ соотношенШ

lim sn — s и lim j e_ t =  5
сл^Ьдуетъ:

lim (f„ —  s _ t) =  lim a,, =  0 .

Впрочемъ, хотя yoioeie lim u„ =  0 необходимо для сходимости 
ряда Mt - f  иг +  и3 +  . . . ,  оно не является д о с т а т о ч н ы м ъ .  Это 
обнаруживается на примЪрЪ

1 —  4 -  —
^  V 2 ^  УЗ

въ которомъ

h > n ' ~ h ^ Y n '

такъ что lim sn не сущ ествуетъ *), въ то время, какъ

lim и„ — lim ■ — 0 . 
у п

5. Пусть

s  —  и \ +  М2 +  м 3 +  • • ч  t  —  V \ +  V2 +  ^ 3  +  • • •
Тогда

S -\ - t  —  Ml -\- M2 - f -  v2 - f -  «3 - j -  x/3 - f -  . . .

') Последовательность slt slt s3, . .  . не ограничена.
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Действительно, (2  я)-ая частная сумма посл-Ьдняго ряда имеетъ 
видъ sn +  t„, а (2  я — 1)-ая равна sn +  t„ —  v„. Оба выражешя стре

мятся къ пределу s - j - t .
Равнымъ образомъ,

j  —  t =  —  vt +  щ  —  +  иъ — у г  +  . . . ,

такъ какъ, согласно No 3 ,  имеемъ:

—  t =  —  —  va — . . .

§ 77 . Примеры. 1. Геометричесюй рядъ (пр огресая)

а  +  a q  - f  aq*  +  . . .  ( a z O )

не сходится для | q | 1 , такъ какъ не выполняется yoioeie  lim и„ =  0 .
Именно, имеемъ

I ип | =  | а  | ! q Iя ' 1 S ;  | a  j .

Остается лишь изследовать случай, когда | q | <  1.
При этомъ

5» =  a  - f  a q  +  a q 1 +  . . .  +  aq" 

snq =  a q  + a q 2 +  . . .  +  a q " - ' +  aq",
такъ что

j » ( i  —  q) =  <*(i  —  ? *) .
т. e.

a  (1  —  q n )   a  a q "

S" =  T ^ q  Y ^ q

Такъ какъ lim qn =  0  4), то

a
lim s„ =  5- — i 1 — q

или

j ± -  =  a  +  a q  +  aq* +  . . .

’) Въ случае q =  0 это очевидно. Въ случае | q | > 0 положимъ 
1 : | q | =  1 - f  h. Числа h будутъ положительными, такъ какъ | q | < 1. 
В м есте съ тем ъ (согласно § 36)

I ?  |» = 1  : ( 1  + h ) n  <  1 : ( 1  +  n h ) .

Отсюда и вытекаетъ, что lim qn =  0 .
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Г е о м е т р и ч е с ю й  р я д ъ

11 +  а Ч +  а Ч2 +  • • • 1 (а  —  0 )

такимъ образомъ, с х о д и т с я  в ъ  т о м ъ  и т о л ь к о  в ъ  т о м ъ  с л у ч а е ,  
если | q  | <  1 .

2 . Рядъ, члены котораго попеременно имеютъ то положитель
ный, то отрицательный знакъ, называется з н а к о п е р е м е н н ы м ъ  
р я д о м ъ .  Такой рядъ имеетъ видъ

а \ —  +  йз —  а \ “Ь • ■ ■ <

где все  а  суть положительныя числа.
Еще Л е й б н и ц ъ  установилъ относительно знакопеременныхь

рядовъ следующ ую важную теорему:
Е с л и  а„, у б ы в а я ,  с т р е м и т с я  к ъ  н у л ю ,  т о  р я д ъ

а х —  а 2 -f- а 9 —  . . .  с х о д и т с я .
Если на числовой линш от- —*—  -------------   1--- 1-------------------- >■s2 s v ss s3 s,

м е т и т ь  ТО ЧКИ  J j ,  S2 , J g ,  . . . ,  TO

окажется, что оне расположены Фиг. 8.
такъ, какъ указано на фиг. 8 .

, *3 , 55 , . . .  есть убывающая последовательность, s2, *4 , s6 , . . .  
—  возрастающая. О бе, очевидно, ограничены и, следовательно, схо
дятся. Сверхъ того,

3>m — **„ ) =  lim а2п =  0 ,

такъ что
lim s2n__x =  lim s2„.

§ 78 . Р яд ы  с ъ  п о л о ж и т е л ь н ы м и  ч л ен ам и . ‘ ) Если все 
члены безконечнаго ряда суть положительныя числа, то его част- 
ныя суммы образую тъ в о з р а с т а ю щ у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь .

Ко л ь  с к о р о  мы у б е д и л и с ь  в ъ  т о м ъ ,  ч т о  с у м м ы  sn 
о с т а ю т с я  п о с т о я н н о  м е н ь ши ми  н е к о т о р а г о  п о с т о я н н а г о  
числа g,  с х о д и м о с т ь  ря д а  д о к а з а н а :  последовательность
г ,, s2, s3, . . .  въ этомъ случае сходится (§  16).

1) Предложешя въ § §  78, 80 и 82 остаются въ силе также и въ 
томъ случае, если потребовать лишь, чтобы члены рядовъ были неот
рица т е л ь ными числами.
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Е с л и  и м Ъ е м ъ  д в а  ря д а

«1 +  Ч  +  мз +  • • • и vx +  v% +  v3 +  . . .  

с ъ  п о л о ж и т е л ь н ы м и  чле нами,  и

un ^ v n, (я =  1 , 2 , 3 , . . . )

то  и з ъ  с х о д и м о с т и  в т о р о г о  р я д а  в ы т е к а е т ъ  с х о д и м о с т ь  

п е р в а г о .
Если первый рядъ расходится, то это же, следовательно, 

имеетъ место и въ отношенш второго ряда.
л '

§ 7 9 . П р и зн а к ъ  и п +  i / u n. Б е з к о н е ч н ы й  р я д ъ

и\ +  М2 +  мз +  ■ • ■

с ъ  п о л о ж и т е л ь н ы м и  ч л е н а м и  с х о д и т с я ,  е с л и  с у щ е с т в у е т ъ  
ч и с л о  q,  к о т о р о е ,  б у д у ч и  м е н ь ш е  1 , п р е в о с х о д и т ъ  п о ч т и  
в с е  ч л е ны п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

к , и , и, 
м, ’ и , ’ и , '

Е с л и  п о ч т и  в с е  ч л е ны э т о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  не 
м е н ь ш е  1 , т о  р я д ъ  р а с х о д и т с я ,  при ч е м ъ  д а ж е  не в ы п о л 

н я е т с я  у с л о в 1е Нт и „  =  0 .
В ъ  п е р в о м ъ  с л у ч а е ,  за конечнымъ числомъ исключен!», 

имеютъ место неравенства:

(я  =  1, 2, 3 , . . . )

Е сли v —  1 есть наиболышй изъ индексовь, отвечающ ихъ 

исключешямъ, то имеемъ
mv +  i <  q u w,

Mv-(-2 <  +

Мч -{-s  ^  _]_ в  1 ,

откуда * )
Ф  u^jr „ < q nu l .

*) Перемножая эти неравенства почленно и сокращая на

"  у - f  1 и ,  - j-  2 • • ■ “ v 4 -  п— 1 •
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И зъ сходимости ряда -(- qu4 +  q û  ̂ +  . . . ,  на основанш за- 
мечашя въ § 7 8 ,  вытекаетъ^сходимость ряда ич -)- wv +  4 +  м, +  2 +  • • •, 
а отсюда заключаемъ о сходимости ряда Mt +  м2 -|- м3 +  . . .

В о  в т о р о м ъ  с л у ч а е ,  за конечнымъ числомъ исключешй,

Если v —  1 есть наиболышй изъ индексовъ, отвЪчающихъ 
исключешямъ, то имЬемъ:

такъ что даже не выполняется услов)е lim и„ =  0 .

Если u„ +  i/uH имеетъ пределъ I, то разсматриваемый рядъ 
сходится при / <  1 и расходится при I >  1 . Действительно, если 
въ первомъ случае выбрать число q между I n  1 , то почти все 
отношешя окажутся меньшими, чемъ q. Во второмъ случае
почти все  м„ _|_ 1 / ип будутъ больше 1 .

съ  п о л о ж и т е л ь н ы м и  ч л е н а м и  с х о д и т с я ,  е с л и  с у щ е с т в у е т ъ  
ч и с л о  q, к о т о р о е  м е н ь ш е  1 и п р е в о с х о д и т ъ  п о ч т и  в с е  
ч л е ны п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

Е с л и  н е о г р а н и ч е н н о е  м н о ж е с т в о  ч л е н о в ъ  э т о й  п о с л е 
д о в а т е л ь н о с т и  не м е н ь ш е  1 , т о  р я д ъ  р а с х о д и т с я ,  при ч е мъ  
д а ж е  не в ы п о л н я е т с я  у с л о в 1е Н т и „ = 0 .

В ъ  п е р в о м ъ  с л у ч а е ,  за конечнымъ числомъ исключешй, 
имеемъ:

” +  ‘- >  1 . ( я =  1 , 2 , 3 , . . . )
к

4- 1 =  ■> -j- 2 =  -j- 1 > • • • ?

следовательно,

1о Щ л

§ 80. Признакъ

u\ +  u2 +  ua +  • • •
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Если v —  1 есть наиболышй изъ иидексовъ. отв%чающихъ
исключешямъ, то

« у < ? \  м ч +  и у 4 - 2  <  +

И зъ сходимости ряда q'1 -(- q'1 +  1 -f- + 2 +  • • • вытекаетъ схо
димость ряда иу +  Mv +  1 +  “ v +  2 +  • • • и ряда и, и2 -(- м3 -(- . . .

В о  в т о р о м ъ  с л у ч а й  неограниченное число чиселъ и„ име
етъ то свойство, что

п у ----
у  ип Sg 1 , такъ что и„ Sg 1 ;

следовательно, не выполняется даже услов1е lim ип =  0 .

Если имеетъ пределъ 1, то рядъ в ъ  с л у ч а е  / <  1 с х о 
д и т с я ,  в ъ  с л у ч а е  / >  1 р а с х о д и т с я .  Действительно, если— въ 
первомъ случае— выбрать число q между / и 1 , то почти все 

]/и„ меньше q.  Во второмъ случае почти все  ]/г<„ больше 1 .

§ 81. Взаимоотношен1е обои хъ признаковъ. Допустимъ, 
что почти все  _|_ 1 / и„ меньше q (0  <  q <  1). Тогда при надлежа- 
щемъ выборе v

“ у +  1 ,  И у +  2 ,  и п ,

< < ? ’ V I Т < ? ;М,

вм есте съ темъ

■< Иу</" ~v, такъ что и '  <  и" q "■ (п >  v)
Такъ какъ

I I 1lim \ и, qи  у q / =  q

1 1
то, при 17 <  q <  1 , почти все  u"q " меньше такъ что и почти 

все  ]/ «„  меньше q * ) .
Такимъ образомъ, если съ помощью признака и„ + \/ип мо- 

жетъ быть констатирована сходимость ряда, то это же можетъ быть 

сделано и съ помощью признака |/м„.

Но сущ ествуютъ ряды, сходимость которыхъ можетъ быть

I  1 j L
■) Ибо |/и„ =  И,г < и” ? “
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установлена съ помощью признака у  и„, но не съ  помощью при
знака ип +  \/и„. Пусть а  и b будутъ два положительныя числа и 
д < £ .  Мы выбираемъ с такъ, чтобы выполнялись неравенства
а  <  с <  Ь, и полагаемъ с lb  =  q.  Тогда q <  1 . Если мы составимъ
загЬмъ рядъ

а  +  bq +  aq* +  bq* -
ТО

м2» i = a q in - 2, и2п — bq2” К 

Отсюда вытекаетъ:
11 ,----

lim у  ип =  q.
Однако же,

и’>» _  bq _  _с_ j

“ > • - 1  а а
И

“»» +  1 _  аЧ ^  ,
- Ь ^  •

Такимъ образомъ, признакъ ип не даетъ возможности въ этомъ
случае обнаружить сходимость ряда.

§ 82 . ПеремКнцеш е ч л е н о в ъ . Пусть и, +  и2 +  иг 4   бу
детъ сходящдйся рядъ съ положительными членами. Положимъ, что 
рядъ v t -j- v2 +  уъ +  • • • полученъ изъ перваго при нЪкоторомъ пе
р е м е щ е н а  ч л е н о в ъ 1).

Первый рядъ имеетъ некоторую сумму s. Мы докажемъ, что 
второй рядъ сходится и имеетъ ту же сумму s.

Для каждой частной суммы а„ ряда vt +  v2 -f- г>3 -|- • ■ • можно 
найти большую ея сумму s , ряда м, -(- и2 +  иъ +  • • • Достаточно 
лишь позаботиться, чтобы въ состав ь s , входили члены v x, v2, . . . ,  v„ 
и сверхъ того еще друпе. Рядъ v t -)- v2 v3 -)—  •, такимъ обра
зомъ, сходится, ибо все  его частныя суммы меньше s , а изъ того, чго

s >  7„ , вытекаетъ, что s ;>  сг,

если черезъ в обозначить сумму этого ряда.

') Т. е. каждое число должно одинаковое количество разъ входить 
въ качестве члена въ оба ряда.
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Такъ какъ оба ряда играютъ одну и ту же роль въ отноше- 
ши другь друга, то и а следовательно, s =  а.

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ следующей теореме: 
Е с л и  в ъ  с х о д я щ е м с я  р я д у  с ъ  п о л о ж и т е л ь н ы м и  чл е

нами по п р о и з в о л у  п е р е м е с т и т ь  ч л е н ы ,  т о  р я д ъ  о с т а н е т с я  
с х о д я щ и м с я  и с о х р а н и т ъ  ту ж е  с у м м у ,

§ 83 . Абсолю тно сходящ1еся ряды. Легко убедиться въ 
томъ, что изъ сходимостп ряда

ui +  ич +  иъ +  •

Рядъ -(- и3 -)- м8 • • • называютъ а б с о л ю т н о  с х о д я щ и м с я ,  
если сходится рядъ | и х | +  | и 2 | | и 3 1 • ■ ■ .

§ 84 . ПеремЪщеше членовъ въ  абсолю тно сходящ емся  
ряду. Абсолютно сходяццйся рядъ, какъ мы видели выше, всегда 
можетъ быть разсматриваемъ, какъ разность двухъ сходящ ихся ря- 
довъ съ н е о т р и ц а т е л ь н ы м и  членами. Любое перемещеше чле-

I “ l I +  I «2 Ж  «3 Н ------

вытекаетъ сходимость ряда

и 1 " Ь  и 2 +  М3 " Ь  ' ' '

В ъ самомъ дЬле,

Такимъ образомъ, ряды

и

^ l + ^  +  W3H-----

сходятся; следовательно, сходятся (ср. §  7 6 ) также ряды

V\ —  W\ +  Vi —  Wi  +  ~  H------
И

(v\ —  +  (vs —  wa)  .
т. e.
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новъ ряда t t j  -\ - и2 +  иа Н  можетъ быть выполнено путемъ со
ответствую щ ая) перемещешя членовъ рядовъ vl -(- v2 -\- v3 -|—  • и 
гиг -f- w2 -)- w , -)-----  При этомъ они останутся сходящимися и со
хранять тЬ же суммы. Следовательно, это же обстоятельство имеетъ

место и въ отношешй ряда и, -f- м2 -)- иа Н > такъ что нами д0_
казана теорема:

Е с л и  в ъ  а б с о л ю т н о  с х о д я щ е м с я  р я д у  по  п р о и з в о л у  
п е р е м е с т и т ь  ч л е ны,  т о  о н ъ  о с т а н е т с я  с х о д я щ и м с я  и с о 
х р а н и т ь  т у  ж е  с у м м у . * )

§ 85. П роизведете д ву хъ  абсолю тно сходящ ихся ря
довъ. Возьмемъ сначала два сходящихся ряда

а \ 4" а ч а ъ Н—  и К  4" +  Ьъ -|—

съ н е о т р и ц а т е л ь н ы м и  членами; п-ую частную сумму перваго изъ 
нихъ обозначимъ черезъ А „ , а второго —  черезъ В п. Суммы этихъ 
рядовъ пусть будутъ, соответственно, А и В.

Разсмотримъ рядъ

а \ К ~Ь а \ К  4 " а2 К “Ь a i 4" a i  К  +  а з Н—  •

Членами его являются произведешя каждаго изъ членовъ перваго 
ряда на каждый изъ членовъ второго ряда. Эти произведешя распо
ложены такимъ образомъ, что сумма индексовъ множителей имеетъ 
вначале значеше 2 , затЬмъ 3 , 4  и т. д. Произведешя, въ которыхъ 
сумма индексовъ равна п -)- 1 , именно произведешя

Ь„ , й2 bn_ t , • • •, а п—j Ь2 , о.п b i

расположены въ ряду въ томъ порядке, какой здесь  указанъ, т. е. 
такъ, что индексы при а  возрастаютъ. Если мы возьмемъ какую-
нибудь частную сумму 5„ ряда a 1 b i -\- a 2 bt -\ , то можно
выбрать индексъ [а такъ, чтобы выполнялось соотношеше

S„ ^А ^Ву..

*) Какъ доказалъ Риманъ (Riemann), этимъ свойствомъ обладаютъ 
т о л ь к о  абсолютно сходящееся ряды.

K o b a isb c k ii. Дифферсншальпое и интегральное исчисление. 7
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Действительно, если ц достаточно велико, то въ развернутое про
и звед ете  Ац. Вр входятъ все  члены суммы 5„ и, кроме нихъ, еще 
друпе неотрицательные члены.

Такъ какъ

Ау. ~  А и Вц ;=  В,
то

S„s=AB.

Такимъ образомъ, все частныя суммы ряда а у bt 1------
не превосходятъ А В.  Отсюда заключаемъ, что рядъ этотъ схо
дится, и что его сумма 5  удовлетворяем  соотношешю

5  А В .

Съ другой стороны, если мы возьмемъ произведете А н В п, 
то можно выбрать v такъ, чтобы имело место соотношеше

А „ В„ ^  5V.

Для этого достаточно лишь позаботиться о томъ, чтобы въ Sv вхо
дили все  члены развернутаго произведешя А„ Вп.

Такъ какъ ^  5 ,  то

А„ В„ s= S,
такъ что и

A B ^ S .

Мы находимъ такимъ образомъ, что

А В  — S.
Пусть теперь

М1 + М2 +  МзН   И V\ ------

будутъ а б с о л ю т н о  с х о д я и и е с я  ряды съ суммами s и t.
Мы знаемъ, что каждый такой рядъ можетъ быть предста- 

вленъ въ виде разности двухъ сходящихся рядовъ съ неотрицатель
ными членами.

Пусть рядъ Mj и2 +  и3 -\ будетъ разностью рядовъ

а \ +  а -г +  а з Н  и +  К  +  4------



съ суммами А и В, такъ что un =  а„ —  bn, s — А —  В.
Пусть рядъ vt 4  v2 -}- v3  будетъ разностью рядовъ

с\ 4- сг 4  сз 4 " ' ■' и dx 4- d% 4- d3 Н------

съ суммами С и D, такъ что v„ = сп— d„, t — С —  D.
Согласно изложенному выше, имеемъ:

А С = ал ct 4  ах сг -)- а2 сх ■ • •,

A D = al dl -j-aj d2 -\-a2dl -1------ ,

В С =  bl cl 4- bt с2 4  b2 ct 4 - • • •,
В D — bl dl -\-b1d2-\-b2dl -\-------;

следовательно, (ср. § 7 6 ) :

st =  A С —  AD — B C + B D  
— M, Vl 4  Uy v2 4  U2 vx 4  • ' • 1

такъ какъ

<2 ^ 1  dx bt ct 4  bt dx =  (flj bt ) —  dt) — m, vt

и т. д.

Рядъ ut v t 4  “ i v% 4  Щ -\ не только сходится, но и абсо
лютно сходится. Въ самомъ дЬл-fc,

A C + A D + B C + B D

есть сумма ряда, котораго общШ членъ

aiCk +  aidk +  b.ck-\-b.dk,

очевидно, не меньше абсолютной величины произведешя u.vk> такъ 
какъ

I 1 =  a i +  bi, \vu \ ^ ck +  dk .* )

Поэтому члены ряда и, vx -\-ul v2-\-u2vx-\------ можно произ-

*) Т. е. члены ряда | и, v, | +  [ и, v, | -( не будутъ больше со-
отв-Ьтственныхъ членовъ сходящагося ряда, и рядъ | и, vt | -(—  • будетъ 
сходиться (§ 78).

П Р О И З В Е Д Е Т Е  Д В У Х Ъ  АБСО ЛЮ ТН О  СХ О Д Я Щ И Х С Я  РЯ Д О ВЪ . 99



П Р И М Ъ Р Ъ .

вольно перемещать, при чемъ онъ останется сходящимся и сохра- 
нитъ сумму st.

Такимъ образомъ, мы получаемъ следующ ую теорему: 
П о л о ж и м ъ ,  ч т о  р я д ы

м, +  м4 +  м8 4  и w ,- f  г'з +  г 'И ------

а б с о л ю т н о  с х о д я т с я  и и м е ю т ъ  с о о т в е т с т в е н н о  с у м м ы  SHt.  
Е с л и  с о с т а в и м ъ  ря д ъ ,  ч л е н ы к о т о р а г о  с у т ь  п р о и з в е д е ш я

( * > *  =  1 , 2 , 3 , . . . )

т о  о н ъ  а б с о л ю т н о  с х о д и т с я  и и м е е т ъ  сумму st .2)

§ 8 6 . Прим1>ръ. Мы знаемъ, что рядъ

1 + q  +  q% +  ...

при условш |̂ | <  1 абсолютно сходится и имеетъ сумму 1 : ( 1 —  q), 
такъ что

( ^ j ) *  =  ( ! + ?  +  ?* +  •••) ( !  + ?  +  ?* +  ■••)•

Зд есь  членами u-,Vk будутъ величины

1 , q, q2, q3, . . . ,

? .  q\ q3, • • •,

q\ q6> • • •,

q3, . . .  ,

*) Каждое изъ этихъ произведен^ должно входить въ составъ 
ряда одинъ и только одинъ разъ, и другихъ членовъ рядъ не долженъ 
содержать.

2) Мы присовокупимъ къ этому следующее: если рядъ wt+ w ! + » , +  ■
абсолютно сходится, то это же имеетъ место и въ отношенш ряда
(^i Н h » „ ,)  +  + t Н-------- h W .J  Н----- , который получается изъ
перваго соединешемъ соседнихъ членовъ въ одинъ. Мы можемъ поэтому 
и въ ряде st соединить въ одинъ сосЬдше члены, при чемъ онъ сохра
нить абсолютную сходимость.
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Такимъ образомъ,

(l  1  ?) 2 =  1 +  2 ? +  З ? 2 +  4 93 +  • • ■ • (|f | <  1 ).

Если этотъ абсолютно сходящийся рядъ еще разъ умножить
на рядъ 1 -)- q +  <7* Н , то получится рядъ, им-Ькнщй сумму
1 : ( 1  — q )3 , и т. д.

§ 87 . Степенные ряды. ГеометрическШ рядъ принадлежитъ 
къ важному классу такъ называемыхъ с т е п е н н ы х ъ  р я д о в ъ .  

Степенной рядъ имеетъ видъ:

CIq —j~ tZ^X 4 "  l l .^X '  - j— ( l^ X ^  4 "  • * • .

Числа a t , а г , . . . называются коэффищентами степенного ряда. 
Въ случае геометрическаго ряда они все  равны 1 .

Если заданъ степенной рядъ (т. е. известны его коэффи- 
щенты), то возникаетъ вопросъ:

Д ля к а к и х ь  з н а ч е ш й  х  р я д ъ  с х о д и т с я /
Эти значешя образуютъ о б л а с т ь  с х о д и м о с т и  ряда.

§ 88. Теорема Коши - Гадамара (Cauchy - Hadamard
Для того, чтобы определить область сходимости степенного ряда 
а0 -|- а хх  +  л2хг -\- ■ ■ ■, составимъ последовательность

1 1
|я,|,  К | т , . . . .

При этомъ возможны два случая:
1. Последовательность ограничена.
2. Последовательность не ограничена.
В о  в т о р о м ъ  с л у ч а е  степенной рядъ с х о д и т с я  т о л ь к о  

для х =  0 .  Действительно, если бы онъ сходился для х =  х0 [ ^ 0 ) ,  
то имело бы место равенство .

lim  ( а „ х 0л) =  0 .

Но сущ ествуетъ н е о г р а н и ч е н н о е  ч и с л о  членовъ нашей после
довательности, превосходящихъ любое напередъ заданное число1) .

') Въ противномъ случае последовательность была бы ограничена.
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Следовательно, неограниченное число чиселъ а„ удовлетворяетъ 
неравенству

а въ силу этого и неравенству

: а„х0п | >  1 ,

что противоречить равенству lim (а„х0п) =  0 .

В ъ  п е р в о м ъ  с л у ч а е  мы обозначимъ черезъ h н а и в ы с ш у ю  
т о ч к у  с г у щ е ш я  последовательности (ср. §  13) .

Если h =  0 , то последовательность имЬетъ единственную точку 
сгущешя —  нуль, такъ что въ этомъ случае (ср. §  14)

lim j ап | я = 0 .

Нашъ рядъ п ри этомъ с х о д и т с я  а б с о л ю т н о  для  к а ж д а г о  з н а 
ч е ш я  х ,  и е г о  называютъ п о с т о я н н о  с х о д я щ и м с я .  Действи
тельно, е с л и  х есть какое-нибудь число, то

lim ]/| а пх" | =  | х  | lim |/ ап \ — 0 .

Такимъ образомъ, на основанш признака, указаннаго въ  § 80 , схо
дится рядъ | | -)- | а^х* | +  | а ъх 9 1 +  • • •, а, следовательно, и рядъ

ао I ~f~ | а\ х | +  j Х'1 ; Н •

Если & >  0 ,  то степенной рядъ с х о д и т с я  и при томъ а б с о -

, 1 ^ 1  I г- .  1ЛЮТНО, КОЛЬ с к о р о  |л | < р  и р а с х о д и т с я ,  к о л ь  с к о р о  |х|> •

Если j х  | <  у - , то можно выбрать положительное число е такъ,

чтобы

I *  I <  h +  2 i

1
При этомъ почти B et \ап |“ меньше, чЬмъ b - f  г . *) Такимъ образомъ,

*) Въ противномъ случай точка h не была бы наивысшей точкой 
сгущежя.
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почти для всехъ  значешй индекса п

| я» |п | х  | <С и вм есте съ Т -Ь м ъ  | а пхп \ <  •

Отсюда же явствуетъ, что рядъ

д0 д , х а 2хи +  • • • для ! х  | ■< у  

сходится абсолютно.

Если ! х | > - г , такъ чтоI ^ h

то следуетъ принять во внимаше, что сущ ествуетъ безконечное

-L 1 1 1
множество чиселъ а„\", больш ихъ, ч-Нмъ | у  • Поэтому для без-

конечнаго множества значешй индекса п

| а„хп | >  1 .

Такимъ образомъ, даже не выполняется ycnoeie lim ( а „ х п) =  0 .

В ъ  сказанномъ выше содержится следующая теорема:

Е с л и  н а и в ы с ш а я  т о ч к а  с г у щ е ш я  h п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

j  i
К 1 »  K I * .  S «з Г . •••

с у щ е с т в у е т ъ  и б о л ь ш е  нуля,  то  с т е п е н н о й  р я д ъ

дл я  | х | < - ;-  а б с о л ю т н о  с х о д и т с я ,

для  | х | >  j  р а с х о д и т с я .

Е с л и  h с у щ е с т в з ^ е т ъ ,  но р а в н о  н у л ю,  т о  р я д ъ  с х о д и т с я  
д л я  к а ж д а г о  з н а ч е ш я  х ,  и при т о м ъ  а б с о л ю т н о .

Е с л и  h не с у щ е с т в у е т ъ ,  т о  р я д ъ  с х о д и т с я  т о л ь к о  
д л я  х  =  0 .

Говорятъ, что въ первомъ случае рядъ имеетъ р а д 1 у с ъ  с х о -
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1 / 1 1 \ д и м о с т и  - j  и и н т е р в а л ъ  с х о д и м о с т и  ( —  h , — I, во второмъ

случае— рад1усъ сходимости оо ')  и интервалъ сходимости ( — ж ,  ж ) ,  
въ третьемъ случае —  рад1усъ сходимости нуль.

§ 89 . П р и м ер ы . 1 . Рядъ

1 + П  +  21 +  Й  +  - '

постоянно сходится. Именно, для х  s  0

и п +  1 Х . .  K  +  ll п
 =  — г-7| такъ что I'm Ц— г 1 =  0 .

“« "  + 1 ! «„ |

Такимъ образомъ, рядъ на основанш признака ип + 1 /к„ абсолютно 
сходится.

2 . Рядъ
1 +  1 ! л- +  2  ! д:2 - f -  3 ! х 3 +  • • ■

для каждаго отличнаго отъ нуля значешя х  расходится. Д ействи
тельно, имеемъ

Почти все  частныя

^ | ! | - ( «  +  > ) М .

такимъ образомъ, больше 1 , такъ что не выполняется даже yoioeie

lim (и ! х ") =  0 ,

необходимое для сходимости.

3. Рядъ

1 4  х  4  х 2 4  • • • 

имеетъ рад1усъ  сходимости 1 . 2)

') оо означаетъ «безконечность».

’) Ряды въ No 1 и 2 имеютъ, соответственно, рад1усы сходимо
сти оо и 0 .
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§  9 0 . Дифференцироваше степенного ряда. Степенной 
рядъ, рад1усъ  сходимости котораго не есть нуль, предсгавляетъ въ 
своемъ интервале сходимости 5) некоторую ф у н к ш ю .  Действительно, 
каждому значешю х  въ этомъ интервале отвечаетъ одно опреде
ленное значеше суммы нашего ряда.

Мы допустимъ теперь, что степенной рядъ а 0 д , х  -)- я2х 2 -|-----
имеетъ отличный отъ нуля рад1усъ сходимости, и покажемъ, что 
ф у н к щ я

f ( x )  =  а0 +  а,  X +  я2х 2 -|------

п о в с ю д у  в ъ  и н т е р в а л е  с х о д и м о с т и  и м е е т ъ  п р о и з в о д н у ю .
Если бы почти все  коэффищенты степенного ряда были равны 

нулю, такъ что функщя / ( х )  была бы целой ращональной функ
щей, то мы имели бы

f  (х) =  a t ■+- 2  а , х  -f- 3  д3 х 2 -(- ■ • •

Мы докажемъ, что эта формула имеетъ место всегда.
Прежде всего мы обнаружимъ следующ ее:
С т е п е н н о й  р я д ъ

а \ 4 ~ 2  а.гх  -)- 3 а 3х 1

и м е е т ъ  т о т ъ  ж е  р а д 1у с ъ  с х о д и м о с т и ,  ч т о  и р я д ъ

я 0 +  a , x  +  a 2x 2 -f . 2)

Если х  есть произвольное число изъ интервала сходимостиа)

‘) Границы мы не относимъ къ интервалу.

3) Эту теорему можно доказать и такъ. Рядъ а, +  2  аг х  3 а, х1 +  ■■ ■ 
имеетъ тотъ же рад1усъ сходимости, что и рядъ а ,  х +  2 я, х* +  3 а3 х 3 +  ■ • • 
При этомъ последовательность Коши-Гадамара имеетъ видъ: | а, |,

i i t i .
27 | F , Зт | а3 р    Но каждая точка сгущешя этой последователь-

1 1
ности есть точка сгущешя последовательности | а, |, | аг J , | a, j 3" , . . .  и

1
наоборотъ. Это легко доказать съ помощью замечашя, что lim п " =  1 .

’) Мы допускаемъ, что рад!усъ сходимости не нуль. Границы интер
вала сходимости не принимаются въ расчетъ.
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ряда д0 -| -д ,л '4 - я 2х 2 +  то можно въ этомъ интервале выбрать 
число л:0 такъ, чтобы выполнялось неравенство | х  | <  ' х0 . Такъ какъ

lim (а„ хпп) — 0 ,

то числа а пх0п , а, следовательно, и числа апх0" ~ 1 —  образуютъ 
ограниченную последовательность. Поэтому можно выбрать G такъ, 
чтобы все  числа а„х0п ’ лежали въ интервале ( — G, G).  Но

п а п х п 1 =  а„х0" х . п х\п —» 
Х „

следовательно,

\nar,x"~~l <  G ■ nq” [а =  — )
\ Х0 I

Такъ какъ g <  1, то рядъ 1 | - 2 ^ —j— 3 —j—  сходится, а вм есте 
съ нимъ и рядъ

[ \ —f- J 2 (I4X 1 -j-  | (3 cl-jX2 j —f- ■ • •

Если x  есть произвольное число въ интервале сходимости ')  
ряда а.гх-\-Ъа^х"1 -\----- , то сходится рядъ

j a t | -f- j 2 а.гх  | -j-1 3 д3х 2 1 -} ;

следовательно, сходятся и ряды

| д ,  х | - f - 1 2  а.,х1 1 + 1 3  а3хя | +  ■ ■ ■

и
|д0 | +  |д,х| + — .

Подобнымъ же образомъ, и рядъ

2 • 1 а 2 -j- 3 • 2 а3х  -|- 4 ■ 3 а Ахг +  • • •, 

который получается изъ ряда

a i +  2 а2х -\- 3 д8.т2 +  • ■ • 

точно такъ же, какъ этотъ последшй —  изъ ряда а0 -\-а1х - 1-  а^х2 •

*) См. примечаше “) на стр. 105.
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(именно, путемь почленно выполненнаго дифференцировашя), имеетъ
тотъ же рад1усъ сходимости, что и рядъ а 0 -)- а х х  +  а.г хг -\------

Это же имеетъ место и въ отношенш ряда

3 2 1  а 3 +  4 - 3 - 2  а , х  +  5 - 4 - 3  я ,х *-| ------

Пусть х  и х^ , какъ и выше, будутъ два числа изъ интервала 
сходимости ряда а 0 +  а хх  +  а 2х2 +  ■ ■ и пусть | х  j <  j лг0 |. Подъ h 
мы будемъ разуметь стремящуюся къ нулю переменную, не при
нимающую, однако, значешя нуль, и допустимъ, что j х  +  h | <  j х 0 \. 
Тогда имеемъ:

при чемъ хп лежитъ между х  и а, следовательно, наверное между

и т. д.

/ ( *  +  * ) - / ( * )  ( x + h ) — x  , л  ( х  +  h f  —  x

h    '  “  h • h

Если вычтемъ отсюда

<р (х) =  их +  2 д2„ г +  3 а 3х2 Н ,
то получимъ:

По теореме о среднемъ значенш

h

при чемъ лежитъ между х  и х  +  h . 
В ъ  силу этого

{х  -f- by1 —  х п j. «— 1 
 т. =  и 5

у П 1

Д алее, на основанш теоремы о среднемъ значенш

И —  X" 1 =  (5л —  х ) ( п — \)хпп 2

х  и х  +  h.
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Такимъ образомъ, въ окончательномъ результате

(ж +  Ъ)л -  г"
ъ - п х п- ' = - - п ( п — \){Ъ,п— х ) х пп- >  

и потому

I 'Х h\ ~ х— пх" 1 ! <- п(п~~- 1) i*o i"
такъ какъ

I * »  | <  I * 0 1 И | $ „  — х |  < h .

Теперь мы можемъ написать: *)

- ~ +Ь1 ~ т - < Р ( х )  K \h\ { 2  ■ 1\а2 \ +  3 - 2 \ йзх0 \ +  . 

Отсюда следуетъ:

Иш

или

lim - -  ! ^ =  <р ( х ) ,  такъ что / ' (х ) =  у  (х).

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  с т е п е н н о й  р я д ъ

<*о+  <*i* +   ,

р а д 1у с ъ  с х о д и м о с т и  к о т о р а г о  не р а в е н ъ  н у л ю ,  и м е е т ъ  по
в с ю д у  в ъ  и н т е р в а л е  с х о д и м о с т и  п р о и з в о д н у ю

а х - f -  2  а %х-\- 3  Д 3 х 2 - ) ---------------.

О н а  м о ж е т ъ  б ы т ь  п о л у ч е н а  п у т е м ъ  п о ч л е н н а г о  д и ф ф е р е н 
ц и р о в а ш я  р я д а  а 0 -\-ахх  +  а.г х %-\ .

’) Если s _  и, -f- м, +  и, +  . . .  и рядъ и, +  «, +  и3 +  • • абсолютно 
сходится, то I s | ^  | «, | +  | и, | - f  |м, | 4 - • ■ ■, какъ это легко доказать.
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Нъкоторыя примънешя степенныхъ рядовъ.

§ 9 1 . Степенной рядъ для ех. Функщя 6х, какъ мы знаемъ, 
имеетъ производную ех.

Постоянно сходящШся степенной рядъ

X X* X3
1 + П  +  21  +  31 +  - -

также представляетъ функщю <р (х ), которая равна своей производ
ной, что можетъ быть обнаружено съ помощью § 90.

Такимъ образомъ, мы имЪемъ

/ ? M V  =  ‘Х <?'(*)- ех<? (X) _  0
\ е х /  е * х

Итакъ, <р ( х ) : ех имеетъ производную, повсюду равную нулю; 
но въ такомъ случае ')

(е*)' =  ех и <р' (х )  =  <р (х).  

Такъ какъ ех не нуль, то отсюда вытекаетъ, что

? (* ) (с— постоянная)

Такъ какъ
<р ( 0 ) =  1 и е° =  1 ,

то с — 1 и

*> (*) = е х,
т. е.

1 ! ~  2 ! ~  3 !

Если положить х  =  1 , то получимъ:

') Ср. § 67, следств1е.
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Эта формула очень пригодна для приближеннаго вычислешя числа с. 
Именно, им-Ьемъ:

1  U 1 . 1 4 -
п ! r (n +  I ) ! -1 (п +  2)' "г

, 1 Л . .  1 , 1
п !

Но такъ какъ
( ! + „ + i + ( , , +  ! ) ( « >  2) +  '-  ')■

1 + ^ T f  +  („ +  1Н М - 2) +  ' ■ ■ <  1 +  Д 1 +  t r r )  + '

то можно написать

1 , 1 ,_________1_, - К .  1 »
я ! ' (я +  1)! (я +  2 )! я ! \  ' я

при чемъ известно, что лежитъ между 0  и 1 .

Окончательно находимъ, такимъ образомъ, что

е =  1 + 1 1! +  Т̂ +  " ' + ( « ' ^ Т ) ! + ^ ( 1 + т ) -

Если положить it =  0 и Н =  1 , то получатся два числа, между ко
торыми лежитъ е. Каждое изъ этихъ чиселъ отличается отъ е
меньше, чемъ на 1 : п\п.

§ 92 . Функщй косинусъ и синусъ. Оба ряда

г 2 г 4 г 6
1  _ _ 1_2____ ~ J ----

2 ! 4 ! 6 ! '

X Ж3 . -Vs X' .
l l  31 ' 5 ! 7 ! ’

постоянно сходятся. Суммы ихъ мы обозначимъ соответственно 
черезъ

cos х  (т. е. косинусъ х)
и

sin х.  (т . е. синусъ х)

О б е эти функщй определены для всех ъ  значешй х.
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Очевидно,

cos ( — х )  =  cos х  и sin ( — х )  = — s i n x . 1)

Согласно § 90 ,

(COs * y  =  - f +  £ - £  +  ■■•

и
/ ■ \1 л I х ‘
(sin х) =  1 —  27  +  4 , -------->

т. е.
( c o s x ) ' = — s i nx  и (s in х)' =  c o s x .

§ 93 . Теоремы сложеш я для cos х  и sin х .  Разумея подъ а 
произвольную постоянную, разсмотримъ следующ ую функцш:

{ cos (а  +  х )  —  cos a  cos х  +  sin a  sin х  } 2 

+  { sin (д  -f- х ) —  sin a  cos х  —  cos a  sin х  }  2 =  <р ( х ) .

Мы легко найдемъ, что
<р'(х) =  0 .

Такимъ образомъ, с/> (х ) есть постоянная. Такъ какъ, сверхъ того, 
cos 0 = 1 , sin 0  =  0 , такъ что ® (0 ) =  0 , то функщя <р(х) постоянно 
равна 0 .  Отсюда вытекаетъ

cos (а  +  х ) =  cos a  cos х  —  sin a  sin х ,

sin ( д -f -x )  =  sin a  cos х  -f- cos a  s i nx .

Эти формулы называютъ т е о р е м а м и  с л о ж е ш я  для функщй 
c o s x  и sin х.

Изъ первой формулы, если положить въ ней а  =  —-х ,  вы
текаетъ, что

cos2 x -f-  sin2 х  =  1 .

§  9 4 . Н аи м ены ш й  положительный корень уравнешя
co sa e  =  0 .  Функщя c o s x  для х = 0  имЪетъ п о л о ж и т е л ь н о е  зна-

*) Функщю / (*), удовлетворяющую условш / (— x ) = j ( x ) ,  назы
ваютъ четной.  Если же она удовлетворяетъ услов1ю / (— *) =  —/ ( х), 
то ее называютъ не че т ной.  Такимъ образомъ, cosx  является четной 
функщей, a s i n x — не че т ной.
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чеше, именно, равное 1 . Для х =  2 она, наоборотъ, имеетъ о т р и 
ц а т е л ь н о е  значеше. В ъ  самомъ деле,

„ . 2 1 / 21 \ 2 * /, 2г \ c o s 2  2 J ( l  3 4J - 6 Д 1 ? gj

при чемъ все  выражешя въ скобкахъ суть положительный числа, 
такъ что

0 . . 2 * /. 2г \ 1
cos 2  <  1 2 1  ( Л /  =  3^

будетъ, следовательно, отрицательнымъ числомъ.
Согласно § 3 3 ,  между 0 и 2 сущ ествуетъ точка | такого 

рода, что
cos ? = 0 .

Д вухъ такихъ точекъ существовать не можетъ, ибо изъ 
равенствъ

cos^  =  0  и co s^ j =  0  ( 0 < | ,  \х <  2 )

вытекало бы, что между ? и —  следовательно, между 0  и 2 ,— ле
житъ точка, въ  которой обращается въ  нуль производная ( c o s * ) ' ,  
т. е. s i nx .  Съ другой же стороны,

при чемъ для 0  <  х  <  2  в се  выражешя въ скобкахъ имеютъ поло
жительный значешя, сл Ьдователыю, и sin х  >  0 .

В ъ  силу этого, въ интервале (0 , 2 ) сущ ествуетъ только одна 
точка, въ которой c o s x  обращается въ нуль. Она является вм есте 
съ тем ъ наименыиимъ положительнымъ корнемъ уравнешя cos х — 0 .

У д в о е н н ы й  э т о т ъ  к о р е н ь  мы о б о з н а ч и м ъ  ч е р е з ъ  тс, 

и, с л е д о в а т е л ь н о ,  с а м ы й  к о р е н ь  ч е р е з ъ  Тогда

c o s =  0  и 0 < |  < 2 .

7U
sin -jr- имеетъ положительное значеше; въ силу же соотноше-

и

шя cos2 x - ) - s i n 2 x  =  1 , sin2^  — 1- Отсюда вытекаетъ, что
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дал^е

Съ помощью теоремы сложешя получаемъ:

COS ^Х - j -  — —  sin X  ,

sin (x  -|- - j )  =  c o s x ;

COS ( x  -| - I t )  =   s in  I X  - j -  9 ) =   COS X ,

sin ( x - f - i r )  =  cos (̂ x +  y j  =  — s i nx ,

и
c o s ( x - j -  2ir) =  C O s(x-j-Tt) =  c o s x ,

sin (x  - j -  2 it) =  —  sin (x  - j -  u) =  sin x .

На основанш двухъ поогЬднихъ формулъ говорятъ, что c o s x  
и s i nx  суть п е р ш д и ч е с ш я  ф у н к щ й  и и м е ю т ъ  п е р ш д ъ  2 тт.

§  95 . Вычислен!е логаривмовъ. Пусть | х  | <  1. Функщя 

/ ( * )  =  lo g ( l  + х )

имеетъ производную

/ ( * ) =  l b -
Съ другой стороны,

_ L _  =  1 —  х  +  х 2 —  х 8 Н ;

поэтому

/ ' (х ) =  1 —  X -f- X2  X8 +  • • • .

Степенной рядъ въ правой части этого равенства есть произ
водная отъ функцш

( \ X X . х̂
х)  =  т ~ т  +  т - - >

Такимъ образомъ, мы имеемъ:

/ ' (х) —  <р'(х) =  0 ;

К овамвсш й . Дифференщалъное п интегральное исчислеше. 8
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следовательно (§ 67 , следствие),

/ ( * )  — <р(х) =  с.

Такъ какъ

/ ( 0 ) =  у  ( 0 ) =  0 ,
то с =  0  и

i og ( i + * ) = f - 4 + y — ( м < 1 )

Зам-Ьнивъ х  на — х,  получимъ:

Если вычесть второй рядъ изъ перваго, то для выражешя

log ( 1 + * ) —  log ( 1  —  х)  =  I o g | - ~  

получится формула:

' » 8 Ш = 2 (т  +  т  +  Т  +  - ) -  ( W < ‘ )

Когда п есть одно изъ чиселъ 1, 2 , 3 ,  . . . , то въ этой фор
муле, очевидно, можно положить

_  1 
2 я  +  1 '

Тогда
1 +.Ж __ Я +  1 
1 —  х п

и мы получаемы

log (я  +  1) -  log и =  2  +  3 ( 2 „1 М ) , +  5 ( 2 , ; (. Гу  +  ■•)•

Для п — 1 эта формула даегъ намъ:

' ° g 2  =  К 1 + 3 1 9 + 5 1 9г +  "  )•

Если положить
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то получимъ:
log 2  =  ^  +  sv,

при чемъ найлемъ, что

,  2 , 1 , 1_ 
Cv 3(2-/ - 1 ) 9 -  9 92

или

(О <  <  1 )
v 12(2v +  1)9V 1

такъ что

log 2 = 5 -)--------------- ---------- -•
4 12(2у +  1)9Ч

С ъ помощью этого равенства легко вычислить log 2 съ про
извольной напередъ заданной степенью точности.

Если мы теперь въ нашей формулЪ для log (и —|— 1 ) —  log и по
ложимъ п =  4 , то получимъ:

log  5 =  2 log 2 +  4 ( 1  +  ~ 8 1  +  5-  8Г» +

Отсюда log 5 можетъ быть вычисленъ съ напередъ заданной сте
пенью точности.

Такимъ образомъ, мы можемъ съ произвольной степенью точ
ности вычислить

log 2 -(- log 5 =  log 10 , 

а равнымъ образомъ и

М =  , ^log 10

т. е. м одуль1) логариемовъ при основанш 1 0 .
Если мы умножимъ формулу для l o g ( w - ) - l ) —  log я на М , 

то получимъ
L o g (п -j- 1) —  L o g »

=  2 2п+ '1  +  3(2я + 1 )3 +  5(2я +  I )5  ̂ Г

Этой формулой можно воспользоваться для вычислешя та
блицы логариемовъ.

1) М =  0,43429448 . . . .
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Если желаютъ вычислить логариемы цЪлыхъ чиселъ отъ 1 до 
1 0 5, то достаточно ограничиться вычислешемъ логариемовъ пяти-  
з н а ч н ы х ъ  чиселъ, ибо, напримЪръ,

Log 13 =  L o g i ^  =  —  3 +  Log 1 3 0 0 0 .

Такимъ образомъ, въ вышеприведенной формул-fe п >  104. 
Если положить

L o g ( « +  1) — Log я =  21 ^

то (такъ какъ 2 М <  1)

V  , ____ 1______  { « , 1 . 1 , 1
>' * 3(2я +  Tj* I (2п +  1)г (2и +  !)• 1 Г

или, такъ какъ

, _ 1 . ______1 _  , _ _ J  . i 2 ^ ± _ l ) 2 ,
(2я  +  1)1 ^  (2n +  l ) 4 _ r  ' 1 2 я (2 я  +  2)

(2 я +  I )2
то

'  /  1 _  /  1 /  1 
» 12 п (п +  1) (2  п +  1) ■' 24 я* <  1 0 ,3‘

Такимъ образомъ, меньше единицы 13-аго десятичнаго порядка. 
НапримЪръ,

L o g (1 0 ' +  l )  =  4 + 2 - ; 0f M

съ  т о ч н о с т ь ю  д о  о д н о й  е д и н и ц ы  1 3 - г о  д е с я т и ч н а г о  п о р я д к а .

§ 96 . Т е о р е м а  о би н ом 1а л ь н о м ъ  ряд1>. Мы предпошлемъ 
ей следующ ее замЪчаше:

Е с л и  д в а  с т е п е н н ы х ъ  р я д а  въ интервал- Ь (— р, р) с х о 
д я т с я  (р >  0 ) и им- Ьютъ о д н у  и т у  же  с у м м у ,  то  они в о о б щ е  
т о ж д е с т в е н н ы .

Действительно, если для | х  | <  р

а0 +  а хх  +  а 2х2 -|--------=  b0 +  Ъхх  +  Ьгх 2 Н ,

то, согласно § 90 , и

а х -(- 2  п2х  -}- 3 а3х2 +  • • • =  Ьх +  2 b2x  -f- 3 b3x 2 -]------ ,

2  • 1 3 • 2 a sx-\- 4 ■ За4х 2 -]------- — 2 ■ l ^ - f  3 • 2Ьъх-\- 4 • ЪЬ^х2 -\------ ,
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и т. д. Положивъ повсюду =  0 , находимъ:

(я  =  О, 1 , 2 , . . . )

Мы станемъ теперь искать с т е п е н н о й  р я д ъ ,  к о т о р ы й  для 
I x j ^ ' l 1) р а в н я л с я  бы ( l - f . v ) i 1 . Для х  =  О онъ долженъ рав
няться 1. Следовательно, первымъ его членомъ будетъ 1 , и степен
ной рядъ имеетъ видъ 1 -)- сх х  -j- c2xi  -)-•■•. Мы требуемъ, чтобы 
для | х  | <  1 имело место равенство:

Если об% части умножимъ на 1 -4— лг, то придемъ къ соотношению:

с\ ~\~ ( 2  с% +  с\)х  ~Ь (3  с3 -f- 2  с2) х'1 -)- ■ • • — [j. -j- ;х сх х  -f- [а сгх'1

На основанш замЪчашя въ начале настоящаго параграфа, от
сюда следуетъ:

1 +  схх  +  с2х2 Н =  ( 1 +  .v)f-.

Путемъ дифференцировашя получаемъ 2):

сх +  2с2х  +  3 с3х2 +  • ■ • =  [a ( 1 +  x)i* 1 .

( 1  -|- х)  (с , -f- 2  с2х  -f- 3 с3хг -f- • • •) - ( I +  ХУ

=  ja ( 1  +  е1х  +  сгх 2 -1------ ) ,
ИЛИ

сх =  (А, 2 с, +  сх =  (J. сх, 3 с3 +  2 с.г =  [А си
т. е.

. _  [а   ;л ([л 1 )  „ _  [А ([А —  1 )(|а —  2)
1 -  1 . h  -  1 ;  2 > 6з -  j  . 2 7 3

Вместо выражешя

|А ([А — 1 ) . . .  (t* — к +  1)
1 2 ...к ( к =  1 , 2 , 3 , . . . )

обыкновенно пишутъ:

или (|а)4 .

*) При допущеши | х \ < 1 число 1 + *  будетъ п о л о ж и т е л ь н ы м ъ .
2) Следуетъ принять при этомъ во внимаше правило дифференци

ровашя, изложенное въ § 90.
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Нашъ степенной рядъ принимаетъ, такимъ образомъ, видь:

i +  ( f ) *  +  ( j)*» +  - -

Если (j. им-Ьетъ одно изъ значешй 0 , 1 , 2 , . . . ,  то этотъ рядъ 
сходится для каждаго значешя х ,  такъ какъ въ этомъ- случа-Ь, на
чиная съ опредЬленнаго м-Ьста, всЬ члены исчезаютъ.

Если (а не им-Ьетъ указанныхъ значешй, то для * 2 0  вс-fe 
члены отличны отъ нуля, при чемъ

-L-1 [А —  и +  1
- ~  = ---------------X,

“» п
и вм-Ьст-Ь съ т-Ьмъ

“я +  1 “я +  1 | Ilim —  =  —  х  и lim — =  \х .
и п \ и п \

Такимъ образомъ, н а ш ъ  р я д ъ  а б с о л ю т н о  с х о д и т с я  для 
| х | <  1 , каково бы ни было значеше у..

Если мы обозначимъ сумму ряда черезъ <р(х), то, на основа- 
нш вышесказаннаго,

(1 +  X) у (х)  =  [А <р(х).

Отсюда, такъ какъ (1 +  х)'х не равно нулю, сл-Ьдуетъ:

I ?  (х) V  _  ( 1 +  #  ?' (х) — [А (1 +  x f  " 1 ф(х) =  0

4 i + * W  (1 + * ) * 11
такъ что

4>(х) =  с ( 1  (с —  н-Ькоторая постоянная)

Такъ какъ <р (0 )  =  1 , то с =  1 и

( 1  + ху  =  1 +  ( £ ) * +  ( ? ) * г +  --- ( 1* | .<  О

Это —  Н ь ю т о н о в а  формула бинома. Рядъ въ правой части 
равенства называютъ б и н о м 1а л ь н ы м ъ  р я д о м ъ ,  коэффициенты 
его —  б и н о м 1а л ь н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .

Зам1зтимъ еще, что для ц-Ьлаго положительнаго }а услов1е 
j x j < l  отпадаетъ. Если же [а отлично отъ чиселъ 0 ,  1 , 2 , . . .
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и | х  | >  1,  то бином1альный рядъ расходится, такъ какъ (ср. § 7 9 ) 
даже не выполняется условие lim и„ =  0 .

§  9 7 . Рядъ Тэйлора. В ъ § 74  мы доказали формулу Т э й 
л о р а .  Если разсматриваемая функщя имеетъ все  производныя въ 
интервале ( х , х  h ) ,  то индексу п въ формуле Т э й л о р а  мы 
можемъ приписать любое изъ значешй 1 , 2 , 3 ,  . . .

М ожетъ случиться при этомъ, что

lim Д = 0 .П
Тогда

lim { / ( * )  +  vj ,/' (х ) -)------- +  11 (х ) ]

=  lim { f { x  +  h) —  Rn ) = f ( x  +  h),  

или, что им%етъ тотъ же смыслъ,

/ ( *  +  * ) =  / ( * )  +  ( * )  +  £ / ( х )  +  . ■ ...

Этотъ безконечный рядъ называютъ Т э й л о р о в ы м ъ  р я д о м ъ .  

Если для п  =  1 , 2 ,  3 , . . .  и для всех ъ  значешй Я  между 0  и 1

|/(п) (х +  tth) | <  А ( А — постоянная),

то можно быть увереннымъ, что Rv стремится къ нулю. Дей
ствительно,

*  = й / (я) ( *  +  »*)>

такъ что
I 7, I"

R <  Ц  А .
I и  I ^  п  J

Но мы знаемъ (ср. § 8 9 ) ,  что рядъ

1 +  !*1 , Ш * +  
' 1 ! ' 2 !

сходится. Отсюда следуетъ, что

lim 1 . - =  0 , вм'Ьст'к съ чЪмъ и lim if  =  0 ,п !
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§ 98 . П р и м ер ы . I . B e t  производныя функщй / (х )  =  г* 
равны £*; поэтому

у с » )  (х  о й )  =  е х +  b h . ( О  <  »  <  1 )

Но e x +  bh лежитъ между е? и ex +  h. Такимъ образомъ, услов1е, 
указанное въ концЪ § 97 , выполнено1) ,  и мы получаемъ:

е  + h =  е* +  А  е  +  ~  е  Н— .

В ъ  частности (если х  заменить черезъ 0 ,  a h —  черезъ х),  мы при- 
ходимъ къ результату:

г* =  1 -I- — -I- — -1- ■ ■ ■^  1 ! ' 2 ! ' ’

который выше былъ нами полученъ другимъ путемъ (ср. § 91) .
2. В ъ  силу соотношешя

cos2 х  sin2 х  =  1 

c o s *  и s i n *  удовлетворяютъ неравенствамъ

| cos х \ ^ \ , | sin х  | <  1 .
Такъ какъ

( c o s * ) '  =  — s i n x ,  ( c o s х)" =  — c o s x , ( c o s x)"' =  s i n x ,  

( c o s x ) lv =  c o s x ,  . . .
и

(s in x ) ' =  c o s x , ( s in x)"  =  — s i n x ,  ( s in x ) '"  =  — c o s x ,

(sin x ) IV =  sin x ,  . . .  ,

то c o s x  и s i n x  также удовлетворяютъ yaioeiio, указанному въ 
конц1> § 97 .

Поэтому имЪемъ:

cos (х  +  h) =  cos х  —  sin х  —  ~  cos х  +  * ,  sin х  -j- ~  cos х  —  —

и
h h% h3 hK *

s in (x  - f  b)  =  s i n x  +  j-y c o s x  —  sin x  —  ^ c o s x  +  4 , s i n x  -)------ .

*) Достаточно положить А равнымъ большему изъ чиселъ ех, е* +  * .
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Если мы замЪнимъ х  на 0  и h на х ,  то не получимъ ничего 
новаго, такъ какъ именно равенствами

1 х г . х‘
cos х  =  1 —  2 !  +  4 ! -----

и
X  X 3 , X s

s i n x  =  п _ _ 4 - _ --------

мы определи въ § 92  функщй косинусъ и синусъ.
Вышеприведенныя формулы для cos (х h) и sin (х  -{- h) мо- 

гутъ быть написаны еще такимъ образомъ:

cos (х  +  h) =  f  1 —  ^  ^  ■ cos X

h h3 . hs , .
l 7 ~  37  +  5 7 ---------- ) S l n X

sin (x 4  h) =  ( 1  — | i +  ^ i  ) s i nx

+  ( l 7  —  3 7 +  5 ! ---------- ) C 0 S X ’

или
cos (x  -f- Щ =  cos x  cos h —  sin x  sin h, 

sin (x 4  h) =  sin x  cos h 4  cos x  sin b.

Это даетъ намъ новое доказательство теоремъ сложешя для 
функщй c o s x  и s i n x  (ср. §  9 3 ) .

3 . у =  log ( 1 4 х ) имеетъ для х >  —  1 e c t  производныя, а 

именно
yW =  (—  1 ) * —* ( я —  1 ) ! ( 1 4 * ) ~ ” .

Для х  =  О

у =  0 и уМ =  ( — 1 ) "  1 ( я — 1) ! .

По формулЪ Тэйлора

log(l  + * )  =  т ~ Т  +  ••■ +  ( -  1)" 2 ^ = Т  +  ^ , -
при чемъ

°  / о ” — A f - -  (о < » <  1 )
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В ъ  случай ] x  | < 1  1 положимъ p =  ] и представимъ Rn въ вид-fc

, « - » /  i \ » - i
R = - 1) лг" .

1 ,

1  +  \ 1  +  Ъ х

Такъ какъ Ujc лежитъ между — Я и ft, то

г + Ь " ъ ^ у ] + 1 и \ : i
а потому и между 0 и 1 . Въ  силу соотношешй 0 <■ Я <  1 , 
имйемъ далйе

1 +  Ьх - 1 —  | х  |.
Такимъ образомъ,

ГА» I /  1 * 1 ” •
1 К" 1 <  1 -  | * Г

слйдовательно,
lim 7? = 0

X X X3
'og(l + * ) — \ +  з -

этотъ результатъ намъ уже извйстенъ.
В ъ  случай х =  1 положимъ р  — п. Тогда

R = ( — 1 )" 1 1 •— 1 , такъ что I R  I <  1
’  п  (1  +  » ) “ ' 1 ”  1 и

lim R =  О,

въ результат^ чего имйемъ:

lo g  2 =  1 - 1  +  1

В ъ случай х  =  ■—  1 нашъ рядъ принимаетъ видъ

 1 ___1 __ 1  .  . .
1 Т 7  *

Онъ расходится. В ъ  самомъ дйлЪ, сумма 2” 1 членовъ

меньше, чймъ
1 + 1

- 2 ” 1 • — =  —  — . 
2я 2

1
2 ”  —  1

М <  ! )
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Если суммировать q первыхъ группъ членовъ этого рода 
(я  =  1 , 2 , . . . ) ,  то получимъ некоторую частную сумму ряда, ко
торая меньше, ч-Ьмъ — \q .  Такимъ образомъ, последовательность 
частныхъ суммъ не ограничена.

В ъ  случай j х  | >  1 рядъ расходится, такъ что формула

X X̂  X3
l o g ( l + * ) = f - J  +  3—  •

им-Ьетъ мЪсто только для —  1 <  х  ^  1.
4 . Функщя y =  ( l + x ) ' i для х  >  —  1 им-Ьетъ вс-fe производ

ныя, а именно
yW =  1 ) . .  .((J. —  п +  1 ) ( 1 +x)v-

Для х =  0  им-Ьемъ:

у =  1 , yW =  [*((!,—- 1 ) . . .  (|1 — Я +  1 ) .

Съ помощью формулы Т э й л о р а  получаемъ:

( 1 +  х)н-;= 1 +  ( ^ ) х  +  ( г ) * 4 4  ^  +

при чемъ

R =  J ( J ) ( 1  -  0 )«—/• лг*. (О <  »  <  1 )

В ъ  случа-fe | х  | <  1 положимъ р =  1 и дадимъ Rn видъ:

1 - 1 V  1 J *Rn =  x{\ + ^ хУ ~ г ( т + » ^ )  - п

ТретШ множитель
(  1 — & у  *
\ 1 +  )

какъ мы знаемъ, содержится между 0  и 1 ; второй лежитъ между 
1 и ( 1  +  \ Такимъ образомъ, если К  есть большее изъ чиселъ

1 и ( 1  4 - x)v- 1, то

|R \ < п ( *I п I

Дал-fee, для | х  | <  1 рядъ (ср. § 9 6 )



1 2 4 ПРИМ -ВРЫ .

сходится; сл-Ьдовательно, сходится и рядъ

а потому

lim п х"—1

следовательно.

lim i? =  0 .п

такъ что имЪемъ

( ! + * ) ■ *  = х2 -)-------- . ( | х |  <  1)

Этотъ результатъ намъ уже изв%стенъ.

В ъ  дальн'Ьйшемъ изслЪдованш мы допустимъ, что jj. им!;- 
етъ значеше, отличное отъ 0 , 1 , 2 , .  . . , такъ что рядъ не обры
вается.

Тогда для | х | > 1  нашъ рядъ расходится. Такимъ образомъ, 
остаются лишь случаи х — 1 и х =  —  1 .

В ъ  случай х  =  1 положимъ р — п,  такъ что

Второй множитель при достаточно большомъ п меньше единицы. 

Первый множитель можетъ быть написанъ такъ:

именно, въ настоящемъ случай

а  =  —  (а и b =  1 .

Относительно Рп имЪетъ мЪсто огЬдующее предложеше.

( 0  <  » <  1)

(— [А) (— [А +  1) ■ ■ ■ (— |А + П — 1) 
' 1 ■ 2  • • п

ЗдЪсь идетъ рЪчь о выраженш вида1):

р  д  ( д  ~Ь 1 )  • • ■ ( а  +  ”  —  1 )
» — Ь (Ь +  \) ■ ■ ■ (Ь +  п — 1) ’

‘) Ни одинъ множитель въ знаменател’Ь не нуль.
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Е с л и  я >  Ь, т о

lim р  =  0 .

Пусть положительное ц%лое число k  будетъ больше, чЪмъ 
\Ь\. Тогда b +  к и а-\-к  будутъ положительными числами. Поло
жимъ a  —  b =  d  и возьмемъ и >  к\ тогда

а .+  к = 1 - |  d — >  1 4 -  — -
Ь +  к 1 ^  6 +  * ^  ^ 2 * >

# -j- & -|- 1
1 +  I, . /• ! 1 >  1Ь + к + \  b к \ 2 к  \ 1

д +  ” -  1 =  1 _| i  >  1 +  - d
Ь -\- п — 1 b п — 1 £ +  п — 1

Отсюда следуетъ:

К  >  1 +  d ( 2 * +  2 F +  1 +  ' ‘ ' +  * + «  1

Но рядъ

—  Н  -------1------ —----- Ь2 к ^  2 к  +  \ ^  2 к  +  2 ^

расходится. Если g есть какое-нибудь положительное число, то 
почти всЪ частныя суммы этого ряда больше g.  Поэтому почти всЬ 
Р п будутъ удовлетворять неравенству

^ > l + g d  или ^ < r q L ^ < e , 

если мы сд^лаемь

£ >  И т - 1 )-

Но это означаетъ, что

Р.  1
Н ш - р - =  0 , и, следовательно2) ,  lim „ = 0 .

п »
Какъ слЪ д сш е изъ вышеприведенной теоремы выводимъ, что 

l i m P  = 0 , когда я < & .

а) Рк отлично отъ нуля.
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В ъ  случай а = Ь  вей Р п равны 1 , а , слйдовательно, и НшРл =  1 . 
Примйняя нашу теорему къ выражешю

можемъ заключить, что оно при — р < 1 , т. е. при [х > —  1 , 
имйетъ предйлъ нуль. Такимъ образомъ, lim =  0 для <х >  —  1
и потому

такъ что не выполнено y a i O B i e  l i m  и „  =  0 .

Для ft <  —  1 , т. е. для — jx >  1, обратное значеше выражешя

имйетъ предйломъ 0 .  Слйдовательно, условие l im  ил =  0 снова не 
выполняется.

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  в ы ш е п р и в е д е н н а я  ф о р м у л а  д л я  2'1 и м й е т ъ  

мйсТО  ТОЛЬКО Д Л Я  |Х >  —  1 .

В ъ случай х — —  1 бином1альный рядъ принимаетъ видъ

Его частныя суммы легко могутъ быть вычислены, при чемъ мы 

найдемъ:

(— И-) (— И- +  1 ) • • • (— И- +  п — 1 ) 
1 - 2  ■■■■п

Для [J. =  —  1

Вообщ е
(1 — [X) (2 —  [А) ■ ■ • ( п  —  1 —  ]Х)

1 • 2 ■••(« — 1 )

lim  s n =  0  для [х >  0 ; такимъ образомъ,
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Для ;х <  0 величина s не имеетъ никакого предела,, ибо въ 
этомъ случае lim (\/sn) =  0 .

Все полученные нами выше результаты можно объединить въ 
сл-Ьдующемъ предложенш;

Е с л и  [х и м е е т ъ  з н а ч е ш е ,  о т л и ч н о е  о т ъ  ч и с е л ъ  
0 , 1 , 2 , . . . , т о  фо р м у л а  б и н о м а

( l + x ) F = l  +  ( ^ x +  ( £ ) * *  +  . . . .  

и м е е т ъ  м е с т о

в ъ  с л у ч а е  | * | <  1 для  к а ж д а г о  з н а ч е ю я  [а, 

в ъ  с л у ч а е  х  =  1 л и шь  д л я  —  1 , 

в ъ  с л у ч а е  х =  —  1 л и ш ь  для [ а > 0 ; 

в ъ  с л у ч а е  ж е  |дг| >  1 он а в о в с е  не и м е е т ъ  м е с т а .

Г л а в а  I X .

Maxima и minima.

§ 99 . Опред15леше. Говорятъ, что функщя f ( x )  имеетъ въ 
точке х0 m a x i m u m  (mi ni mum)1) ,  если можно построить такой 
содержаийй точку х0 интервалъ (лг0 — 3, д;0 +  3 ), что значеше 
f ( x 0) будетъ н а и б о л ь ш и м ъ  (наименьшимъ) среди значешй функ- 
щи } (х )  въ этомъ интервале и это значеше будетъ достигаться 
функщей только въ точке х0.

При этомъ весь интервалъ (х0 —  3 , х0 -f- 3) долженъ принад
лежать области о п р е д е л е т я  ф у н к ш и  / ( * ) .  2)

Для maxima и minima сущ ествуетъ также и общее назваше 
e x t r e ma (множественное число отъ extremum).

Е с л и  / (х 0) е с т ь  e x t r e m u m  и с у щ е с т в у е т ъ  п р о и з в о д н а я  
f ' ( x 0), то н е о б х о д и м о  f  (л;0) =  0 .

*) или f ( x0) есть (представляетъ собою) maximum (minimum).
J) Если такой интервалъ существуетъ, обыкновенно говорятъ, что 

х0 есть внут ре нняя т о ч к а  области определешя.
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Если \h\< Ъ, то обй разности

/ (х 0 +  h ) —  / (х 0) и f ( x 0 — h ) — f ( x 0)

имйютъ одинъ и тотъ же знакъ, и, слйдовательно, отношешя при
ращешй

/ ( * 0  +  * ) — / (*) „ / (* 0— * ) — /(*)
 * и — 3 1 —

имйютъ обратные знаки. Обозначимъ черезъ и то изъ этихъ отно- 
шенШ, которое оказывается положительнымъ, а черезъ v то, кото
рое оказывается отрицательнымъ; въ такомъ случай, если h стре
мится къ нулю, то

lim и =  / ' (х0) и lim v =  f  (х 0) .

И зъ перваго равенства можно заключить, что f ' ( x 0) ^ 0 ,  а 
изъ второго, что / ' (х 0) ^  0 .  Слйдовательно,

/ ' (*о ) =  0 .

Геометрически это означаетъ, что касательная къ кривой, 
изображающей функщю / ( х ) ,  въ точкй, которой отвйчаетъ extre
mum, параллельна оси х -о в ъ  (предполагается, что касательная су
щ ествуетъ).

Легко убйдиться въ томъ, что yaioeie  / ' (х 0) =  0 является 
лишь необходимымъ, но вовсе не достаточнымъ, для существовашя 
exrtemum’a. Напримйръ, функщя х 3 въ  точкй >  =  0 не имйетъ 
extremum’a, но въ то же время производная ея З х 2 въ этой точкй 
равна нулю.

§ 100. Знакъ производной. Пусть х0 будетъ внутренняя 
точка области опредйлешя функцш /(л;) . Далйе, пусть будетъ 
f  (х 0) >  0 .  Тогда можно построить такой интервалъ (х 0 —  В, х 0 -|- В), 
содержапцй точку х 0 , что въ одной его части (х 0 —  В, х 0) функ
щя f ( x )  м е н ь ш е ,  ч й м ъ  / (х 0) ,  а въ другой (х 0 , х0 -)- В), наобо- 
ротъ, / (х )  б о л ь ш е ,  ч й м ъ  / (х 0) .

Мы будемъ это кратко выражать, говоря, что с л й в а 1) о т ъ

*) Мы представляемъ себй фигуру расположенной такъ, что на оси 
х-въ точка лежитъ тймъ дальше вправо, чймъ больше ея абсцисса.
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хп ф у н к ц 1я f ( x )  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  / (х 0) ,  а с п р а в а  о т ъ  х0 
—  б о л ь ш е .

Если бы совсемъ не существовало такого интервала, то ин

тервалъ ( .г0 —  ^ . х0 ~ j  не обладалъ бы желаемымъ свойствомъ,

и, следовательно, въ немъ была бы отличная отъ х0 точка х„, для
которой имели бы место либо соотношешя

~  I < Хп < х° и f(x”>
либо соотношешя

*о <  х„ <  х0 +  1-  и / (* , ,)  s = f ( x „ ) .

Такимъ образомъ, въ обоихъ случаяхъ мы имели бы

/(*„) - / f a )  0
хп -  =  ’

откуда вытекало бы. что

.. / f a )  - / f a )  , , ,  « „
I'm — -----  —  =  /  (х0) ±= 0 ,

Хп Х0

вопреки сделанному допущешю: / '  (х0) >  0 .

Е с л и  / ' (лг„) <  0 ,  т о  / ( х )  с л е в а  о т ъ  х0 б о л ь ш е ,  ч е м ъ  
f ( x 0), а с п р а в а  о т ъ  х0 —  ме нь ше .

§ 101.  К р и тер ш  для m a x im a  и m in im a. 1. Пусть ф ункщ я/(х) 
въ некоторой окрестности точки х0 повсюду имеетъ производную 
Г(х) .  Сверхъ того, пусть сущ ествуетъ f ' ( x 0), и, наконецъ, до- 
пустимъ, что

/ ' ( * » )  =  о ,  / ' W z O .

Т о г д а  f ( x 0) е с т ь  m i n i m u m  или m a x i m u m  въ з а в и с и 
мос ти о т ъ  т о г о ,  б у д е т ъ  ли f"  (х0) > 0  или / " ( х 0) < 0 .

Въ случае / " (х 0) >  0 производная / ' (х )

слева отъ х 0 меньше, чемъ / ' (х 0) ,  т. е. отрицательна, 

справа отъ х 0 больше, чемъ f ' ( x 0),  т. е. положительна.

К овалевсюй. Дифференша.тьное и интегральное иечислеше. 9
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Съ помощью теоремы о среднемъ значенш

/ ( * о +  Щ =  / (* 'о) +  h f  (х 0 -(- 8 /;),

( 0 <  0  <  1 )

узнаемъ, что f ( x )  какъ слева, такъ и справа отъ х„ больше, чемъ 
Д х 0),  такъ что f ( x 0) есть mi n i mu m.

В ъ  случае / "  (л 0) <  0 точно такъ же выведемъ, что / ( х 0) есть 
maxim um.*)

2. Положимъ, что f (x ) имеетъ въ некоторой окрестности точ
ки ЛГ0 об е  производныя / ' (х) и / "  (.г). Допустимъ, Кроме того, что 
/ '"  (.v0) сущ ествуетъ, и, наконецъ, пусть будетъ

/ ' ( * 0) =  0 , / ' ' ( * „ )  =  0 , / " ' ( * 0) s O .

Тогда f ( x0) не е с т ь  e x t r e m u m.

В ъ  случае / " ' (,v0) >  0 , согласно No 1 , / ' (.v) имеетъ въ точ
ке  х0 minimum. Следовательно, / ' (х ) какъ слева, такъ и справа 
отъ х 0 имеетъ положительныя значешя. Съ помощью теоремы о 
среднемъ значенш убедимся въ томъ, что / ( а) с л е в а  о т ъ  х0 м е н ь 
ше,  чемъ f ( x 0),  а с п р а в а  о т ъ  х0 б о л ь ш е ,  чемъ / (*„ ) .

В ъ  с л у ч а е  / '"  (.г0) <  0 ф у н к ш я  f ( x )  с л е в а  о т ъ  х0 б о л ь 
ше,  ч е м ъ  /(дг0), а с п р а в а  о т ъ  х 0 она  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  f ( x 0).

3. Пусть f ( x )  имеетъ въ некоторой окрестности точки лг0 три 
производныя f ' ( x ) , f " ( x ) , f ' " ( x ) .  Сверхъ того, положимъ, что су
щ ествуетъ / IV (,Y0) и ЧТО

/ ' ( * о )  =  0 ,  / " ( * о) =  0 ,  f ' " ( x о) =  0 ,  / l v ( x 0) ^ 0 .

Т о г д а  f ( x 0) е с т ь  m i n i m u m  или m a x i m u m  в ъ  з а в и с и м о с т и  о т ъ  
т о г о ,  б у д е т ъ  ли / Iv (x 0) > 0  или < 0 .

В ъ  случае f i v (x0) >  0 ,  согласно No 2, f ( x )  слева отъ х 0 
меньше, чемъ / '( * „ ) ,  т. е. имеетъ отрицательныя значешя, а справа 
отъ х 0 функщя / ' (х ) больше, чемъ / ' (х0) , т. е. имеетъ поло
жительныя значешя. Съ помощью теоремы о среднемъ значенш мы

*) Второй случай можетъ быть приведенъ къ первому, если заме
нить функщю f(x)  функщей —/(*). Поэтому достаточно ограничиться 
разсмотрешемъ одного лишь перваго случая.
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въ этомъ случае такъ же, какъ и въ No 1, заключаемъ, что / (х 0) 
есть minimum.

Въ случае / 1V (х 0) <  0  число / (х 0) есть maximum.
Эта цепь теоремъ можетъ быть по произволу продолжена. 

Вообще, имеетъ место следующая теорема, въ справедливости ко
торой можно убедиться съ помощью перехода отъ п къ я -(- 1 .

П о л о ж и м ъ ,  чт о  ф у н к ш я  / (х )  в ъ  н е к о т о р о й  о к р е с т 
ности т о ч к и  л 0 и м е е т ъ  п р о и з в о д н ы я

С в е р х ъ  т о г о  д о п у с т и м ъ ,  ч т о  с у щ е с т в у е т ъ  /(я)(х 0) и ч то

/  (х0) =  0 , / "  (х 0) = 0 - »  (лг0) =  о , / м  (х 0) аЕ 0 .

В ъ  т а к о м ъ  с л у ч а е ,  при четном ъ п ч и с л о  f ( x 0) е с т ь  
mi n i mu m или m a x i m u m  в ъ  з а в и с и м о с т и  о т ъ  т о г о ,  б у д е т ъ л и  

f M (х 0) > 0  или / (п) (х 0)  <  0 .

При нечетномъ я ч и с л о  f ( x 0) не б у д е т ъ  e x t r e m u m ,  при 
ч е м ъ / ( х )  с л е в а  о т ъ  х0 м е н ь ше ,  ч е м ъ  f ( x 0) ,  а с п р а в а  о т ъ  х 0 
б о л ь ше ,  ч е м ъ  / (х 0) ,  или,  н а о б о р о т ъ ,  с л е в а  о т ъ  х 0 б о л ь ш е  
ч е м ъ  f ( x 0),  а с п р а в а  о т ъ  х0 ме нь ше ,  ч е м ъ  / (х 0) , — въ з а в и с и 
мос т и о т ъ  т о г о ,  б у д е т ъ  л и / М ( х 0) > 0  или / (п)(х 0) < 0 .

Сущ ествуютъ функщй, для которыхъ эта теорема не реш аетъ 
вопроса. Примеромъ можетъ служить функщя, определяемая равен
ствами

Если обозначить показатель —  1 /х2 черезъ и , то для x g O  
имеютъ место соотношешя:

(я  >  1 ).

/ ( 0 )  =  о,  / (х )  =  е * ( * 2 0 )

/ ' (х) =  и' еи,

/" (х ) =  (« '*  +  и")е“,

f " ( x )  =  (м '3 4  3 и' и" +  и'")е\

при чемъ
2 2 • 3 in 2 - 3 - 4
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Такимъ образомъ, во всехъ  случаяхъ

/ (- > ( * ) = С , ( 1 ) Г ^ ,  (Х22 0),

где G,, означаетъ целую ращональную функщю. Эта формула им%- 
етъ место и для п =  0 , если положить [ т (х)  =  / ( х ) .

Остается еще вычислить / ' ( 0 ) ,  / "  ( 0 ) , . . .
Изъ разложешя

^ = 1  +  П +  2 ! +  --- 

видно, что для х  >  0  имЪютъ MtcTO неравенства

хт
е * > ^ -  ( т =  1 , 2 , 3 , . . . )

Допустимъ, что мы уже доказали равенство / w  (0 )  =  0 . Тогда 
можно показать, что / (“ + 1) (0 ) =  0 . Действительно, такъ какъ

/ с - + « ( 0 ) = и ш  (lim h =  0 )

то нужно лишь обнаружить, что

Нт(тс-(т):̂ *М = °-
Подлежащее разсмотрешю выражеше состоитъ изъ конечнаго числа 
членовъ вида

Выберемъ целое число т такъ, чтобы выполнялось неравенство 
2 от >  [х; тогда абсолютное значеше указаннаго члена меньше стре
мящегося къ нулю числа

т ! | h | 2 т — и-.

Такимъ образомъ, мы находимъ, что / (” + 15 (0 )  =  0 .
Такъ какъ / (0) (0 )  =  / (0 )  =  0 , то равны нулю и /' ( 0 ) ,/ "  ( 0 ) , . . .  
Очевидно, f ( x )  въ  точке х — 0  имеетъ minimum. Однако, это 

обстоятельство не могло бы быть обнаружено съ помощью выше
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приведенной теоремы, такъ какъ для х  =  0  все  производныя обра
щаются въ нуль.

Наша функщя одновременно даетъ примЪръ того, что ряд ъ  
Т э й л о р а

Л ° )  +  п  /'  ( ° )  +  j J "  (0 )  н—

м о ж е т ъ  с х о д и т ь с я ,  не п р е д с т а в л я я ,  о д н а к о ,  ф у н к ц ш  f ( x ) .

§ 102. П римкнете формулы Тэйлора для доказатель
ства указаннаго критерия. Если функщя / (х) въ некоторой окрест
ности точки х„ имеетъ производныя

я * ) ,  f " ( x ) ,  » ( * ) ,  (и >  1 )

то для j h <  5 имеетъ место формула Тэйлора: *)

/ (Л'п +  Щ — f ( xо) +  4 / (" 4) ( * )  +

+  +  » * ) •

( 0 < » <  1)

Допустимъ, далее, что сущ ествуетъ / (,,) (л0), и что

/' (*ь) =  0 ,  (*„ ) =  0 ........../с- -  и (Х0) =  0 , /с») (*„ ) з г  0 ;

тогда, въ случае /("> (,г0) >  0 , производная / (“ У)(х)  слева отъ х 0
меньше, а справа отъ х0 больше, чемъ / (" -  11 (х 0) — 0 . Такимъ обра
зомъ,2)

для h <  0  / (" 15 (х 0 +  Н h) <  0

для h >  0 /  f“— 1> (х0 Н h) >  0 .

При этомъ наша Тэйлорова формула принимаетъ видъ

/ ( * о +  h) =  / (* „ )  +  -  y j]/ (" 1} (*о  +  & А) •

‘) Положительное число 2 выбирается такъ, что .v0 — о и .v„ - f  ? 
лежатъ въ упомянутой окрестности точки х„. Тогда все услов1я приме
нешя формулы Тэйлора выполнены.

2) Число b должно быть меньше, чемъ некоторое положительное 
число о' ( S  о).



134

Поэтому въ случай ч е т н а г о  я

для h <  0  Д х 0 +  h) > f ( x о),

для h >  0  / ( * 0 - f  h) > / ( * „ ) ,

т. е. / (х 0) есть m i n i m u m .
В ъ  случае н е ч е т н а г о  «,  наоборотъ,

для h <  0 / (.т0 +  А) <  / (лг0) ,

для /; >  0  _/ (л'о +  h) > /(.v0) ,

т. е. f ( x 0) не представляетъ собою e x t r e m u m .
Если / (я)( * 0) <  0 ,  то въ случае ч е т н а г о  п функщя f(x)  

въ точке х0 имеетъ m a x i m u m ,  въ случае же н е ч е т н о г о  п она 
совсем ъ не имеетъ extremum’a въ этой точке.

§ 103. Монотонныя функцж. Е с л и  ф у н к щ я  в ъ  и нт е р  
в а л е  ( я ,  Ъ) п о в с ю д у  и м е е т ъ  п о л о ж и т е л ь н у ю  п р о и з в о д н у ю ,  
то  она в ъ  э т о м ъ  и н т е р в а л е  в о з р а с т а е т ъ  с ъ  в о з р а с т а т е м ъ  х. 

Именно, если

а < х  j <  хг <  Ь, ')  

то, по теореме о среднемъ значенш,

/(*•>) — / ( * i )  =  ( х 2 —  х х ) Г  (? ) . ( * i  <  5 <  * j )
такъ что

/ ( * 2)  > / ( * i ) .

Если производная въ интервале (а ,  b) повсюду имеетъ отри
цательное значеше, то функщя убываетъ съ возрасташемъ х.

Теорема остается вЬрной и въ томъ случае, если производная 
въ конечномъ числе точекъ обращается въ нуль.

Функщю, постоянно возрастающую (убывающую) съ возра
сташемъ х,  мы будемъ называть в о з р а с т а ю щ е й  (убывающей). 
Функщй обоихъ родовъ носятъ назваше м о н о т о н н ы х ъ .

’) Если функшя )  (я) непрерывна для д-=  а, то можно полагать 
равнымъ образомъ, можно полагать .г,  ̂ Ь, если функшя / (х) не

прерывна для х — Ь.
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ft
Если f ( x )  въ интервале (х 0 —  г , х0) возрастаетъ (убы ваетъ), 

а въ интервале (* „ , х 0 +  е) убываетъ (возрастаетъ), то f ( x 0) есть 
maximum (minimum) На практике обыкновенно этимъ путемъ и 
устанавливается существоваше maximum’a или minimum’a.

§ 104.  П рим'Ъръ. Пусть д , ,  д2 , . . . ,  пп будутъ данный числа. 
Требуется выбрать х  такъ, чтобы функщя

Ч> (х ) =  (« 1  ~  хУг +  (а г —  * ) 2 Н--------- Ь (й- —  ХУ

имела возможно малое значеше.

В ъ  этомъ случае

г /  Ч о  Л 1* +  " г  Н h а « \ф (х) =  —  2 п --------------- Л ; .
'  > и  j

Такимъ образомъ, <р' (я;) имеетъ значешя
•»

в, +  аг 4-------+  ап
отрицательныя для х  <

положительныя для х \

нулевое для 

следовательно, <р (х)

ц

Я1 +  аз +  ■
11

+  П1 +  • •' +  V

ал +  ai Ч +  а„ А
для х  < -------------------------- убываетъ,

а1 ~Ь а г +  1 ’ ‘ +  а п
для х  > ------------------------------возрастаетъ.

Следовательно, въ точке

“t +  ai +  ■' ■ 4" а пх —

функщя <р (х) имеетъ minimum и вм есте съ темъ наименьшее 

значеше.

§ 105. Наибольшее и наименьшее значен!я непрерывной 
функц!и. Е с л и  ф у н к ш я  f ( x )  в ъ  и н т е р в а л е  {а,  Ь) н е п р е 
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р ы в н а ,  т о  м е ж д у  ея з н а ч е н 1ями с у щ е с т в у е т ъ  н а и б о л ь ш е е  

и н а и м е н ь ш е е .

Интервалъ ( а ,  ,3), зак л ю ч аю щ ая  въ интервале (д , Ь), мы 
будемъ называть о с о б е н н о й  ч а с т ь ю  интервала {а ,  Ь), е с ли в ъ  
и н т е р в а л е  (а,  Ь) н е т ъ  т а к о г о  з н а ч е н 1я ф у н к ц ш ,  к о т о р о е  
п р е в о с х о д и л о  бы в с е  з н а ч е в п я  ф у н к ц ш  в ъ  и н т е р в а л е

( « ,  £>•
Если при помощи числа

а 4- bг =   !—
С 2

разложить интервалъ (а ,  Ь) на два интервала (а,  с) и (с, Ь), то, 
по крайней м ере, одинъ изъ этихъ интерваловъ будетъ особенною 
частью интервала (д , Ь). В ъ  противномъ случае, можно было бы 
выбрать въ интервале (д , b ) числа дг, и х2 такъ, чтобы

въ интервале (а ,  с ) функщя / (.г) была меньше, чемъ / ( * , ) , * )  

въ интервале (с , Ь) функщя f ( x )  была меньше, чемъ f ( x 2).

Одно изъ двухъ значешй / ( * , ) ,  / (х 2) функцш f ( x )  было бы въ та- 
комъ случаЬ больше всех ъ  ея значешй въ интервале (л , Ь)*) ,  что, 
очевидно, представляетъ противорЬч1е.

Такимъ образомъ, въ интервале (а,  Ь) наверное сущ ествуетъ 
особенная половина ( д, ,  />,). Подобно этому и въ интервале <д, , Ьх) 
сущ ествуетъ особенная половина (а2, Ь.г), въ интервале (л .,, Ьг) 
имеется особенная половина {а3, Ь3) и т. д.

Если i; есть обпцй пределъ чиселъ <г„ и Ьп, то можно показать, 
что ни о д н о  и з ъ  з н а ч е ш й  ф у н к ц ш  f ( x )  въ и н т е р в а л е  (д,  Ь) 
не б о л ь ш е ,  ч е м ъ  / ( ; ) .

Действительно, пусть ,г0 —  произвольная точка въ интервале 
(а ,  b) ;  тогда сущ ествуетъ

*) Такъ какъ интервалъ (а, с) не есть особенная часть интервала 
(и, Ь), то хоть одно значеше / ( * , )  функцш / ( х) изъ интервала (л, Ъ) бу- 
деть больше любого значешя f (x)  нашей функцш въ интервале (а, с), 
т. е. при некоторомъ x — xt, содержащемся въ интервале (л, Ь), и при 
всехъ  значешяхъ х ,  содержащихся въ интервале ( г ,  с), будетъ выпол
няться неравенство /(.г) < / (* ,) .



въ интервале { ах, Ъл)  такая точка а-, ,  что / (а ,)  ;> / (а 0) , * )

въ интервале (а2, Ь%) такая точка х 2 , что f ( x 2) ;>  /( а , ) ,

въ интервале (й3, /;3) такая точка х 3 , что f ( x 3) > f ( x 2),

и т. д.

Такъ какъ
НША„ =

то, вследств1е непрерывности функщй f ( x )  въ точке !*,

l i m / ( x „ )  = / ( ; ) .

Но числа / ( А0) , f ( x x) , f ( x 2) , . . .  образую тъ возрастающую 
последовательность, такъ что

lim/(A„) й / ( а0) ,
т. е.

/ © 2=/(*«)•

Если аналогичныя разсуждешя применить къ функщй —  f (а ) , 
то придемъ къ значешю /(|) функщй / (а ), которое будетъ наи- 
меньшимъ среди значешй этой функщй въ интервале (а,  Ь).

Если точка, обозначенная выше черезъ £, лежитъ м е ж д у  
а  и Ь (такъ что значеше !; отлично отъ а  и Ь), то, въ случае су- 
щесгвовашя производной f  (? ), необходимо f  (с) =  0 . Действительно, 
изъ отношенШ приращешй

+  h) - т
h —  h

одно (обозначимъ его черезъ и) 0 , а другое (его обозначимъ
черезъ 0 . Такъ какъ при стремящемся къ нулю h

lim и =  f  (?) и lim v =  f  (£) ,

*) Въ самомъ деле, /(х„) есть одно изъ значешй функцш f ( x )  въ
интервале (я, Ь). Это значеше не можетъ быть больше всехъ  значешй
функщй/(ж ) въ интервале ( а и  Ъ, ) ,  ибо (я1 ;  bt ) есть особенная часть ин
тервала (я , Ь). Въ интервале («4, 1\) имеется, следовательно, хоть одно 
значеше ж, переменной х ,  удовлетворяющее соотношешю / ( х , )  >  f(x„).

Н А И Б О Л Ь Ш ЕЕ И Н А И М Е Н Ь Ш Е Е  З Н А Ч Е Н Ш  Н Е П Р Е Р Ы В Н О Й  Ф У Н К Ц Ш . 1 3 7
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то f  (?) не можетъ быть ни положительнымъ числомъ. ни отри
цательными

Если точка, обозначенная нами черезъ |, лежитъ между а и Ь 

и / ' (?) сущ ествуетъ, то необходимо /' (?) =  0 .

§  106. Прим1>нешя. 1. Доказанная въ § 105 теорема, при
надлежащая В а й е р ш т р а с с у ,  можетъ быть использована для дока
зательства теоремы Р о л л я  (§  6 6 ). Согласно сделанному въ теореме 
Р о л л я  предположен^, по крайней м ере, одна изъ точекъ, обозна-_ 
ченныхъ нами въ § 105  черезъ ? и ? ,  должна лежать между 
а и Ъ, если только функщя f ( x )  не равна повсюду / (а ) .

2. П у с т ь  f ( x )  п о в с ю д у  в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь) и м Ь е т ъ  
п р о и з в о д н у ю ,  при ч е м ъ  f ' (д) ?== f  (Ь) . Е с л и  С  е с т ь  к а к о е - н и 
б у д ь  ч и с л о  м е ж д у  f  (а) и /'(/>), то  м е ж д у  а  и Ь е с т ь  т о ч к а  
с, т а к о г о  р о да ,  чт о  f  (с) =  С.

Функщя

<Р ( * )  =  / ( * )  — Сх

въ интервале (а,  Ь) непрерывна, такъ какъ повсюду въ интервале 
(а,  Ь) она имеетъ производную, именно

V  ( * )  =  / ' ( * ) - С .

Эта производная для х  =  а  имъегь отрицательное значеше, а 
для х — Ь —  положительное, или наоборотъ, такъ какъ числа

/ ' (а) -  С  и / ’ (b) —  С

имеютъ обратные знаки.
Д алее, если, напримеръ, ? ' ( « ) >  0 и <р'(Ь) <_ 0 ,  то <р(х) 

справа отъ а  больше, чемъ <р (а),  и слева отъ b больше, чемъ <р (b) 
( § 1 0 0 ) .  Такимъ образомъ, ни одно изъ чиселъ <р(Ь) не
будетъ наибольшимъ значешемъ функщй <р(х) въ  интервале (а , Ь ).  
Следовательно, согласно § 105 ,  сущ ествуетъ м е ж д у  а  и b точка 
с, въ  которой функщя достигаегъ наибольшаго значешя, и въ та- 

комъ случае

9' { c ) = f { c )  — C r  0.

Въ случае <р' (а)  < 0  и <р' (Ь) >  0 функшя -f (х) достигаетъ
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своего наименьшего значешя въ некоторой точк-fe с между а и Ь,
при чемъ снова / ' (с) — С.

3. Е с л и  ф у н т и я  f i x )  в ъ  и н т е р в а л е  (а ,  Ь) н е п р е р ы в н а
и для к а ж д а г о  з н а ч е т я  лг м е ж д у  а и b о б л а д а е т ъ  т-Ьмъ
с в о й с т в о м ъ ,  что

. .  f i x  +  / ■ > ) + / ( *  h)  - 2  f i x )  „lim v ~  ----- -------- - =  0 , (lim b — 0 )

то , при н а д л е ж а щ е м ъ  в ы б о р  Ь п о с т о я н н ы х ъ  X и р., в о  в с е м ъ  
и н т е р в а л -fe (а,  Ь) им- Ьетъ м-Ьсто р а в е н с т в о

У (.г) =  АЛ' +  'Х.

Обозначимъ черезъ с произвольное число между а  и Ь. Тогда су
щ ествуетъ ц-Ьлая рацюнальная функщя второй степени, именно

П  (х\ =  ( x - b ) j x - c)  , ,  ,  , ( л  - с) ( х bl  f ( A
* *  V  ^ ( а  —  Ь)  ( а  —  с )  J  ' 1 (!> —  с ) ( Ь  а )  ’  ( с  —  а )  ( г —

которая для х — а ,  х  =  Ь, х = с иринимаетъ, соответственно, зна- 
чешя f ( n ) ,  f ( b ) ,  f ( c ) .  Функщя

9 (х)  =  Q (х)  — / ( * ) ,

такимъ образомъ, въ упомянутыхъ точкахъ обращается въ нуль.
Функщя ч>(х), какъ и / ( * ) ,  непрерывна въ интервал!; {а ,  Ь). 

Согласно § 105, сущ ествуютъ между а  и b д ве  точки ? и %, въ 
которыхъ функщя 1р (х) достигаетъ, соответственно, своего наи
большего и наименьшаго значешя. ')

Далее, для а  <  а* <  Ь, если lim /7 =  0 , имеемъ:

Пп, ? ( *  +  ?■>) +  ? (х — h) - 2 о (х) _  ljm  Q ( x  +  h) +  Q ( x — h) — 2 g (a .)

2 / Й  2 /(fe ) ______2 / ( f )
(я -  b j ( a  —  г) ' (/< !■)(/> — ,() 1 (i - — II) (г />)

Такимъ образомъ. и

tr

*) Если одно изъ чиселъ 5, упоминаемыхъ въ § 105, равно а
или Ь, то мы можемъ также положить его равнымъ с. Следова
тельно, мы можемъ принять, что числа ; ,  ;  оба лежатъ ме жду а и Ь.
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) * к .

Но такъ какъ

*(!■ +  *) s s  * ( 5) ,  у (5- * ) ^ » ( 5)
И

* (£  +  *) £ *  (5), у (I — А) ^  v (|),

то въ одномъ случай мы имеемъ дело съ пределомъ неположи- 
тельнаго числа, а въ другомъ — съ предЬломъ неотрицательнаго 
числа; следовательно, число К  не можетъ быть ни положитель
ным^ ни отрицательными Итакъ, К =  0 ,  т. е.

/М  = ^ / И  + Б и 

точка с была взята нами по произволу между а  и Ь. Наше 
равенство остается, однако, справедливымъ и въ томъ случае, когда 
заменимъ въ немъ с черезъ а  или черезъ Ь. Такимъ образомъ, во 
всемъ интервале (а 1 Ь)

Д " ) 4 г _ - > ) + т ~ т .

Эта теорема принадлежитъ Ш в а р ц у  (Н. A. S c h w a r z ) .

Г л а в а  X .

Дифференцироваше функцш отъ многихъ пере 
мгнныхъ.

§ 107. Ч астн ы й  н р о и зво д н ы я. Положимъ, что функшя 
/ (л , у) определен а1) въ области

а — х Ь, с у - d.

') Для простоты мы ограничимся разсмотрешемъ функщй отъ двухъ 
переменныхъ.
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которую мы будемъ обозначать символомъ (а,  Ь: с,  d ) . 2)

Если постоянная у0 удовлетворяетъ условто i 2== у„ == d, то 
выражеше

/(*> уп)

представляетъ некоторую функщю <р (х) отъ х  въ интервале (а , Ь ). 
Точно такъ же выражеше

/ ( * о, у)

представляетъ некоторую функщю <!/(у) отъ у въ интервале (с, d), 
если только постоянная л 0 удовлетворяетъ условш  а ^ х 0 ±=Ь.

Если сущ ествуетъ производная <р'(х0),  то ее называютъ 
п р о и з в о д н о ю  ф у н к ц ш  /(.V, у) по х  в ъ  т о ч к е  (.v0 , у0).

Если сущ ествуетъ производная 'V (у0),  то ее называютъ 
п р о и з в о д н о ю  ф у н к ц ш  / ( х,  у) по у в ъ  т о ч к е  (л:0, у0).

О бе эти производныя носятъ назваше ч а с т н ы х ъ  п р о и з в о д -  
н ы х ъ  функщй / ( х,  у).  Вы числете такого рода производныхъ на
зывается ч а с т н ы м ъ  д и ф ф е р е н ц и р о в а ш е м ъ .

Для обозначешя числа <р' (х 0) употребляютъ символъ

f I ( * 1> ’ У о) >

для обозначешя же числа 6 ' (у0) —  символъ

/ у (*о  I Уо) ■
Если производныя

/ ' ( х > у) и f'y(x ’ у)

существуютъ въ области {а,  Ь\ с, d ) , то можетъ случиться, что оне, 
въ свою очередь, дифференцируемы по х  и по у въ точке (дг0 , у0). 
Производныя функщй f'x ( х . у) по х  и по у въ точке (лг0 , //0) обо- 
значаютъ, соответственно, черезъ

/ ; > о ,  у о) и уй),

2) Символъ (а, Ь; с, d) геометрически означаетъ параллелограммъ, 
стороны котораго параллельны осямъ.
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а производныя функщй / ' ( * ,  у) ПО X и по у въ точке (л 0 , у„) 
обозначаютъ черезъ

У о) и f y 'y(x0, у q).

Эти четыре величины называютъ ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  

в т о р о г о  п о р я д к а 1) функщй f ( x , y ) въ точке (хп, у 0).
Подобнымъ же образомъ определяются и обозначаются част

ный производныя третьяго и более высокихъ порядковъ. Легко ви
д еть, что сущ ествуетъ всего 2 " частныхъ производныхъ п-го по
рядка. Но обыкновенно ихъ число приводится къ п + 1 .  Напри- 
меръ, какъ мы увидимъ, обыкновенно сущ ествуетъ лишь три част
ныхъ производныхъ второго порядка.

§ 108. П р о и зв о д н ы я / х” и f"'x . Е с л и  в ъ  о б л а с т и  (а,  Ь\ с,  d ) 
с у щ е с т в у ю т ъ  ч а с т н ы я  п р о и з в о д н ы я  функции f ( x , у) п е р 
в а г о  и в т о р о г о  п о р я д к о в ъ ,  т о  в ъ  к а ж д о й  т о ч к е  (дг0 , уд), 
въ к о т о р о й  п р о и з в о д н ы я  f "  и f "  н е п р е р ы в н ы ,  о н е  р а в н ы .  

Для того, чтобы доказать эту теорему, разсмотримъ выражеше

/ ( * о +  h > Уо +  Щ — f ( x о +  b , г/0)

— / (хо 1 У о +  к) + / ( * о  I !/о) •

Мы будемъ при этомъ предполагать, что точка (х 0 +  h , у0 - f  к) , 
какъ и точка (х 0 , у0),  лежитъ въ области (a , b ; c , d ) .  Числа /; и к 
отличны отъ нуля.

Если положимъ

Л  ( * ) = / ( * >  Уо+  * ) — / ( * .  У о)
И

f i ( y ) = f ( x Q +  h, y) — .f(xо, у ), 

то вышеприведенное выражеше будетъ равно выражешю

/ Л * o +  h) — / i(* o ) .
а также и выражению

к  (Уо +  * )  — / , Ы -

*) или короче — вторыми производными.
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По теорем^ о среднемъ значенш,

f t  (л'о +  Ь) — Л  (*о ) =  bf , '  (x0 +  '\h)  ( 0  <  Н t <  1 )
И

Л  (Уо +  * )  — Л  (Уо) =  */*' (У о+ »а * )  • (0  <  »а <  1)

Представляя производныя въ развернутомъ виде, имеемъ:

,/| ( 'V0 " Г  ' ! | = / , /  ( * 0  +  ^ 1 У о  +  £ ) -----( * 0  +  Ь ,  У о )

и

Л  (Уо +  k) —fy (х0 -\-Ь, Уо +  '% ^ ) f y { x  о; Уо 4" '*2 Щ'

Къ этим ь выражешямъ снова можетъ быть применена теорема 
о среднемъ значенш. В ъ  результате получимъ:

// (х о +  b) =  k fxy (х о +  &1 Ь, у о  ft, к) ( 0 < » , < 1 )
и

U  (Уо +  К  Щ — hfyX(Х0 +  Я2 h, у0 +  i)2 к). (О <  Н2 <  1) 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что

f iy  (хо +  !>i А, Уо +  s>i k) = f " t ( х 0 + .%  Ъ, уо +  » , * ) .

Если мы допустимъ, что величины b и k стремятся къ нулю, то 
обе части этого равенства будутъ стремиться, соответственно, къ 
пределамъ

/ : „ ( х 0, У о )  и / ” (х0, у0),

ибо МЫ предположили, ЧТО функщй f x" И / "  въ точке (.Y„, Уо) 
непрерывны.

Итакъ,

1"у(хо. Уо) =  / ," ( * 'о. Уо)-

§ 109. Дифференц1алы. Если функщя /(лг, у) въ области 
( a , b \ c ,  d) имеетъ производныя f % и / ' и точка (х,  у) принадлежитъ 
этой области, то выражеше

/*(*>  y ) h + f , ’, ( x ’ У)к

называютъ д и ф ф е р е н ц 1а л о м ъ  ф у н к ш и  f ( x ,  у) в ъ  т о ч к е  (х,  у) 
и обозначаютъ символомъ d f ( x .  у).
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Величины I) и к суть д ве  постоянныя, и для всЬхъ функщй 
пользуются од н Ъми  и т-Нми же  постоянными b и к.

Если формулу

«7(*> У) =/ ' (*> у) Ь + / ' (х,  у) к

применить къ двумъ функщямъ

/ ( * ,  у) =  х  и / ( * ,  г/) =  у,

то получимъ, соответственно,

d x  =  h и d у — к.

Такимъ образомъ, мы можемъ разсматривать величины h и к, 
какъ дифференщалы перем-Ьнныхъ х  и у,  и писать

df ( x > y ) = f j x +  f'ydij.

Дифференщалъ функщй d f ( x )  обозначаютъ символомъ

йl * f {x ,  у),

дифференщалъ функщй d~f( x ) —  символомъ

d3f ( x ,  у)
и т. д.

При образовали этихъ в ы с ш и х ъ  д и ф ф е р е н ш а л о в ъ  функ- 
щи f { x , y )  величины h и к, или d x  и d у,  должны быть разсматри- 
ваемы, какъ постоянныя.

Мы найдемъ: ')

<*»/(*, у) =  f"xd x % + f ”d x d y  + f " xd x d y  + f y”dy\

r n Г ftили, если / =  f  ,Jxy jyx'

d \ f( x ,  y) —f j l d x *  +  2f ' d x d y  +  f 9"dtj*.

Подобнымъ же образомъ вычислимъ 

d * f { x ,  у),  d * f ( x ,  у)
и т. д.

’) Изъ опред1злежя дифференщала J f ( x ,  у) непосредственно выте
каетъ, что d (/ +  .?) =  d/ +  dg и d (<■/) =4.\df  (г—постоянная).
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§ 110.  Д иф ф еренцироваш е с л о ж н ы х ъ  ф ункц!й. Пусть 
F ( u , v ) будетъ функщей отъ и и v  въ области ( а ,  3 ;  a
f ( x , y )  и g ( x y ) — функщями отъ х  и у въ области ( a , b \ c , d ) .  
Допустимъ сверхъ того, что функщй f ( x ,  у)  и g ( x , y )  всегда удо
влетворяютъ соотношешямъ

ос ==/(-v. у)  зё  Р и у sg g  ( х ,  у ) ш Ъ .

Если положить

u = f ( x , y ) ,  v  =  g ( x , y )
и

l  =  F ( u ,  v ) ,

го i  черезъ посредство и и v  будетъ функщей отъ х  и у въ об
ласти (a , b \ c , d >, и мы можемъ написать

\ =  F ( f ( x ,  y ) , g ( x ,  у) ) .

Е сл и  ф у н к ш и  f ( x , y ) и g ( x , y ) н е п р е р ы в н ы  въ т о ч к -fe 
(л;, у) ,  я ф у н к ш я  F ( u , v )  н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к -fe м = / ( л г ,  у) ,  
v =  g ( x , y ) ,  то  ф у н к ш я  F ( f { x ,  у ) ,  g  (х ,  у) )  н е п р е р ы в н а  в ъ  
т о ч к -fe ( х ,  у ) . ' )

Мы будемъ теперь вычислять дифференщалъ d\,  предполагая, 
что производныя

f '  f '  o'  o'
J  д: ’ J  у ’ o x  } b y

существуютъ во всей области (а ,  b\ с, d) ,  а производныя

F ’ , F'и 1 v

—  во всей области (ос, {J; у, В). Сверхъ того, мы требуемъ непрерыв
ности функщй F'4, F'v въ области (ос, (S; у, В ) .

Положимъ2)

f { x  +  b , у)  — f ( x ,  у) =  Д к , 

g ( x  +  h,  y) — g ( x , y)  =  \v\

') Доказательство ведется такъ же, какъ и въ § 64.
2) Точка (х +  1) ,у ) ,  какъ и (х ,  у), должна принадлежать области

(а, />; с, d).

Ковадквсшй. Диффоренщадьное н интегральное нсчиелеше. 10
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тогда отношеше приращ етя функщй % къ приращешю независимой 
переменной х  приметъ видъ:

F (и +  Л к ,  v  +  Д 'у) — F ( n , v )
Т  “  " h

Числитель этого отношежя будетъ суммой выраженШ

F ( u  -j- Л и, v-\- Д v) —  F ( и , v-\~ Д v)
и

i 7 (и , V  +  Д v) —  F  (и . v ) .

О б е эти разности, по теореме о среднемъ значенш, соо твет
ственно могутъ быть написаны въ виде

F'u (и +  ^ Д и , v +  Д v)  Д и ( 0  <  ft <  1)
и

F ' ( u ,  v + b ± v ) ± v .  (О <  ft <  ! )

Такимъ образомъ, имеемъ:

у  =  F' (и +  ft Д и , v +  Д v) +  F'v ( и , v +  ft Д v) ■

Пусть h стремится къ нулю; тогда

\ и  , \ v
l i m =  и , lim , - — v ;

h * ’ h * ’
поэтому

lim Д м =  0 , И т Д г ’ =  0

и, вследств!е непрерывности функщй F'u, F'v,

lim F'u (и -)- ft Д и , v -f- Д v) Р  (н , г ') , 

lim F'v ( и , v +  ft Д v) = F'v (u, v).
Отсюда

r ' =  F' и 4 - F' v'vt « x 1 r  x

и подобнымъ же образомъ

^  =  F' и + F '  г1'.// »/ 1 '' с/ 1
такъ что

d~ -- ^ d x d y  

=  ^  dx  +  " ,  +  F ' « l/*  +  -
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ИЛИ

d l - = l udu  +  ̂ d v .

Т о ч н о  т а к ой ж е  в и д ъ  и м е л о  бы в ы р а ж е ш е  для d\,  
если бы перем"Ьнныя и и v б ы л и  н е з а в и с и м ы м и .

Если въ области ( а , Ь ш, с, d)  сущ ествуютъ и вторыя произ
водныя функщй u , v ,  а въ области (а , 3 ; у , В) сущ ествуютъ и не
прерывны вторыя производныя функщй F ( u , v ) ,  то и м еем ъ :1)

d2 i  =  d  ^  d и +  d  ^  d v 

+  Z'ud‘l u +  C d2v,
такъ что

d* I  =  С  d u l +  2 i 4 u d v  +  d v 2 +  i j 2u +  i l d 2v.

Подобнымъ же образомъ можно вычислить d 3^ , d * ^ , . . .  
Выражешя для величинъ d 2^ , d 3^ , . . .  имеютъ иной видъ, 

нежели выражешя, получаемыя для этихъ величинъ въ томъ случае, 
когда и и v суть независимыя переменныя. Но если миг/ суть функ- 
цш вида

А X  - ) -  [1 у - ) -  V (X , |Х , v —  постоянныя),

то эти выражешя имеютъ такой же видъ, какъ и при u — x , v  — y,  
ибо въ этомъ случае, очевидно,

d2u =  d3u =  - -  =  0  и d2v =  d3v =  ■ ■ ■ =  0 .

§  111.  Т е о р е м а  о ср е д н е м ъ  зн ач ен !и . П о л о ж и м ъ ,  чт о
ф у н к щ я  / ( х ,  у) и м е е т ъ  в ъ  о б л а с т и  {a ,  a-\-h\ b , b-\-k) не пре-  
рыв н ыя  п е р в ы я  п р о и з в о д н ы я .  Т о г д а

f ( a  +  h,  b +  k ) — f ( a ,  b)

=  bfx (a  4 - ft h , b 4  Я k) -f- k f 9 (a  -(- 0 /j , b 4 - & k) ,

при че мъ 0  <  & <  1 .

‘) Мы пользуемся здесь темъ, что для произведешя двухъ функщй 
и (х, у) и v (х, у) имеетъ место формула d(uv)  =  v du +  u d v , которая 
можетъ быть получена изъ общей формулы для если положить 
F  (и, v) — и v .
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Для доказательства разсмотримъ функщю

<p{t)—f{ a -\ -th ,  b-\-tk).  ( O g i g l )

Согласно § 110,

ч>' ( t ) = f ' x(<* +  th,  b +  t k ) h + f y(a +  tb,  b +  t k ) k ;

съ помощью теоремы о среднемъ значенш (§ 6 7 ) получаемъ:

<р( 0  —  <р (  0 )  =  <р'(&) -  ( 0 < 9 <  1)

Это и есть вышеприведенная формула.

З а м Ъ ч а ю е .  Если функщя f ( x ,  у) въ области (a , b \ c , d ) 
имЪетъ непрерывныя первыя производныя, то она въ названной 
области также непрерывна. Действительно, если точки ( х , у )  и 
(х-\-Ь,у-\-к)  принадлежатъ разсматриваемой области, то

f ( x  +  h, y +  k ) = f ( х ,  y) +  h fx(x, у) +  k f 9(x,  у).

(х =  х - \ - 0 b, у =  у - (-9  4 , 0 < 9 < 1 )

Если величины h и к стремятся къ нулю, то отсюда слЪду- 
етъ, что

lim f ( x  +  b,  y +  k ) = f ( x ,  у).

Это можетъ быть доказано также съ помощью теоремы о 
среднемъ значенш, изложенной въ § 67 . Именно, выражеше

f ( x  +  b,  .y +  k ) — f ( x ,  у) 

есть сумма выраженШ

f ( x + h ,  y +  k ) — f ( x ,  y +  k)
И

f { x ,  y +  k ) — f ( x ,  у),  

и, следовательно, равно выражешю

h f x(x +  b b ,  y +  k) +  k f y (x, у + Ь к ) .  ( 0  <  9 , U <  1 )

§ 112.  Ф о р м у л а  Т эй л о р а . П о л о ж и м ъ ,  чт о  ф у н к щ я
~ = / ( х , г / )  в ъ  о б л а с т и  (х,  .v-(- h\у, у -|-к) и м е е т ъ  н е п р е р ы в н ы я
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частный п р о и з в о д н ы я  д о  « - г о  п о р я д к а  в к л ю ч и т е л ь н о .  Т о г д а  
и м е е т ъ  м е с т о  ф о р м у л а

х 1 ! +  2 ! +  +  (п 1 )!  ' * ‘
При этомъ

\ { —f ( x - { - h , y - { - k )  f ( x , y ) ,  d x  =  h, d y  =  k
и

К  =  | ^ г ' < А ) ,  + ,  (О < » <  1 )

р означаетъ положительное целое число, выбираемое по про
изволу.

Для доказательства положимъ ’ )

'Р ( 0  / ( *  +  i h ,  у  - I-  I k ) .

При этомъ функщй

и =  х  +  th, v =  у -f- th
таковы, что

d‘l u =  d3u =  • • • =  0  и dt v - - d3v --■ ■ ■ — 0 .

Такимъ образомъ, имеемъ (§ 110) :

d ‘<p ( 0  =  i v/(w , у ). (v =  1 , 2 , . . . ,  п)

Если положимъ d t =  1, то

d u  — h, d v  =  k\

въ этомъ случае вместо d4q>(t) мы можемъ писать <p^(t).
Для того, чтобы получить нашу формулу для Л -, достаточно 

воспользоваться темь, что, согласно § 74 ,

„ т  I ? " {0 )+  о(” —1)(о) „
< р { 1 )  —  < Р ( 0 ) - - у | - +  2 | Н-------------К п<

при чемъ

» “ (»)• (0 <  а <  1)

*) Величины х, у, Ь, к разсматриваются здесь, какъ постоянныя.
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Г л а в а  X I.

Maxima и minima.

§ 113.  Опред'Ьленк. Пусть точка (л'0 , ;/0) будетъ внутренней 
точкой области определения функцш f ( х , у).  >)

Говорятъ, что функщя f ( x ,  у) имеетъ въ точке (л 0 у0) ma
ximum ( mi ni mum) 2), если можно построить такую окрестность 
(х 0 —  г , х0 -j- г ; г/„ —  г , г/ 0 +  г) точки (х 0 , у0) , что въ ней значеше 
/ (* о , Уо) является п а и б о л ь ш и м ъ  (наименьшимъ) изъ значешй функ- 
цш и достигается функщею только въ точке (л0 , у0).

Е с л и  f ( x 0 , у0) е с т ь  e x t r e m u m  (т. е. maximum или minimum) 
и с у щ е с т в у ю т ъ  п р о и з в о д н ы я  f x (x0, у0), f  (x0, у0), т о  н е о б 
х о д и м о

/; ( * о , Уо) =  0  и f'y (л-0 , у0) =  0 .

Действительно, въ точке .г0 функщя

<Р (х )  = / ( * ,  Уо),

а въ точке у0 функщя

-i (у) = f ( x 0, у)

имеютъ въ этомъ случае extremum. Такимъ образомъ, согласно § 99 ,

<р' ( *о )  = / '  ( * о ,  «о)  =  0
И

i/o) =  0.

§ 114.  ПримЪнегИе формулы Тэйлора. Положимъ, что въ 
определенной окрестности точки (х0 , у0) функшя f ( x ,  у) имеетъ 
непрерывныя частныя производныя перваго и второго порядковъ. 
Допустимъ, далее, что

/ ' ,  ( *о . Уо) =  0 , / у(х0 , у  о) =  0 .

‘) Т. е. все  точки некоторой окрестности точки (д„, у„) должны 
принадлежать этой области.

а) или /(х0, v0) есть (представляетъ собою) maximum (minimum).
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Если точка (д0 - р Ь, у0 -j- к) лежитъ въ упомянутой окрест
ности точки (х0, у0), то, согласно формуле Тэйлора, имЬемъ:

/ (* о +  !/о+ к) = / (л'0, ;/„) -f- ( 2 'f)t + у + #i ( 0 < » <  1).

Если положить

хо +  '• h =  Л'> Уо +  !| к =  у , 

то, представивь дифференщалъ въ развернутомъ виде, получимъ

/ (*о  +  6 , Уо +  к) - / ( . г п, ?/о)

+  211 i .C(-v> У) h'1 +  2 (*> / / ) /;*' + / "  (-V,;/) /*-1.

Такимъ образомъ, решеше вопроса объ extremum е  въ точке 
(д0 , //„) приводится къ разсм отрЬтю  характера выражешя

/ ; ;  (х , у) к2 +  2 / "  (л-, //) hk + f ' a(x ,  if) /с2.

Такое выражеше называютъ к в а д р а т и ч н о й  фо р м о й  вели- 
чинъ Ь и к.

§ 115.  Д вои чн ы я к в а д р а т и ч н ы я  ф ормы . Мы займемся раз- 
смотреш емь квадратичной формы величинъ b и к

ip (/;, к) =  л„ /Уг +  2  я , hk  -f- к - .

Сущ ествуютъ квадратичныя формы, которыя обращаются въ 
нуль только въ томъ случае, когда

/; =  0  и к — 0 .

Ихъ мы будемъ называть о п р е д е л е н н ы м и  ф о р м а м и .  Определен
ной формой является, напримеръ, форма

/;2 -)- к2.

Если форма ip (/;, к) должна быть определенной, то должно 
быть аи - 0 .  Действительно, въ случае а 0 = 0 мы имели бы

<р (h, к) =  2  я , hk  -f- fla F ,
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и форма <р (h , к) исчезала бы при к, равномъ нулю, и /;. равномъ 
произвольному числу.

Если д0 ^ 0 ,  го мы можемъ написать:

<Р (h, к) =  (д02Ьг +  2 д0 д , hk  +  а0а2 к*),а0
ИЛИ

<Р {h , к) =  ~  { (д0 £ +  л, к)2 +  (а0 д., -  д ,2) /г2 ' .а0

В ъ  случае
д0 яа —  Д, 2 О 

у (h, к) обращается въ нуль, если положить

Д0 h - г  Д, 4 =  £ ] / л , 2   ап а , ,
т. е.

h -  ~  ~  £
а„ ’

а величине к придать произвольное значеше. Такимъ образомъ. 
форма ф(Ь,к)  въ этомъ случае не будетъ определенной.

Въ случаЬ
До «2 —  V  >  О

<р{Ь,к) обращается въ нуль только при h =  0 , £ =  0  и, следова
тельно, есть определенная форма. В м есте съ тЬмъ мы заметимъ, 
что въ этомъ случае выражеше'

д0 <р (h, к) (h , к ф  0 , 0 ) >)

всегда имеетъ положительное значеше.
Такимъ образомъ, имеетъ место следующая теорема: 
К в а д р а т и ч н а я  фо рма

а0h2 ф  2 а х hk  ф  да к2

в ъ  т о м ъ  и т о л ь к о  в ъ  т о м ъ  с л у ч а е  б у д е т ъ  о п р е д е л е н н о й ,  
е с ли

д0 д2 — д , 2 >  О . 2)

‘) Запись Ь, к ф  0, 0 должна означать, что числа h ,k  одновре
ме нно не равны нулю. л

2) Если д0д, — и, '’ > 0,  то числа д„, д2 оба отличны отъ нуля.*) 
*) и имеютъ одинаковые знаки.
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О п р е д е л е н н а я  фо р м а  и м е е т ъ  для Ь , к ф 0 , 0  т о т ъ  ж е  з н а к ъ ,  
что и к а ж д ы й  и з ъ  ея к р а й н и х ъ  к о э ф ф и щ е н т о в ъ  (т. е. п0 и д2),

§ 116.  К р и тер ш  д ля maxima и minima. Относительно 
функщй f { x ,  у) мы делаемъ те  же предположешя, что и въ § 114.  

Если бы оказалось, что въ определенной окрестности точки

(*о> У а)
/ " / " —  ( Г  )* >  о ,•'XXJ У У ' '  х у7 7

то мы могли бы заключить, что въ этой точке сущ ествуетъ extre
mum. В ъ  самомъ д ел е , d?f  имеетъ тотъ же знакъ, что и f" , аJ J х х '
эта функщя сохраняетъ постоянный знакъ въ названной окрест
ности, ибо f ”x нигде не исчезаетъ. Если бы функщя f"x въ точке 
( х , у )  имела положительное значеше, а въ точке (х -f- b,  у -|- к) 
—  отрицательное, то наша функщя должна была бы въ некоторой 
точке (.г -f- 9 h, у +  !> к) , 0  <  0 <  1 , обратиться въ нуль, такъ какъ 
функщя

'МО =  f ”x (x  +  tf}, У +  tk ) ,

непрерывная въ интервале ( 0 , 1 ) ,  имела бы для / =  0  положитель
ное значеше, а для t — 1 —  отрицательное. (Ср. § 33 .)

Но въ нашемь случаЬ достаточно, если

/ ; > о ,  Уо)%,(х*, Уо) — (Л', (хо, У о ))* >  О,

ибо вторыя производныя непрерывны, а относительно непрерывныхъ 
функщй имеетъ место следующ ее предложеше:

Е с л и  ф у н к n i я F ( x ,  у) в ъ  т о ч к е  (х0, у0) н е п р е р ы в н а ,  
при ч е м ъ

F ( x 0, уи) >  О,

т о  м о ж н о  п о с т р о и т ь  т а к у ю  о к р е с т н о с т ь  т о ч к и  (х0 , у0), в ъ  
к о т о р о й  ф у н к ш я  F ( х ,  у) п р и н и м а л а  бы и с к л ю ч и т е л ь н о  по
л о ж и т е л ь н ы я  з н а ч е н 1я. Если бы въ каждой области

( * 0 — 4 - ,  х» +  ~ ;  Уо — ~ ,  Уо +  4 )  (и = = 1 > 2 >

существовала такая точка (х п, уп), что было бы

F ( x a, уп) &  О,
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то, въ виду соотношешй l i m x ( =  .v0 , lim J u — у0 и непрерывности 
функцш F ( x ,  у),  мы имели бы:

lim F  (хп, y J  =  F ( x 0 , уд) .

А такъ какъ ни одно изъ чиселъ F  (хп, y j  не будетъ положитель- 
нымъ, то и пределъ F  (х0 . г/0) не могъ бы быть положительнымъ 
числомъ, что противоречить предполож ен^ F ( x n, уа) >  0 .

Итакъ, нами установлена следующая теорема.

Д о п у с т и м ъ ,  чт о  ф у н к ц ! я  f ( x ,  у) в ъ  и з в е с т н о й  о к р е с т 
н о с т и  т о ч к и  (,v0 , уо) и м е е т ъ  н е п р е р ы в н ы й  п е р в ы я  и в т о р ыя  
п р о и з в о д н ы я .  Д а л е е ,  п у с т ь  б у д е т ъ

/ > ' о> ? / о ) = " ° >  / ' ( * о >  У о )  =  О

И
Л ' ,  ( - Y » >  У о ) / "  ( * о >  У о )  —  ( / "  ( * 0 ,  'Jo) ) *  >  0 .

Т о г д а /(*„,//„) е с т ь  m i n i m u m  или m a x i m u m  ф у н к ш и  
/”(.v, г/) в ъ  з а в и с и м о с т и  о т ъ  т о г о ,  б у д е т ъ  ли

/ ; :  ( . v 0 ,  Уо) >  ° и л и  / : ,  ( * о ,  но) <  ° -

§ 117.  Н аи больш ее и н аи м ен ьш ее зн а ч е ш е  н епр еры вн ой  
ф ункц!и. Пусть функция /(д.-, //) будетъ непрерывна въ области
( а , Ь; с, d ) .

Мы будемъ разсматривать величины х,  у,  какъ прямоугольныя 
координаты некоторой точки на плоскости. Тогда область (а,  Ь\ с, d) 
представить собою прямоугольникъ со сторонами, параллельными 
осямъ.

Содержапцйся въ области (а ,  b ; с, d) прямоугольникъ

<*, 3 ; у, в> (л ^  * <  Э -  с •; <  5 ••• rf)

мы будемъ называть о с о б е н н о й  ея ч а с т ь ю ,  если въ области 
(а,  Ь; с, d) н еть  такого з-начетя функщй f ( x ,  у),  которое пре
восходило бы все  значешя функщй въ области (а ,  ,1 ; 2 ) .
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Если разделить прямоугольникъ (а,  />; с , л!) на четыре части

а +  ь . с 4- 
2 *

*)

,d ]

г Д -j- т с -f~ ^1
[ 2  ’ ! - Н

г  ̂ ~Ь b t i' d п
I 9 ’> /?: 2 ’ d \

то, по крайней M tp t, одна изъ эгихъ частей будетъ особенною 
частью области {а ,  Ь: с, d ) . Действительно, въ противномъ случае 
въ области (а ,  с , d) существовало бы значеше функщй f ( x 4, у. ) , 
превосходящее все  значешя функцш въ v-ой четверти этой области. 
Наибольшее изъ чиселъ.

/ ( *  > У-,) (v =  1 , 2 ,  3 ,  4)

превосходило бы тогда всЬ значенш функщй f ( x ,  у) вь  области 
(а, Ъ\ с, d ) , - что представляетъ противореч1е.

Такимъ образомъ, въ области (а,  Ь; с, d) сущ ествуетъ (какъ 
мы коротко будемъ говорить) особенная четверть ( л , ,  bx\ Г, ,  dx);  
въ  области ( а х, Ьх; с , ,  d,) ,  въ свою очередь, сущ ествуетъ особен
ная четверть (а2, b2: с2, d2) и т. д.

Если мы обозначимъ черезъ \ общШ пределъ чиселъ а п и Ь„, 
и черезъ q —  общШ предель чиселъ с„ и d„, то окажется, что ни 
одно изъ значешй функщй f ( x ,  у) въ области (л , /;; с, d)  не 
превзойдеть числа / ( : .  vf). В ъ  этомъ можно убедиться слЪдую- 
щимъ образомъ.

Пусть (х0 , ?/„) будетъ произвольной точкой области (а ,  Ь\ с, d). 
Тогда въ области (пх, сх, dx) будетъ существовать такая точка 
(хх, у,) ,  что

f ( x x, ух) S * / (x 0, Уо);**)

*) Скобки [[ ]] означаютъ то же, что и скобки < >.
**) Ибо (аи bt; d,) есть особенная часть области (а, 1>; с, </>, т. е. 

каждое значеше функщй /(.v, у) въ <я, ft; г, d) не будетъ больше веЪхъ 
значешй функщй f (x,  у) въ <«,, />,; сх, dt) и потому въ этой области най
дется хоть одно значеше / (х ,, >,). которое не меньше разсматриваемаго 
значешя /(.т0, ;■,).



въ области (п.г , b* ; с2, d2) найдется такая точка (х2, г/2), что 

/ ( * , ,  у») у, ) ,
и т. д.

Такъ какъ
Ншл-я =  - ,  П т у я =  т), 

то, въ виду непрерывности функцш / (лг, у),

lim/ (* ,, ,  У„) = / ( ? ,  т|),

такъ что

/ (5 , ?)) 2г / ( * 0 . у0) . * )

Если приведенным выше разсуждешя применить къ функщй 
— f ( x ,  у),  то придемъ къ заключешю, что въ области (а ,  Ь; с,  d) 
сущ ествуетъ такая точка (5, Y)), что ч и сл о / (| , т\) не превосходить 
нн одного изъ значешй функщй / ( х,  у) въ упомянутой области.

Если точка (? , yj) будетъ в н у т р е н н е й  т о ч к о й  области 
(а,  Ь; с , d) и производныя / '( § ,  т )), / ,'(? , ~q) сущ ествуютъ, то не
обходимо

/ ' (? , т() =  0  и т,) =  0 .

В ъ  самомъ дЬлЬ,  / ( ; ,  т]) будетъ наибольшими, значешемъ 

функщй < p ( x ) = f ( x ,  у,) въ интервале {а,  Ь)
и

функцш '^(у) = / (Е , у) въ интервале (с , d).

Поэтому, согласно § 105,

<р' = / ' ,  (5 , v]) =  0

'X И ) = / „ ( * >  г;) о.
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*) Ибо /(*„, v0), / (* ,, j ' , ) , . . .  есть в о з р а с т а ю щ а я  последователь
ность, пределъ которой есть / ( ; ,  -о).
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Обращеше функцШ и сястемъ функцШ.

§ 118.  О бр ащ еш е н еп р ер ы вн о й  ф ункц!и / ( ж ) .  Пусть функ- 
шя у =  / (х )  будетъ непрерывна въ интервале {а,  Ь) .

Мы попытаемся о б р а т и т ь  эту функщю, т. е. попытаемся раз- 
сматривать х ,  какъ функщю отъ у.

Для того, чтобы это было возможно, н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  
ф у н к щ я  f { x )  п р и н и м а л а  к а ж д о е  з н а ч е ш е  не б о л е е  о д н о г о  
раз а .  Въ противномъ случае некоторому значенш  у отвечало бы 
н Ь с к о л ь к о  значешй х,  что противоречить данному нами опреде
ленно поня™  о функщй, согласно которому каждому значешю не
зависимой переменной должно отвечать только о д н о  значеше 
функщй.

Итакъ, если с и ct суть два различныхъ значешя въ интер
вале {а,  Ь) , то отвечающая имъ значешя f(c,) и f ( c t) функщй должны 
удовлетворять соотношешю f ( c )

Возьмемь теперь въ интервале (а,  Ь) три значешя г , ,  х 2 . х 3, 
связанныя соотношешями

х , <[ х 2 х , ,

такъ что х2 лежитъ между х , и х3. Можно показать, что въ такомъ 
случае и / (х 4) заключается между / (х ,)  и / (х 3) .  Действительно, 
если бы значеше / (х а) лежало вне интервала (/ ( х ,) ,  / (х 3)> , то су
ществовало бы некоторое число С , содержащееся какъ между 
/ (х ,)  и / ( X j) ,  такъ и между / (х 2) и / (х 3) . * )  Такъ какъ функщя / (х) 
непрерывна, то, согласно § 3 3 , между х , и х 2 должна была бы 
существовать такая точка с,  а между х ,  и х а— такая точка с , ,  что

/ (с ) =  С  и f ( c x) =  с.
Но это противоречить требовашю f ( c )  & i f ( c x).

Такимъ образомъ, функщя / (х )  должна быть м о н о т о н н о й  
въ интервале (а.  Ь) , т. е. должна съ возрасташемъ х  либо по
стоянно возрастать, либо постоянно убывать.

Съ другой стороны, легко убедиться въ томъ, что для моно-

* )  С  е сть  лю бое число, сод ерж ащ ееся м еж ду числомъ f ( x t ) и тЪмъ 
и з ъ  ч и се лъ  f ( x x),  f ( x . j ) ,  которое ближе к ъ  f ( x 2).

О Б Р А Щ Е Н Ш  Н Е П Р Е Р Ы В Н О Й  Ф У Н К Ц Ш . 1 5 7
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тонной и непрерывной въ интервале {а,  Ь) функцш можно по
строить обратную функщю.

Въ самомъ д еле . если положить

f ( a )  — A,  f ( b )  =  В,

то каждому значеж'ю у въ интервале (А,  В)  отвЪчаетъ одно и 
только одно такого рода значеше х  въ интервале ( а ,  Ь), что вы
полняется равенство y —f ( x ) .

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  с у щ е с т в у е т ъ  в ъ  и н т е р в а л е  {А,  В) 
о д н а  и т о л ь к о  о д н а  ф у н к ш я

х  =  ,р ( у )

т а к о г о  р о д а ,  чт о  в ъ  у п о м я н у т о м ъ  и н т е р в а л е

а ^<Р (у) =  b и у = / ( < р ( у ) ) .

Функщя <р (у) называется о б р а щ е ш е м ъ  функцш f ( x )  или 
ф у н к ш е й ,  о б р а т н о й  по отношешю къ функщй f (x ) .

Функщя 'р(у) въ интервале (А ,  В)  монотонна и непрерывна. 
Ея монотонность очевидна. Для того же, чтобы доказать ея непре
рывность, необходимо обнаружить, что изъ соотношешя *)

lim ?/„ =  У 
всегда вытекаетъ соотношеше

и т 'р(У„) =  'P('J)-

Числовая последовательность <*-(?/,), <р(Уч), <р(уъ) , . . .  ограничена. 
Если выделить изъ нея сходящуюся часть

< р ( У i )> 'я ( ?/ а) ,  < р { у ъ ) , . . . ‘1)
и положить

=  Ч> (у,,)’
то

  /,
') В се  значешя у, ylt уг>. . .  принадлежатъ интервалу (А, В).
2) Каждая точка сгущеж'я последовательности <?(!/,), ? (у 5), ?(!/»),••• 

будетъ пределомъ для некоторой сходящейся ея части.
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такъ что, въ виду непрерывности функцш f  ( х ) ,

У = / {  l im .v j.

Отсюда следуетъ:

l i m*„ =  <р (у)-

Такимъ образомъ, <р (у) будетъ единственной точкой сгущешя 
последовательности </>(?/,), >р(уо), т. е. lim <р (;/ц) </ (//).

Оч е в и д н о ,  ф у н к щ я  f ( x )  я в л я е т с я  о б р а т н о й  по о т н о -  
ш е н ш  къ  ф у н к щ й  >р [у) . Поэтому говорятъ также, что /  и >р 
суть в з а и м н о  о б р а т н ы й  функщй.

§ 119.  О бр ащ еш е функцШ c o s x  и s in jc .  Теперь мы при- 
ступимъ къ обращешю функщй косинусъ и синусъ, опред%ленныхъ 
въ § 9 2 .

Мы обозначили наименышй положительный корень уравнешя 
cos а — 0 черезъ к/2. И зъ § 94  можно заключить, что s i n x  въ

интервале ( О и м е е т ъ  положительныя значешя. А такъ какъ

(c o s x ) ' =  —  sin х ,

то функщя c o s *  въ интервале ( 0 , -*-) у б ы в а е т ъ  отъ 1 до О . 1) 

Изъ соотношешя

(sin х ) ' =  cos х

усматриваема что функщя s i n x  въ интервале ( 0 ,-^-) в о з р а с т а е т ъ  

отъ 0 до 1. Какъ видно изъ соотношешя

sin х — —  sin ( —  х ) ,

эта функщя въ интервале ( — i 0 ) в о з р а с т а е т ъ  о т ъ — 1 до 0 . 

Формула

COS | x - f  2) =  s ’ n  х

даетъ возможность заключить, что c o s x  въ интервале г )  

у б ы в а е т ъ  отъ 0  д о — 1 .

') Слова „при возрастали х“ мы ради краткости опускаемъ.
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Такимъ образомъ, c o s x  въ интервале ( 0 ,  г . )  и s i n x  въ интер

вале (— ~) являются монотонными и непрерывными функщями.

Функщю, обратную функщй // =  c o s x  въ интервале ( 0 ,  л ) ,  
называютъ

arc cos у (т. е. a r c u s  c o s i n u s  у),

а функщю, обратную функщй у — s i n x  въ интервале ( ------------------ —

arc sin у (т. е. a r c u s  s i n u s  у).

Обе эти функщй въ интервале (— 1, 1) монотонный непрерывны. 
На ряду съ косинусомъ и синусомъ разсматриваютъ отношеше

sin х 
cos X

которое обозначаютъ символомъ tg x  (т . е. т а н г е н с ъ  х ) .  Функщя 
tg x  не определена только въ тех ъ  точкахъ, въ которыхъ c o s x  =  0 .

Производная отъ tg x  можетъ быть найдена по правилу диф- 
ференцировашя частнаго:

, cos х  (sin д.-)' — sin х (cos х ) '   1
( g х ) cosj  х cos2 X

В ъ  интервале (—  2 ) есть монотонная и непрерывная

функщя. Обращеше функщй tg x  называютъ

arc tg х  (т. е a r c u s  t a n g e n s x ) .

Равнымъ образомъ, въ интервале ( 0 ,  - )  можетъ быть обра

щена функщя
cos х , , ч
- —  =  c o t x  (т.  е. к о т а н г е н с ъ  х) .sin X v ’

Она имеетъ производную

, , у  sin х  (cos x)'j-^cos х  (sin x)'    J  
''L ~~ sin2x sin2 * ’

Функщю, обратную c o tg x , называютъ

arc cot x (т. e. a r c u s  c o t a n g e n s  x) .
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§ 120. П р о и звод н ы я о б р а т н ы х ъ  функцШ . Предположимъ, 
что функщя / (х )  въ интервале {а,  Ъ) м о н о т о н н а  и н е п р е р ы в н а ,  
и что она въ точке х0 и м еетъ ’ о т л и ч н у ю  о т ъ  нуля  производ
ную / '(*„ ).

Пусть функщя <р (у) будетъ обратной по отношешю къ f ( x )  
и z/o = / ( л 0) , такъ что х0 =  <р (г/0) .

Если у0 -\-к ( k ^ O )  содержится въ интервале (А, В ) 1), то
число

хо +  b =  V (Уо +  к)

заключено въ интервале (а,  Ь) , и вм есте съ этимъ у0 - / (х 0 +  й), 
где h s s  0 .

Далее,

?  (Уо +  к) —  9 ( у , , ) ________ h________  ________1________
к ~ 7  (*о +  h) —/Оо) 7  (*„__+ *) — /(* о) ‘

h

Если /г стремится къ нулю, то и h также имеетъ пределомъ нуль 
(въ виду доказанной въ § 118  непрерывности функцш <р{у)). Т а
кимъ образомъ,

l im  Ш  1 _
k " '  ~ f> ( x) ’

т. e.

Если же доказано, что производная у ' (г/) сущ ествуетъ, коль 
скоро производная /' (х) сущ ествуетъ и отлична отъ нуля, то для 
вычислешя производной <р' (г/) можно также воспользоваться пра- 
виломъ дифференцировашя сложной функщй. По этому правилу 
дифференщалъ функщй у =  / (х ) выражается равенствомъ

dy — f  (х) dx,

безразлично, разсматриваемъ ли мы, какъ независимую переменную, 
х  или у.  Взявъ у за независимую переменную, мы получимъ изъ 
этого равенства:

1 = / '  (х) <р (у).

*) A = f ( a ) ,  S - / ( i ) .

К овадввсшй. Диффферевщалъное н интегральное исчисленie. 1 1
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Выведенное нами соотношеш'е имеетъ чрезвычайно простой 
геометрическШ смыслъ. Если мы представимъ себе начерченной кри
вую, изображающую функщю f ( x ) . то эта же кривая явится нзображе- 
шемъ функщй гр (у) , коль скоро переменить роли осей координатъ.

Производныя / ' (.v), у (у) представляютъ собою угловые коэф- 
фищенты одной и той же касательной къ кривой, но первая —  отно
сительно осей Ox,  O i j ,  а вторая— относительно осей O i j , Ох.  
Отсюда очевидно, что должно им^ть место равенство f  (л) <р' (у) - 1.

§ 121. Дифференцирован1е функц!й arc sin х,  a rc cos :r, 
a r c t g j " ,  arc cot j r .  1. Мы знаемъ, что для функцш

можетъ быть получень, если принять во внимаше, что функщя

х  =  tg  у

служить обратной для функщй arc t g x .  Именно.

( -  1 -£  Л- 3= 1 )

(О =g у  it)

такъ что для 0  <  / / < - ,  т .  е. д л я  —  1 <" х  <  1

d y sin у х-

2. Точно такъ же найдемъ, что дифференщалъ функцш

у =  arc sin х

для 1 .v <  1 выражается равенствомъ

3. Дифференщалъ функщй

7/ =  arc t g  .г

dy  сев2 у -j- siii" у 
cos2 у cos2 у Ц  -- ( 1 + t g ‘l l j ) d l J ,
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откуда
j  i d x  
^ ■ = 1 + ? -

4. Для дифференщала функщй

у =  arc cot а

после аналогичныхь нахожденШ получимъ выражеше:

j  d x
у ~  г +  д'г

§ 122. Нахожден!е числа it. Мы теперь въ состоянш ука
зать удобный способъ для нахождеш'я числа 

Функщя
/ ( а )  =  arctg а

имеетъ производную

./ =

ДЛЯ j А | <  1

/ '  (а ) =  1 - * *  +  А4 --------

Этотъ степенной рядъ есть производная ряда

L'/ \ х х" , х "
* ( * ) -  V —  У  +  5

Такимъ образомъ,

F'  (а )  -  / '  (а ) ;

следовательно,
F (x )  — / ( а )  =  с.

А такъ какъ

F ( 0 ) = / ( 0 ) =  0 ,

то постоянная с должна быть равна нулю.

Поэтому

arctg А =  А  у  -f- А| . ------------. (1*1 <  J )

Для д >  1 рядъ въ правой части последняго равенства рас
ходится
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Можно показать, что для х  — 1 и х — — 1 вышеприведенная 
формула сохраняется. Если положимъ

, =  . - 1 + 4  - ■ )

и если 0  <  х  <Г 1 , то рядъ

. 1 — х 1 -  л* , 1 — .г5arctg* - т j - + -  з .............

является з н а к о п е р е м е н н ы м ъ  р я д о м ъ  разсмотреннаго въ § 77 
типа. Действительно, согласно доказанной въ § 70  обобщенной 
теореме о среднемъ значенш,

(2 я +  1) i* 2,1 _  2 я  +  1 s,  ^  2и  +  1
9 \1 ._  л-2”- 1  (2 « -  1) J 2" ~ 2 2 я — 1 '  "  2 // — 1 ’

такъ какъ
х  <  5 <  1 .

Отсюда же вытекаетъ, что

1  х2п +  1 1 -_.v2” 1
2  я  +  1 <  2  я  -  1

Мы знаемь, что въ знакопеременномъ ряду такого рода част- 
ныя суммы съ нечетнымъ индексомъ превосходятъ сумму ряда, а 

частныя суммы съ четнымъ индексомъ меньше ея. Поэтому

1 —  х  —   ̂—  arctg а <  1 —  .V.

Приближая теперь х  къ 1, какъ къ пределу (такъ, однако, 
чтобы постоянно выполнялись неравенства 0 < х <  1) ,  найдемъ, что

iim (* —  arctg х) — 0 ;

поэтому
lim arctgх — arctg 1 —  s.

Такъ какъ arctg (— х)  равенъ —  arctg а , то

arctg (— ■ 1) =  —  s.

') Этотъ рядъ, согласно § 77, сходится.
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Мы можемъ вычислить arctg 1. Такъ какъ вообще

cos2 ,v sin2 х — cos 2  х,
то

cos2
4

sin
4

О

и, въ виду того, что cos .г и sin х  въ интервал-fe ( 0 ,^ - j  имеютъ по

ложительный значешя, мы изъ последняго равенства получимъ:

которая является однимъ изъ первыхъ результатовъ, добытыхъ въ 
математике Л е й б н и ц е м ъ ,  и носитъ назваше формулы Л е й б н и ц а .  
Впрочемъ, для приблнженнаго вычислешя эта формула очень не
удобна, что было отмечено еще Н ь ю т о н о м ъ .

Более удобный формулы могутъ быть получены съ помощью 
теоремы сложешя для t g x .  Изъ обеихъ теоремъ сложешя для 
s in *  и c o s x ,  выражаемыхъ формулами

такъ что

arctg 1 =  ~ ■

Итакъ, имеемъ формулу

sin (х, -f- х а) — sin х ,  cos хг -f- cos X !  sin x 2 , 

COS ( X ,  - j -  X 2 j  =  COS x t C O S X 2 —  sin  X j  sin  X , ,

путемъ делешя этихъ равенствъ получается:

tg (Xi +  х2) = t g * t +  tg*» 
i — tg tg ж,

Это и есть теорема сложешя для t g x .
Мы теперь попытаемся определить таюя д ве  дроби вида 

-  (п =  2 , 3 , . . . ) ,  чтобы выполнялось равенство
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Если положить

* 1 * 1 arctg - -  =  . v , , arctg - -  =  х г ,

то

4'  =  .V , +  х г , такъ что tg ( . г ,  4 -  х %) =  ■ 1 ,

ИЛИ

1 , 1
«1 г ", +_"■> 1 
1 . 1 i

Итакъ, числа и п% подчинены услов1ю

«, +  w, -  н, ;/4 -  1 ,
т. е.

(я, — 1 ) ( « , —  ! )  =  2 .

Такъ какъ 1 и 2 суть единственные делители числа 2 и такъ 
какъ и, и я г могутъ быть переставлены, мы можемъ положить

н, =  2 . /л, 3 .

Такимъ образомъ,

"  . 1 I * 14 =  arctg 2 +  arctg  ̂ •
или

"  =  / 1 ____ 1  , _ !  _  \ , /1  _  !  , 1 _  \
4 \2 2 , - 3 ' г 2 , -5 / г \3 3 :‘ 3 3 ‘ 5

эта формула уже съ ббльшимъ удобствомъ можетъ быть применена 
къ вычислешю г .

Можно вывести еще и друпя формулы, если воспользоваться 
слЪдующимъ предложешемъ.

Е с л и  т е с т ь  п о л о ж и т е л ь н о е  ц ^ л о е  ч и с л о ,  т о  в с е г д а  
м о г у т ъ  б ы т ь  у к а з а н ы  т а ю я  д в а  п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  ц-Ьлыхъ 
чи сла тл и т.г , что

arctg 1 — arctg -  4- arctg — ■а  vi ь  тл ' ь  тг
/5 *

Нужно только, чтобы удовлетворялось равенство

1 _  p lj  + .  М ,

т т, тг — 1
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или
(wt —  т) (m2 — ш) - - w2 +  1 •

У -
Съ этой ц^лью разлагаютъ число от* -j- 1 на два положительныхъ 
ц-Ьлыхъ множители

т 2 - j -  1 =  к х к2 ,
и полагають

т х — т кл , т2 =  т +  к.г 

Если in =  2 ,  то

тг —{- 1 =  5 =  1 ■ 5 ,
такъ что

w ,  —  2  -) -  1 =  3 ,  т 2 =  2  - { -  о  —= 7 ,

и
arctg i  =  arctg J -p arctg i ;

поэтому

J  -  2 arctg J  +  arctg J  •

Если ni = 3 ,  то

in2 + 1  =  1 0  =  2 - 5 ,

такъ что
ihx =  3 —{— 2 =  5 7 ///■., 3 -j- о — 8

и
arctg -1, =  arctg ! +  arctg 1 ;

поэтому
1 1 1 ~  =  2  arctg 5 f  arctg ? +  2  arctg g •

Можно, очевидно, идти какъ угодно далеко, пользуясь указан- 
нымъ способомъ.

Особенно целесообразным!) методомъ, съ помощью котораго 
-  было вычисленно съ 7 07  знаками, оказывается следуюицй. 

Полагаютъ
arctg I =  <р,

такъ что tg </> =  1/5.
Тогда

t g 2 *  - ,2

tg 4 <f =  1 +  :j J 9 ,

II
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что легко можетъ быть найдено съ помощью теоремы сложенш.

СлЬдующее французское четверостиипе даетъ возможность за
помнить первые 31 десятичныхъ знаковъ числа тг:

Que j ’aime й faire apprendre un nombre utile aux sagesl 
Immortel АгсЫ тёёе, artiste ing£nieur,
Qui de ton jugement peut priser la valeur!
Pour moi ton probleme eut de pareils avantages.

ЗамЪнивъ каждое слово числомъ его буквъ, мы получимъ 31 
цифру числа тс; n o a i t  первой изъ нихъ ставится запятая. Такимъ 
образомъ находимъ:

и =  3 ,1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 2 3 8 4 6 2 6 4 3 3 8 3 2 7 9

§ 123. Обращен1е с и с т е м ы  д в у х ъ  н е п р е р ы в н ы х ъ  функций
и ( х ,  у ) ,  v ( x ,  у ) .  П у с т ь  ф у н к ц ш  и(х, у) И V  (х, у) въ  н е к о 
т о р о й  о к р е с т н о с т и  U  т о ч к и  (х0 , i j 0 ) им-Ью тъ н е п р е р ы в н ы й  
п е р в ы я  п р о и з в о д н ы я .
Мы положимъ

Отсюда

=  arctg А ,  

?  =  4 arctg A - a r c t g

т. е.

К  У) =  M i  ( * >  У ) ’ “ у  ( * >  У) =  и2 ( * ,  У) .

К  (* > у)  =  VA*> у). » '(*. у) =  у)-

’) tg x  есть н е ч е т н а я  функщя.
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К р о м е  т о г о ,  п о л о ж и м ъ ,  ч т о  э т и  п р о и з в о д н ы я  у д о 
в л е т в о р я ю т ъ  у с л о в н о  У

И. (*о - Уо) Щ (х „ , г/о) —  и., (.Го, у о) v , (:с0 , г/0) ■ -  0 .

Прежде всего покажемъ, что при сдЪланныхъ предположешяхъ 
имЬетъ место следующая теорема:

Т е о р е м а  1. В о к р у г ъ  т о ч к и  (х0, у0) м о ж е т ъ  б ы т ь  по- 
с т р о е н ъ  к в а д р а т ъ 1)

(Q ) ( * о —  Е> л'0 +  г ! Уо~—£> Уо +  е>

т а к о г о  с в о й с т в а ,  ч т о  п о с т о я н н о

ил (х, y)v2 (х, у )  — щ  (х .  у)г\ (х, у )  ' О,

к а к ъ  бы ни бы ли  в ы б р а н ы  т о ч к и  (х,  у) и (л:, у) в ъ  э т о м ъ  
к в а д р а т е .

Эго непосредственно вытекаетъ изъ непрерывности функщй 
и , ,  иг , гг,, v.,. В ъ  самомъ деле , допустимъ, что такого квадрата Q 
нЪть. Тогда и квадратъ Q , отвечающей значешю е =  1/и, не мо
жетъ обладать желаемымъ свойствомъ2).

Следовательно, въ квадрате <2 найдутся таюя д ве  точки

( * ..  У.) и (*.< Уп)’
что

«1 (*« - Vn) г’2 ( * . - Уп) —  и1 ( * , . У.) v\ (х „ • У.) =  0  •

Въ виду непрерывности функцШ иу, и2, vx, v2

lim { гг, (хя, yn)v% (хп, уп) -  и2 (хп, у.) »*(*., у , ) }

=  и \ (*о, Уо) (*0, у о) —  Щ (х0, Уо) гг, (х0, г/„).

Такимъ образомъ, должно было бы иметь место равенство

Mi ( * о , У о) ( * о , У о) —  Щ (х о, У о) гг4 {хп. у0)  =  0 ,

’) Мы разсматриваемъ величины .г, у, какъ прямоугольный коорди
наты точки на некоторой плоскости Е.

2) н есть одно изъ чиселъ 1 , 2, 3, . . . ,  — однако, достаточно большое 
для того, чтобы квадратъ Q„ весь лежалъ въ области U.
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противоречащее предположешю.
Мы положимъ теперь

?  » ( * .  ?/)>

1) ?/)

и будемъ разсматрнвать величины 5 , I), какъ прямоугольный коор
динаты точки на некоторой плоскости (J : .

Оба эти равенства устанавливають некоторый методъ о т о -  
б р а ж е ш я  точекъ области U на плоскости (£. Каждой точке (х ,  у) 
области U отвечаетъ точка ( г ,  ») на плоскости (£ , координаты ко
торой, соответственно, равны и ( х . у) и v ( x , y ) .  Эта точка носить 
назваше и з о б р а ж е ш я  точки (х ,  у).

Теорема 2. Р а з л и ч н ы м ъ  т о ч к а м ъ  к в а д р а т а  О  о т в Ъ ч а -  

ю т ъ  в с е г д а  р а з л и ч н ы я  и з о б р а ж е ш я .
Если точки (х 0, 7/0) и (л'0 +  ^, Уо +  к) квадрата О имеютъ 

одно и то же изображеше на плоскости (£, то

и (л'о Jr  h > У о -\-к') =  и (х 0 , //о), 

v (х 0 +  h , у a -\-k) =  v ( х „ , у о), 

такъ что. на основанш доказанной въ § 1 1 1  теоремы о среднемъ 

значенш,
Ьих {х, у) +  к и., (х,  у) =  0 ,

hvx ( х , у)  +  к V., ( х , у) =  0 .
При этомъ

* =  *„ +  »&, i j = y 0 +  U ,  ( 0 < ! ) < 1 )

x - = x 0 +  l)h, у — у п - f  ! */> '•  ( 0  с  f t  <  1 )

Но изъ приведенныхъ выше двухъ уравнешй относительно 
/;, к вытекаетъ, что

b  {  и х ( х ,  у) ьг  ( х ,  у ) —  и2 ( х ,  у) v x ( х , у ) } =  0 ,

к [ их (.х , у) vt (х , у ) ■—  и, (х , г/) vx (х , у ) }  =  0.

Такъ какъ точки (*,//) и ( х ,  у) лежать въ квадрате £ 2 ‘)> то> со

гласно теореме 1 , х

')  Точки  (.v, I/) и {х, у) л еж а тъ  на о т р е з к е , соединяющ емъ точки 

(* • , I/о) И (*0  +  h , Ун +  *)•
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«1 (*> у) V, ( х ,  у)  -  и, (л , i j )vx (лг, //) - • 0 . 

Следовательно,
h =  0, к =  0.

Такимъ образомъ, точки (л 0 <у„) и (х 0 +  ^, въ томъ и толь
ко въ томъ случае имеютъ одно и то же изображеше, если оне 
совпадаютъ.

Обозначимъ символомъ 53 совокупность изображен^! (у ,  I)) 

точекъ квадрата О. ДалЬе, обозначимъ черезъ О совокупность по-

граничныхъ точекъ области Q и черезъ 5 3  совокупность ихъ
нзображенШ. Пусть точка ( r 0, t)0) служитъ изображешемъ точки

(х 0 , У о)-
Если мы составимъ функц!ю

1 и { х , у) $0} 2 +  ! V ( х ,  у) —  t>u)2, 

то она будетъ непрерывна въ области Q,  а, следовательно, и вь  

области Q .  Она имеетъ въ области Q  наименьшее значен1е ' )  т2 , 
н е р а в н о е  н у л ю . Действительно, если бы было т — 0,  то на гра
нице области Q  существовала бы точка, имеющая то же изобра
жеше, что и точка ( а ' 0 , i j 0) ,  а это невозможно —  согласно теореме 2 .

Очевидно, т есть наименьшее изъ разстояшй точки (j ;0 , ty0) 

отъ точекъ области АН. Если мы опишемъ вокругъ точки ( f u, 1)0) 
окружность рад1усомъ т , то внутри ея не будетъ ни одной точки 

области 93.
Пусть ( у ' , 1)') будетъ точка на плоскости (v, отстоящая отъ 

точки (£„, tj„) не дальше. чЬмъ на т/2 .  Въ такомъ случае точка 
[ X I)') отстоитъ отъ точки ( j :n, )j„) не дальше, чемъ отъ любой 

точки области 33. Такимъ образомъ, если ( х ,  у)  есть произволь

ная точка области О,  то имЬетъ место следующее соотношеше:

{ и ( х ,  у ) —  ^ ' } 2 +  {г> (х ,  //) — i ) ' j 2

2= {  и ( *о ,  Уо) -  Г  +  { v ( x n, ?/„) —  >)' )2 .

Оно показываетъ, что на границе области О функщя

') На каждой стороне квадрата мы имеемъ дело съ непрерывной 
функщей отъ одной переменной и можемъ поэтому применить теорему 
§ 105-го
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ш (*> у) =  {  и (*> у) — ? ' +  { v (*• у) — У

имеетъ значешя, которыя не меньше значешя функцж въ центре 
квадрата Q.  Поэтому, разсматривая наименьшее значеше функц)и <и 
въ области Q , 1)  мы можемъ быть уверены въ томъ, что оно до
стигается функщей въ нЪкогорой точке (х', у') вн у т р и  области Q.

Но въ этой точке ( х ' ,  у'),  согласно § 1 1 7 ,  должны обра
щаться въ нуль производныя со', а/. Такимъ образомъ, должны 

иметь место равенства

{ « ( * ' ,  у') — £  }  и, ( * ' ,  y') +  { v (х' , у') —  $ ' } » ,  (х', у') =  0,

{ и у') — f  ] и2 (х ' ,  у') +  { v  (х\ у') — (х', у') =  0 .

Отсюда же следуетъ, что

{  и ( У ,  у') —  f  }  {  и, (х ' ,  у') г’о (х\ у') -  и, ( х ,  у') г\ (х', у') }  =  0 ,

{ v (х ' ,  у') —  } {  к ,  (х ' ,  у') v% (х ' ,  у') —  и2 (х ' ,  у') v x (х ' ,  у') }  =  0 .

Такъ какъ, согласно теореме 1,

" г  (* '>  ?/') ( * ' . г/ ' )  —  «г ( * ' ,  ? /)  г , 1 ( * ' .  У') —  0 >
ТО

и(х', у') —  5 '  =  о ,

v{ x' ,y ' )  — \)' =  Q,

т. е. (jc', I)') есть изображеше точки (х г, у') и, следовательно, при
надлежитъ области 53.

Если мы положимъ Ъ =  т:  2|/2 и построимъ вокругъ точки 

(¥„ ,^ о) квадратъ

(Jo — Ъ, у 0 +  3 ; t),( —  3 , t)o +  S ), 

то каждая точка ( j ,  D), принадлежащая этому квадрату, будетъ 

течкой области 33.
Итакъ, нами доказана следующая теорема:

Т е о р е м а  3 .  В о к р у г ъ  т о ч к и  (;r0 , tj„), с л у ж а щ е й  и зо б р я -  
ж е ш е м ъ  т о ч к и  (х0 , у0),  м о ж е т ъ  б ы т ь  п о с г р о е н ъ  к в а д р а т ъ

( О )  (£ о _  i'o +  S; 1)о —  5, 1)о +  3)

*) Такое значеше существуетъ согласно § 117.
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т а к о г о  р о д а ,  что  к а ж д а я  т о ч к а  о б л а с т и  d  б у д е т ъ  и з о б р а -  
ж е ш е м ъ  о д н о й  и ( с о г л а с н о  т е о р е м е  2 ) т о л ь к о  о д н о й  то ч к и  

о б л а с т и  <2 -
Такимъ образомъ, могутъ быть построены, и притомъ одним ь 

лишь с п о с о б о м ъ ,  две функцш

которыя обладаютъ тЪмъ свойствомъ, что отображеше, устанавли
ваемое равенствами

относитъ къ каждой точке (£ ,  I)) области О  именно ту точку 
( х ,  у)  области Q,  которой отв-Ьчаетъ упомянутая точка (у ,  й) въ 
отображенш

Отображеше 21 называютъ о б р а т н ы м ъ  относительно отобра
жения А , систему функщй it ,  ti —  о б р а т н о й  относительно системы 
и, v или же результатомъ о б р а щ е н 1я системы функщй и, v.

Т е о р е м а  4. Ф у н к ц ш  u ,  b н е п р е р ы в н ы  в ъ  о б л а с т и  О -
Мы должны доказать следующее:

Если Сз?!, t),) , ( &  > 9а )»• • • есть последовательность точекъ 
области О ,  имеющая своимъ предЬломъ точку (£ ,  ty), то постоянно

коль скоро черезъ (хя, уя) и (х, у)  мы обозначимъ изображешя то
чекъ (jcn, и (jc, t)) въ отображенш .

Если бы не выполнялось равенство l im * t  =  * 1) ,  то изъ по-

‘) Точно такимъ же образомъ опровергается допущеше, что не вы
полняется равенство lim уя =  у.

u ( j f ,  9 ) ,  ь ( $ ,  tj),

(21)

(А)
/ ? =  » ( * >  У)> 
\ty =  v ( x ,  у).

9 . )  =  и 0 ?»

Ншй(а:я, y  =  u ( ¥ ,  к)),
ИЛИ

\\тхп — х ,  \imyn =  y
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следовательности х { , х2, хч, . . .  можно было бы выделить некото
рую часть ея х / ,  х . / , х . / , . имеющую о т л и ч н ы й  о т ъ  х  пределъ х . 
Пусть у будетъ одной изъ точекъ сгущешя последовательности 

!//> У>'< Уя , • • • ’ )• Тогда въ этой последовательности существуетъ 
часть ея г/,, уг , уъ  , имеющая пределомъ у.

Изъ соотношежй

Иш.гя - - . г ,  lim у - у , 

въ виду непрерывности функщй и, v, вытекаетъ:

=  lim 1)в — t).

Такъ какъ последовательность ( х , . !) ,) ,  ($2, t).2) ,  ( r ;!, t;3) , . . .  
есть часть последовательности ( г , ,  It,), (у2 , i),),  (у3, й3) , . . то

Двумъ р а з л и ч н ы м ъ  точкамъ (х,  у) и (.V, у)  отвечаетъ, такимъ
образомъ, одно и то же изображете. Но это, по теореме 2, не
возможно .

§ 124. Диф ференцироваш е о б р а т н ы х ъ  функцш. Пусть 
( г ,  I]) и (y +  l), 1) 4 *) будутъ д ве  произвольныя точки области £ 1 , а 
(.V, у) и (х - f  Ь , у 4  /,’) —  соответствуюиця имъ точки области Q .

Тогда
1) =  и ( х  - f  Ъ, у  - 1 -  к )  —  и ( - V ,  у ) , 

t  =  v ( x - \ - h ,  у  - f  к)  — - v  ( х ,  у )  

или, согласно § 1 1 1 ,

1) =  и, (с ,  rl) h  +  u2{c,  ■(\)k,

£ =  г-, (?, -r\)h 4 г ’, ( ; ,  г,) к.

При этомъ
т =  х  4  ' Ь̂, <\ =  у 4 к ,

:  =  х  4  fth , Г| =  у 4  ft к .

1) Соответственный части последовательностей указываются соот- 
ыЬтственными обозначешями.

(О <  П <  1) 

( 0 < i ) <  1)



Точки ( ; .  г() и (5, yj)  расположены на отрКзкЪ, соединяющемь 
точки (д/у) и (х -f- h , у -)- к) и. слЬдовательно, принадлежать об
ласти Q.

Если мы положимъ

D  =  ил ( с , т() vt (5 , Т|) й2 (Е , ■»]) г’, (| , Tj), 

то, согласно TeopeMt 1,
I)  г  О.

Изъ написанныхъ выше уравнежй для 1) и f вытекаетъ, что

h =  "О*) —  «*(§» l ) * } .

I  { — » ,(? ,  T|)i)4-«,(?, *))£}•
Положивъ

£ =  0  и t) 0 ,
находимъ

Ь 1 ч /> 1 /С \
I) п  т')- 1, -  '*)•

Допустимъ теперь, что I) стремится къ нулю, между тЬмь 
какъ f остается равнымъ нулю; тогда, согласно теореме 4 въ § 123,

Иш Ь — 0 и lim к =  О,
такъ что

lim ;  - lim ;  х, 
lim Yj =  lim т, — у ,

и, BoitflCTBie непрерывности функщй м,, иа, t \, гл2 ,

Ит А  =  v?ix >y\
ft ’ «1 ( я ,  у ) v 2 (х,  ч) —  If, ( * ,  !/) tfj (X 1, у) ’

Нт -  = _________________________
ft " i  (ж, !/) П (Ж, у) — к, (.V, у) 1’, (ж, у)

Этимъ доказано существоваше ироизводныхъ

и

Точно такимъ же образомъ можно показать, что существують 
и производныя

и ' и I)'
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Положивъ
=  0  и Е ^ О ,

найдемъ, что

]im  А  = ____________- -  иЛ х , У)
£ «1 (х , у) v i (х , у) — “ 2 (^ , у) г\ (л , у)

lim —  = ____________________________ _____ ____
f  " t  (*> у) V -1 (х , У) —  «2 (х,  у )  Vt (X, у)

Такъ какъ функщй и , , и2 , г/,, г>а непрерывны въ области £) 
и выражеше

иЛ х > V)v2(x , У) —  « г ( * .  У )*'i (л', у)

отлично отъ нуля въ этой области, то правыя части нашихъ фор- 
мулъ для u^, и^, Ь^, t>̂  суть непрерывныя функцш отъ х,  у вь  
области Q.  Но х,  у,  въ свою очередь будутъ, согласно теореме 4 
въ § 123, непрерывными функщями отъ j ,  въ области О .  Отсюда 
вытекаетъ, что производныя и ' ,  и ' ,  b l .  to' непрерывны въ области

О  (§  НО).
Р азъ мы убедились въ существовали производныхъ и^, и^, 

tô , то можно воспользоваться для вычислешя ихъ или дифферен- 
щаловъ du ,  db правиломъ дифференцировашя сложныхъ функщй. 

Изъ равенствъ

Х =  и( х ,  у), V, = v (х. у) ,
согласно этому правилу, вытекаетъ, что

die =  и'х dx-\-uy dy,  
dt) =  v'xdx-\-v'ydy,

безразлично, будутъ ли независимыми перемЬнныя х,  у или £ ,  t); 
разрешая эти равенства относительно dx,  dy, получаемъ
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d x V  -  Uy dt>

v x' <f j  +  u '  d b
dy —

Если функщй и и v имеютъ въ области Q  непрерывныя про
изводныя до ;/-го порядка (и >  1) ,  то это же имеетъ место и для
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функщй и и й въ области C l .  Для нахождешя высшихъ производ- 
ныхъ или высшихъ дифференщаловъ функщй и и b можно снова 
воспользоваться правиломъ дифференцировашя сложныхъ функщй. 

Такъ, напримеръ, мы найдемъ, что

d2у =  и ' d2x  4  « '  d2y -j- u"xdx2 - j -2ux"d x dy  4  u ”ydy2, 

d21) =  v'xd2x  +  v'y d2y +  v"xd x 2 4  2 vxyd x d y  +  vy”dy2 ,

или, взявъ j ,  t) за независимыя переменныя, имеемъ:

О =  u'xd2х  +  иyd2у - f  и"хdx2 +  2 ux" d x d у +  и Ч у * ,

О =  v'xd2x-\-v'yd2y-\-v ”xdx'l -\-2v"ydxdy-\-vyydy2.

Отсюда можно определить d2x  и d2y.

§ 125. Н е я в н ы я  функции. Пусть функщя F ( x , t j )  имеетъ въ 
некоторой окрестности точки (х 0 , у0)  непрерывныя первыя про

изводныя:
F ’x( x , y )  =  F l ( x , y ) ,

F ’y(x, y) =  F A*> у)-

Пусть, сверхъ того,

'F (x0, уо) =  0 ,  но F z (x0, уо) ^ 0 -  

Разсматривая отображеше

{А) { ^ ( я . у ) ,

находимъ, что для него выполняются все  установленныя въ § 123 
услов1я. В ъ  настоящемъ случае

и ( х ,  у) =  х  и v (х,  у)  =  F ( x ,  у)
и

«1  ( 4  у) vi  (х - у) —  м2 (х » у) v\ (х > у)  =  (х , у).

Если мы и здесь  обозначимъ черезъ (у0, 9о) изображение 
точки у0) ,  то

|о =  9о =  ° -
К о в а л е в с к ш . Дифферевд]альное и интегральное исчислеше. 12
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Согласно § 123, вокругъ точекъ (х<>, У о) и ( jo ,  tyo) можно 
построить два квадрата

такого свойства, что каждая точка (у ,  ty) квадрата C l  будетъ изо
бражешемъ одной и только одной точки ( х , у )  квадрата Q 1) .

Отображеше ?t ,  въ которомъ къ каждой точке области О. 
относится та именно точка области Q,  изображешемъ которой пер
вая является въ отображенш А,  т. е. отображеше, о б р а т н о е  А,  
въ нашемъ случае, очевидно, имеетъ следующую форму:

То обстоятельство, что отображеше 91 будетъ обратнымъ от
носительно отображешя А ,  выражается равенствомъ:

Если въ интервале (£„ —  8 »£о +  8> некоторая функщя <p(jc) 
удовлетворяетъ равенству

и при этомъ, подобно функщй 0 ) ,  удовлетворяетъ условш

и
(Q) (Хо —  S, *о +  е; у о — S. Уо +  е> 

( £ } )  ( j 0 —  Jo +  3; t)0 —  tyo +  S)

(Я)

0  =  F(TC,4>( Jf))

у0 —  S у  (у) sS г/о +  е, 

то во всемъ интервале ( £ 0 —  3,зс0 +  3)

*) Такъ какъ здесь j  =  х, то, очевидно, е ^  3.
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В ъ  самомъ деле , такъ какъ точки

*  =  ? .  ?  =  *>($) и *  =  $ , у =  g ( y ,  0 ),

лежаийя въ квадрате Q,  въ отображенш А  имеютъ своимъ изобра
жешемъ одну и ту же точку ( j ,  0 ) ,  то оне должны совпасть.

Полученный результатъ имеетъ сл-Ьдуюпйй геометричесюй 
смыслъ.

Е сл и  в о к р у г ъ  т о ч к и  (х 0 , г/о) п о с т р о и т ь  п р я м о у г о л ь 
н и къ

<*0 —  8 , х 0 +  5; Уо —  8 , Уо +  8>,

т о  въ  н ем ъ  на к а ж д о й  п р я м о й  * = £ ,  п а р а л л е л ь н о й  о си  

у -о в ъ ,  б у д е т ъ  л е ж а т ь  о д н а  и т о л ь к о  о д н а  т о ч к а ,  у д о в л е 
т в о р я ю щ а я  у р а в н е ш ю

F ( x , у) =  0 ,
а именно, т о ч к а

*  =  ?> У =  & ( $ . 0 ) -

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  п о к у д а  о г р а н и ч и в а ю т с я  р а з с м о т р е -  
ш е м ъ  т о ч е к ъ  п р я м о у г о л ь н и к а

<*о—  *o +  S; у0 —  sjt/o +  8) ,

у р а в н е н 1е F ( x ,  у) =  0  о к а з ы в а е т с я  в п о л н е  э к в и в а л е н т -  
н ы м ъ 1)  у р а в н е н т  у =  £ у ( х , 0 ) .

Изъ § 124 можно заключить, что производная

£ ( * . 0 )

во всемъ интервале (х0 —  8 , x 0 - f - 8 ) существуетъ и непрерывна.
Для нахождешя этой производной (после того, какъ существо- 

ваше ея доказано) можно воспользоваться правиломъ дифференци- 
ровашя сложныхъ функщй. Изъ равенства

F ( x , y )  =  0 (У =  & ( * >  0 ) )
получаемъ:

K d x  +  F ' d y  =  0 ,

*) Т. е. обоимъ уравнешямъ удовлетворяютъ одне и т е  же точки 
разсматриваемаго прямоугольника.
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такъ что

- j f  =  —  J1 -  (х 0 — 5 s = x s = x 0 +  8)

Если функщя F(x, у) въ области Q имеетъ непрерывны» 
вторыя производныя, то, принимая х  за независимую переменную,, 
получимъ:

F ”xdx2 -)- 2 F 'x '9 dxdy  i 7” dy2 F' d̂1 у — 0 ,

d*y
откуда в ы в о д и т с я ^ -

Если функщя F(x, у) въ области Q имеетъ непрерывны» 
производныя до и-го порядка, то это же имеетъ место и для 
функщй § ( х ,  0 ) .

Разсмотренная нами въ § 118  функщя, обратная данной 
функщй / ( х ) ,  является частнымъ видомъ неявной функщй, —  имен
но, въ этомъ случае

F{x, у) =  y —f(x).

§ 126. Общая теорем а объ обращенш. Разсуждешя, при- 
веденныя въ § 1 2 3 ,  могутъ быть въ совершенно аналогичной фор
ме применены къ случаю п функщй отъ п переменныхъ. Мы огра
ничимся лишь темъ, что укажемъ окончательный результатъ. При 
этомъ мы будемъ пользоваться поняиемъ объ о п р е д е л и т е л е .  Все
необходимое изъ теорш определителей читатель найдетъ въ при-
ложенш.

Д о п у с т и м ъ ,  ч т о  ф у н к ц ш

(*1 > * * > • •  ) x tt) , ( X j  , Х а ,  . . . ,  Х я ) , • • • ) ( X j  , X j  , . . . ,  х „ )  

в ъ  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  U с и с т е м ы  з н а ч е ш й

• ■ •>

и м е ю т ъ  н е п р е р ы в н ы »  я е р в ы я  п р о и з в о д н ы я

( MiX ,  =  ми> (MtX, =  u\i> • • • > =  и\п >

=  и ч \ > ( и г ) х, =  м 22 j • • • > ( мг Х „  =  и 2п ,

(и Y = « , , ( «  Y = #   ......... (# Y  =  м .\ и/Xj Я1 ’ V я /X, я2? * v п'*я яп

*) Т. е. для в, — Ъ —  *  <  хя <  аи +  >  0).
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Д а л е е ,  п у с т ь  о п р е д е л и т е л ь  *)

« 1 1 « 1 2  • • « 1 »

« 21 и 22 . • « 2 п —  D  ( х , , х 2 , . •» ^>п)

U n i  • •

б у д е т ъ  о т л и ч е н ъ  о т ъ  н у л я  в ъ  т о ч к е  ( д , ,  д2 , . . . ,  а„).
Съ помощью равенствъ

£1 =  ui ( * i  »**»■••» хп) )
?г =  м2 ( * i , х% 1 • • • I *» )  >

=  м» ( * i , *»,•••> *»)

къ каждой системе значешй х , ,  х 2, . . . ,  х„ въ области I/ относится 
некоторая система значешй £ , ,  £2, . . . ,  Точку (у , ,  у2 , . . . ,  £я)  мы 
будемъ называть изображешемъ точки (* : , ,  х 2 , . . . ,  х„)  (въ  отобра- 
жеши А).  Пусть точка ( а , ,  а 2 , . . . ,  а„) будетъ изображешемъ точки 
(flj , йг , , а п) .

В ъ  т а к о м ъ  с л у ч а е  в о к р у г ъ  т о ч к и

, ^ 2 ». • • у йп

м о ж н о  п о с т р о и т ь  о к р е с т н о с т ь

(Q) ~  Ху &ч -f- в (v =  1 , 2  я ; s >  0 )

и в о к р у г ъ  т о ч к и

о к р е с т н о с т ь

( £ 1) а ,  —  B s g £ vs= a v +  S (v =  1 , 2 , . . . .  п; Ъ >  0 )

т а к о г о  с в о й с т в а ,  что  к а ж д а я  т о ч к а  ( £ , ,  £2, . . . ,  о б л а с т и  
О  б у д е т ъ  и з о б р а ж е ш е м ъ  о д н о й  и т о л ь к о  о д н о й  т о ч к и  
( * ! ,  х 2 , хп) о б л а с т и  Q .

*) Этотъ определитель носитъ назваше ф ун к ц 1о н а л ьн а го  опр е
д е л и т е л я  функщй и,, и , , . . . ,  ия по переменнымъ xlt х , хп.
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На э т о м ъ  о с н о в а н ш ,  м о г у т ъ  б ы т ь  п о с т р о е н ы  (и при- 
т о м ъ  о д н и м ъ  л и ш ь  о б р а з о м ъ )  п ф у н к щ й

и,(а?,, ?.)» •••> О»---* un(Si>
т а к ъ ,  ч т о  о т о б р а ж е ш е

'* 1  =  » i ( ? 1 . ....... £,)>
*2 =  (? 1  > ?2 > • • • > ?„)>

Хп =  и» ( j j , у 2 1 • • • > ?*) »

о т н о с и т ъ  к ъ  к а ж д о й  т о ч к е  (у , ,  £я)  о б л а с т и  jQ  имен
но т у  т о ч к у  ( x t , х 2, . . . ,  х„) о б л а с т и  Q ,  и з о б р а ж е ш е м ъ  к о т о 
р о й  т о ч к а  ( j f j ,  £2 , . . . ,  ! „ )  я в л я е т с я  в ъ  о т о б р а ж е н ш  А.

Отображеше St называютъ о б р а т н ы м ъ  относительно отобра- 
жешя А,  систему же функшй u t , u 2 , . . ия называютъ о б р а т н о й  
относительно системы функщй и2 , . . ип, или же —  результатомъ
о б р а щ е ш я  последней системы функщй.

О б р а т н ы я  ф у н к ц ш  не т о л ь к о  н е п р е р ы в н ы  в ъ  о б л а с т и  
но и и м е ю т ъ  в ъ  э т о й  о б л а с т и  н е п р е р ы в н ы я  п е р в ы я  

п р о и з в о д н ы я .
Дифференщалы функшй и 4, и2, . . . ,  ия получаютъ, разрешая 

уравнешя *)

— Wjj ( х , , х 2, * . . ,  х я) d x x +  •••-{- Wjn ( x , , x 2, . . . ,  xn) d x n ,

d]cn =  unj (xx i ^ ) x „ ) j  -f- • • • -(- unn ( х , , x 2 > • ■ ■ j x n) d x

относительно d x , , dx2 , . . . ,  dx„.
Е с л и  ф у н к ц ш  и м е ю т ъ  в ъ  о б л а с т и  Q  не

п р е р ы в н ы я  п р о и з в о д н ы я  д о  и - г о  п о р я д к а ,  т о  э т о  ж е  и м е 
е т ъ  м е с т о  и для  ф ункц1й u t ) U j , . . . , U e в ъ  о б л а с т и  О .

§ 127. Неявныя функщй о т ъ  многихъ перем'Ьнныхъ и 
системы неявныхъ функцШ. Мы ограничимся разсмотрешемъ

*) Мы предполагаемъ область Q выбранной такъ, что функцюналь- 
ный определитель нигде въ ней не равенъ нулю. Это же мы сделали и 
въ § 123.
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двухъ частныхъ случаевъ съ тою целью, чтобы лучше выяснить 
сущность вопроса. v

1. Д о п у с т и м ъ ,  ч т о  ф у н к ш я  F ( x , y , % )  в ъ  н е к о т о р о й  
о к р е с т н о с т и  т о ч к и  (х0, у0 ,^о) и м е е т ъ  н е п р е р ы в н ы я  п ер вы я 
п р о и з в о д н ы я .  С в е р х ъ  т о г о ,  п у с т ь  .F(xo|, у0, £о) =  0 ,  но 

F \ ( x 0, у0, ?0) z O .
Разсматривая отображеше

находимъ, что въ отношенш него выполнены все  ycnoeiH теоремы 
объ обращенш функщй. Именно,

м, =  х ,  и2 =  у , и8 =  F ( x ,  у,  д ,  

и функцюнальный определитель функщй ul , u i , u a принимаетъ видъ

Изображешемъ точки (х0 , у0, ^0) будетъ при этомъ точка

З-о =  хо> =  Уо, Зо =  О*

Согласно теореме объ обращенш, вокругъ точки ( * 0, у0, \о) 
можно построить окрестность

такого свойства, что каждая точка ( 5 , ty, §) области О  будетъ 
изображешемъ одной и только одной точки (х ,у ,% )  области <2 1) .

(Л ) *) =  У>
Ъ =  F ( x ,  у, *),

1 О О

О 1 О =  F \ .
F' F' F'г  х г  у г  к

(Q ) x0 —  e s s x ^ x 0 +  s , y 0 — e ? = y < y 0 +  e,

Zo —   ̂ ~ Z  =  Zo +  е

и вокругъ точки ( jo ,  о̂> 5о) —  окрестность

( О )  ¥о —  o ^ £  =  ¥o +  ^>tyo —  +  5

5о —  8 =  S =  Jo +  s

*) Очевидно, е ^  S.
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Отображеше, обратное А,  относящее къ каждой точке области &  
ту именно точку области Q,  изображешемъ коей она является при 
отображенш А,  въ нашемъ случае, очевидно, отвечаетъ равенствамъ:

( х  =  5 ,

( Ю  У =  9 ,

к  =  8 К?» 9 .  8) 1-

То обстоятельство, что отображеше является обратныиъ 
относительно А ,  выражается равенствомъ

ь = FQSf й ь) )>
которое остается вернымъ во всей области О .

Такимъ образомъ, въ частности

О =  F ( £ ,  Ц, g ( j £ ,  9 , 0 ) ) 1,

и притомъ во всемъ квадрате ( £ 0 —  8 , у0 +  S I 9 о —  ^>9 о +  8 >-

Если некоторая функщя ty) въ этомъ квадрате удовлетво
ряетъ уравнешю

0  =  ^ ( 5 » Й , * ( ? .  9) )

и она, кроме того, подобно функщй g ( £ , t y , 0 ) ,  удовлетворяетъ 
условш

<0 —  г ==<*>(?, 9 ) ^ ^ 0 + е ,
то

* ( ? . $ )  =  8 ( 5 *  9 > о ) -

Действительно, такъ какъ лежания въ области Q  точки 

*  =  ? .  У =  9 > £ = ? ( ? ,  9)
И

х  =  $ ,  y =  ^ , ?  =  g ( 3 f , J j , 0 )

имеютъ своимъ изображешемъ точку (£ , ty, 0 ) ,  то оне должны 
совпасть.

Нашему результату можно дать такое геометрическое толко-
ваше:
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Если п о с т р о и т ь  в о к р у г ъ  т о ч к и  (дг0 , у0, £о) п а р а л л е л е -  
п и п е д ъ

й> —  +

т о  в ъ  н е м ъ  на к а ж д о й  п р я м о й

х  =  £> У =

п а р а л л е л ь н о й  о си  ^-овъ, л е ж и т ъ  о д н а  и т о л ь к о  о д н а  т о ч к а ,  
у д о в л е т в о р я ю щ а я  у р а в н е н т

У р а в н е н 1е F ( x ,  у,  $  — 0  в п о л н е  э к в и в а л е н т н о  у р а в н е -  
Н 1 'ю   ̂ =  $ ( * ,  у,  0 ) ,  е сл и  р а з с м а г р и в а т ь  т о л ь к о  т о ч к и  па - 
р а л л е л е п и п е д а .

Функщя g  (х ,  у,  0 )  имеетъ въ области (х0 —  5 ,  +
у о  —  3, у0 -(- 3) непрерывныя первыя производныя, которыя нахо
дятся по правилу дифференцировашя сложныхъ функщй.

Если функщя F  въ области О  имеетъ непрерывныя произ- 
водныя до и-го порядка, то это же имеетъ -место относительно 

функщй g ( .v ,  у,  0 )  въ области ( * 0 —  3, х„ +  3 ; Уо— 3 , Уо +  3>-

2. П о л о ж и м ъ ,  ч т о  ф у н к ц ш  F ( x ,  у,  и G ( x ,  у,  в ъ  
н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  (х0} у0, %0) и м е ю г ъ  н е п р е 
р ы в н ы я  п е р в ы я  п р о и з в о д н ы я ;  с в е р х ъ  т о г о ,  п у с т ь  б у д е т ъ

^ ( * 0 , Уо> 1о) G ( x 0, у0, ^d) F_ (х0 , у0, ^0) Gy(x0, уа , 0̂) s  0 .  

Отображеше

7x0 — 8 ± s x ^ x 0 +  d , y 0 —  8 ^ y ± s y 0 +  8

F (x , y , Z )  =  0 ,
а и м ен н о, т о ч к  а

F { x o ,  Уо, К.о) — 0 ,  G ( x 0, у0 , ^0) — 0
И

(А)
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удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ теоремы объ обращенш. Именно, 

м , = х ,  иг =  F ( x , y , z ) ,  ut =  G ( x , y , i ) ,  

а функцюнальный определитель функцШ и , ,  м4 , м, принимаетъ видъ

Изображешемъ точки (х0, у0 , 0̂) въ этомъ случае будетъ точка

Мы можемъ теперь вновь построить соответственно вокругъ 
точекъ (х0, у0, %0) и (у0 , t)0 , j 0) окрестности, обозначенный нами че
резъ Q  и JQ , при чемъ каждая точка области О  будетъ служить 
изображешемъ одной и только одной точки области Q 1) .

Трансформашя, обратная А,  очевидно будетъ вида

То обстоятельство, что она будетъ обратной относительно А , 
выражается равенствами

1 О О

Уо — * o i  9о — g0 — 0 .

9 = 0̂?> &(?> 9- 8)i ® (?> 9. а)). 
ь = G(?> 8(?> 9. а). ©(?, 9» 5)).

которыя имеютъ место во всей области О .  

Такимъ образомъ, въ частности, имеемъ:

0  =  F ( ? , g ( ? , 0 , 0 ) , © ( ? , 0 , 0 ) ) ,  

o  =  G ( j f l g r ( ? l o , o ) , © ( ? , o l o ) )

во всемъ интервале (у0 —  3 , £ о + - ^ ) .

*) И въ этомъ случае также s >  3.
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Если въ интервал^ (у0 —  3, £ 0 +  Дв^ функщй

* ( ? ) .  Ф (?)

удовлетворяютъ равенствамъ

О =  F(z,<p  (у) ,  ф ( 5 ) ) ,

и, кроме того, подобно функщямъ § ( £ ,  0 , 0 ) ,  © ( у ,  0 , 0 ) удовле
творяютъ услов^ямъ

Уо —  e s =  <*>(£) г/о+ е ,

^о —  e s = ' H ? ) = = ? 0 +  e >
то

? ( у )  =  8 ( ? > ° > ° ) >  Ф ( ? ) “ ® ( ? > 0 . ° ) -

Действительно, такъ какъ обе лежания въ области Q точки

*  =  ? .  У =  » ( ? ) .  ^ =  Ф(JF)
и

*  =  ? .  У =  § ( 5 , 0 ; 0 ) ,  ^ =  © ( ? . 0 , 0 )

имеютъ своимъ изображешемъ точку (у, 0 , 0 ) ,  то оне должны 
совпасть.

Геометрически нашъ результатъ означаетъ следующее:

Е с л и  п о с т р о и т ь  в о к р у г ъ  т о ч к и  ( * 0, у0, 0̂) п а р а л л е -  
л е п и п е д ъ

х0— о ^ х ^ х 0 +  Ъ,

Уо —  е ^  У =  Уо +  е > Zo —  e =  Z =  Zo +  s >

т о  в ъ  н е м ъ  на к а ж д о й  п л о с к о с т и  * = у ,  п а р а л л е л ь н о й  п л о 
с к о с т и  (г/, ^), л е ж и т ъ  о д н а  и т о л ь к о  о д н а  т о ч к а ,  у д о в л е 
т в о р я ю щ а я  у р а в н е ю я м ъ

F(x, у,0 = °» G(x>y,Z) = 0 ,
а и м е н н о ,  т о ч к а

*  =  £> У =  & (?>  ° > ° ) ,  * = = © ( ? ,  0 , 0 ) .
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Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  с и с т е м а  у р а в н е н и й

F (x,y,z) = 0 , G ( x , y , $  =  О 

в п о л н е  э к в и в а л е н т н а  с и с т е м е  у р а в н е ш й

у =  $ ( х ,  О, 0 ) ,  ^ =  © ( * , 0 , 0 ) ,

е с л и  и м е ю т с я  в ъ  в и д у  т о л ь к о  т о ч к и  п а р а л л е л е п и п  е д а .

Функщй 0 ,  0 )  и ® ( х ,  0 ,  0 )  имеютъ въ интервале
(х0 —  8 , х 0 +  S) непрерывныя первыя производныя. Эти производ
ныя находятся по правилу дифференцировашя сложныхъ функщй. 

Изъ равенствъ

У» 0  — °» G (x > у ,  ^) =  0
следуетъ:

F '  dx -f- F '  dy -f- F ’ d  ̂=  0 ,

GJ dx +  Gy' dz/ +  G„' d% =  0 .

Эти уравнешя могутъ быть разрешены относительно dy, d^, пока 
точка ( х ,  у ,  лежитъ въ области Q .

Если функщй F  и G имеютъ въ области <2 непрерывныя
производныя до и-го поряака, то и у и ^ имеютъ въ интервале
(х 0 —  3 , х 0 -f- 3) непрерывныя производныя до м-го порядка.

Г л а в а  X I I I .

Неопределенные интегралы.

§ 128. Опред'Ьлен1я. Если въ интервале ( а , Ь )  функщя F (х) 
имеетъ производную / (х )  и, следовательно, дифференщалъ / ( x ) d x ,  
то F ( x )  называютъ п е р в о н а ч а л ь н о й  ф у н к ц 1ей или и н т е г р а -  
л о м ъ  функщй / ( х )  въ интервале ( а , Ь ) . х) Для выражешя этого

л
*) Если F  (х) имеетъ производную /(х) въ (а, Ъ),  то мы говоримъ, 

что F{x) есть интегралъ отъ /(х) въ (а, Ь).
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соотношешя пишутъ v

F ( x ) =  J * f ( x )  dx

( F  (лг) равно интегралу f ( x )  dx).

Такимъ образомъ, эта формула означаетъ то же, что и формула

d F ( x )  =  f { x ) d x .

Если -F0 (*)> а также и F  (х) суть интегралы функцш f ( x )  въ 
интервале (а ,  Ъ), то

d F 0 ( x ) = f { x ) d x ,  d F ( x ) = f ( x ) d x ,  

d { F ( x ) - F 0 ( x ) }  =  0.

Такимъ образомъ, по § 6 7  ( o r f e f l C T B i e ) ,  въ интервале (а ,  Ъ) 
разность F ( x ) —  F 0 (х) есть некоторая постоянная С, т. е.

F ( x )  =  F 0 (x) +  C.

Наоборотъ, F 0 (x)-\-C  всегда будетъ иьтеграломъ отъ f (x ) ,  
какова бы ни была постоянная С, ибо

d {  F 0 (х) +  С }  =  d F 0 (х)  = / ( * )  dx.

Выражеше F 0 (х) +  С,  въ [виду содержащейся въ немъ не
определенной постоянной, называютъ н е о п р е д е л е н н ы м ъ  инте- 
г р а л о м ъ  отъ f ( x ) .

Каждый интегралъ функщй f ( x )  можно получить изъ ея не
определенна™ интеграла, приписывая частное значеше п о с т о я н н о й  
и н т е г р а ш и  С.

И н т е г р и р о в а т ь  функщю —  значитъ найти ея неопределен
ный интегралъ.

§ 129. Сущ ествоваш е интеграла непрерывной функц!и.
Положимъ, что функщя f ( x )  н е п р е р ы в н а  въ интервале (а, Ь).

Если ( а ,  (3) есть произвольный интервалъ, содержащейся въ 
(а ,  Ь), то мы обозначимъ

черезъ М ( а ,  (J) н а и б о л ь ш е е ,

черезъ т { а ,  |3) н а и м е н ь ш е е
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значеше функщй, встречающееся въ интервале (а ,  [3>.
Произведете

(3 — <х)М (а , 9)

мы будемъ обозначать знакомь R ( a ,  J3).
Если а  <  у <  [3, то

R ( a ,  Р) ^  R ( a ,  у) +  R ( y ,  0).
Ибо очевидно, что

М ( а ,  и М ( а ,  М ( у ,  $),
а потому и

(у —  а ) М ( а ,  £) ^  # ( а ,  у),

(& —  у ) М ( а ,  P ) ^ R ( y ,  Р),

откуда путемъ сложешя выводится доказываемое неравенство.
Мы теперь разложимъ интервалъ (а,  Ь) на частные интервалы

( д , ? (хх, х%), . . , ,  (Хр j , Ь)

(а  <  х х <  х2 <  • • • <  хр _  j <  Ь) и это разложеше обозначимъ че
резъ 3 -  Сумму

R ( a ,  x x) +  R ( x u  x 2)H \-R{xp _ v b)

мы обозначимъ черезъ

s ( 3 ) .
а

съ  целью выразить ея зависимость отъ а ,  b и 3 -
Фигура 9 показываетъ (при р  =  3) геометрическое значеше

i
выражешя S (3 )  Для случая, когда въ основаше кладется система

а

прямоугольныхъ координатъ.

Положимъ, что разложеше 3  вы
водится изъ разложешя $  черезъ раз
ложеше какого - нибудь изъ частныхъ 
интерваловъ, —  напримеръ, интервала 
{а ,  (3) —  на д ве  части

О а X, Хг Ь
<“ , 7> и (у,  Р> (а <  Y <  9).  фиг- g
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Ь _  Ь 
Чтобы получить S ( 3 ) !  нужно заместить въ выраженш S ( 3 )

а а
•членъ

R (<х, Р) черезъ R ( a ,  т) -j- Я ( т , (}).

Мы можемъ поэтому быть уверены въ томъ, что

S ( 3 ) 2 s S ( 3 ) .
а  а

Ь
Такимъ образомъ, S (3 )  не увеличивается при разделенш на

а

две части частнаго интервала разложешя 3 -  Применяя это замеча-
ъ

Hie несколько разъ, легко видеть, что S ( 3 )  не увеличивается
а

при переходе отъ 3  къ новому р а зл о ж ен ш , получаемому 
черезъ п о д р азд ел еш е (т. е. черезъ прибавлеше къ старымъ но- 
выхъ точекъ дЬлешя).

Последовательность 3t> Зг> Зз> • • ■ мы будемъ называть 
цепью  3 -о в ъ ,  если каждое 3»  + t выводится черезъ п о д р а зд е л е 
н а  изъ З я .

Е с л и  8 i >  З г >  З з >  • • • е с т ь  U t n b  3 ‘ т о в ъ > т о

S ( 3 i) 2 e S ( 3 . ) 2 s S ( 3 , ) £ - ,
а  а  а

такъ что

S ( 3 i ) ,  S ( 3 a ) ,  S
а  а  а

есть убывающая последовательность. Эта последовательность 
ограничена, ибо для каждаго 3  выполняются неравенства

(Ь —  а ) т { а ,  Ь) ^  S ( 3 )  -= (Ь —  а ) М ( а ,  Ь).
а

Изъ § 16 мы можемъ поэтому заключить, что

liHiS(3«)
а

существуетъ.
Мы теперь сравнимъ оба выражешя для суммъ

8 ( 3 )  и S ( 3 ' ) .
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Положимъ, что 3  имеетъ р ,  а 3 '  имеетъ р' частныхъ интер- 
валовъ. Пусть В будетъ наибольшая длина частнаго интервала раз
ложешя З ’ 1) а 3 '— наибольшая длина частнаго интервала разло

жешя 3 ' .
В ъ  отношенш разложешя 3 '  частные интервалы разложешя 

3  распадаются на 2  класса:
1 . таюе, которые лежатъ въ одномъ изъ частныхъ интерва- 

ловъ разложешя 3 '
2 . таше, внутри которыхъ содержится, по крайней M tp t ,  одна 

изъ точекъ дЬлешя разложешя 3 '  •
Число частныхъ интерваловъ второго класса, очевидно, не мо

жетъ быть больше, ч-Ьмъ р' —  1 .
ь

Члены J? ( a , (3 )  и S ( 3 )  мы называемъ членами перваго или
а

второго класса, смотря по тому, будетъ ли (а ,  (3) частный интер
валъ перваго или второго класса.

Зам-Ьстимъ въ каждомъ член-Ь R ( a ,  [3), принадлежащемъ ко 
второму классу, число М ( а .  (3) числомъ т ( а ,  (3). Тогда сумма этихъ 
членовъ и членовъ перваго класса не будетъ больше, чЪмъ

8 ( 3 ' ) -
а

Но предпринятое нами уменыиеше не больше, чЪмъ

(р1— 1 ) Ъ { М ( а ,  Ъ) —  т ( а ,  Ъ) } .

Поэтому, положивъ М ( а ,  Ь) —  т ( а ,  b) =  c ( a ,  Ь), мы можемъ
писать

S  ( 3 )  =  S  ( 3 ' )  +  (/»'—  1 ) 8 о ( в ,  Ь).
а  а

Но на томъ же основанш

8 ( 3 ' )  =  8  ( 3 )  {Р 1) S' а (д., Ь).

’) Ни одинъ изъ разсматриваемыхъ интерваловъ не долженъ, сле
довательно, быть больше, ч'Ьмъ В, и, по крайней м^р^, одинъ долженъ 
быть равенъ S. Подъ длиной или величиной интервала разум^нотъ раз
ность (3 — а, если а есть его нижняя, a (3 верхняя граница.
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Пусть теперь 3 , ,  Зг> З з > - - -  будетъ ц-Ьпь З ' в ъ : и м е ю щ а я  
то с в о й с т в о ,  ч т о  Ито„ =  0 >1) Такую цепь мы будемъ называть 

о с о б е н н о ю  цепью З ' в ъ -
Пусть дал%е З Л  З а ' ;  З з \  • • • будетъ п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  

разложенШ имеющихъ то свойство, что Нш8* ' =  0 . ‘ ) Такую по
следовательность мы будемъ называть о с о б е н н о ю  п о с л е д о в а 

т е л ь н о с т ь ю  З ' в ъ - 
Мы знаемъ, что

lim S (3„) =  S
а  а

существуетъ, ибо

s e a ) ,  s e a . ) ,  в о з . ) » - - -
а  а  а

есть ограниченная убывающая последовательность.
Мы знаемъ дальше, что последовательность

S ( 3 i ' ) ,  S ( 3 » ' ) ,  S C 3 . ' ) , - - -
а  а  а

ограничена. Если намъ удастся доказать, что она имеетъ только 
одну точку сгущешя, то отсюда будетъ следовать, что она схо
дится. Пусть же теперь S '  будетъ такая точка сгущешя. Тогда изъ 
нашей последовательности можно выделить такую частную после
довательность

S (3 i)»  s (3»). S ( 3 a) , . . . ,а а а
ЧТО

S  Ш  =  S ' .
а

Применимъ теперь къ суммамъ

8 ( 3 . )  и S ( 3 J
а  а

’) ^ « ( V )  есть наибольшая длина частныхъ интерваловъ разложе- 
шя 3 п (3« ') .

Ковалевскш. Диффференщальное и интегральное исчисление. 1 3
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найденный выше неравенства; тогда получимъ:

s ( 3 . ) - ( p , - 0 8 . « ( e ^ ) ^ s ( 3 . ) .
а  а

Ь ГЗ ) есть наибольшая длина, а р (р  ) есть число частныхъп  >■ т.' ' I  п • -» т

интерваловъ въ разложеши 3» (З т ) -
Если оставить т неизменяемымъ и изменять и . давая ему после

довательно значешя 1 , 2 , 3. . . . ,  то первое неравенство даетъ намъ:

S ^ S ( 3 J .
а  а

Если оставить и неизменяемымъ и изменять иг, давая ему после
довательно значешя 1 , 2 , 3, . . .  , то второе неравенство даетъ намъ:

S ' ^ S ( 3 „ ) .
а

Изменяя въ этихъ новыхъ неравенствахъ ш и п и  давая имъ 
последовательно значешя 1 , 2 , 3 , . . . ,  мы получимъ:

ъ ъ
S ^ S ' h S ' ^ S .
а  а

Поэтому

в--в.
а

Этимъ доказано, что ограниченная последовательность

S ( 3 i ' ) .  S ( 3 4'). S ( 3 . ' ) . - - -
а  а  а

Ъ
имеетъ единственную точку сгущешя S . Мы можемъ поэтому

а
написать

Hm S(3„') =  S
а  а

и высказать следующее предложеше:
Е с л и  ф у н к щ я  / ( * )  н е п р е р ы в н а  в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь)}

ь
то S  ( 3 )  сходится и всегда имеетъ одинъ и тотъ же пре-
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д-Ьлъ, к о г д а  3  п р о б Ъ г а е т ъ  л ю б у ю  о с о б е н н у ю  п о с л е д о в а 

т е л ь н о с т ь  З ' в ъ ' у
ъ

Мы знаемъ, что S  ( 3 )  будетъ постоянно не меньше, чемъ
а

(Ь— а ) т ( а , Ь), и не больше, ч%мъ (b — а) М ( а ,  Ь). Отсюда следуетъ:

ь
( b —  а) т (а ,  Ь) ^  S  s i  {Ь — а) М (а , Ь).

а

А такъ какъ функщя

(Ь —  а ) / ( х )

н е п р е р ы в н а  въ интервале (а,  Ь) и въ одномъ м есте  этого интер
вала имеетъ значеше (b —  а ) т { а , Ь ) ,  а въ другомъ месте имеетъ 
значеше (Ь —  а ) М ( а , Ь ) ,  то, по § 33 , въ ( а , Ь ) существуетъ место 
5 такого рода, что

S  =  (Ь —  а ) № -
а

Если а  <  с <  Ь, то
Ь с  Ь

s = s + s.
а  а  с

Чтобы это доказать, следуетъ только разсмотреть особенную 

цепь 3 ~ въ: 3 i>  3*>  З з > - - - >  ’’Д’Ь 3 i  есть разложеше интервала
ъ

(а . Ь ) на (а,  с) и (с , Ь ).  Сумма S ( 3 n) распадается на две  части,
а

с  Ь

изъ коихъ одна стремится къ S , а другая къ S .
в с

Если положить
а Р
S =  —  S

8  =  О,
а

то, какъ бы ни выбрать лг,, х2, х9 въ интервале {а,  b) ,  всегда бу
детъ справедлива формула

О s + s + s=o.
*»
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Точно такъ же
* +  *>

(**) S =bf(x  +  Щ ,  ( 0 - 0 ^ 1 )
х

какъ бы ни выбрать х  и х  -j- Ь въ (а , Ъ ) .

Мы разсмотримъ теперь функщю
х

F ( x )  =  S ( a ^ c ^ b )
а

и покажемъ, что п о в с ю д у  в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь) он а  и м е е т ъ
п р о и з в о д н у ю  /(*)•

Если числа х  и х  +  h (h ^  0 )  лежатъ въ интервале ( а , Ь )  
то по формуле (* )

х -\ -Ь  х х -f- Ь

F ( x  +  b) —  F ( x )  =  S — S =  S
а  а  х

и, следовательно, согласно формуле ( * * ) ,

F ( x  +  Ь) —  F ( x )  =  h f ( x  +  9 6 ) ,  

а потому, въ виду непрерывности функщй / ( * ) ,

lim F.{X- ± 3 ~ F (X) =  f ( x )  > (lim h — 0)

т. е.

F  ( * ) = / ( * ) •  ( я  s i  *  з =  b )

Если применить предыдущая разсуждешя къ функщй— / ( х ) , 
то —  т (а , (3) будетъ наибольшее значеше функщй въ интервале 
<а, р>; вместо 2? (а, {3) появится выражеше

—  г (а, р) =  —  (р —  а) т («, р),
а вместо

8(3)а
выражен ie

ь
—  S ( 3 )  =  —  { г  (а, * ,)  +  r ( x 1 , * 2) ч \-r(xt_ v b) } .

а  А
Ь

Если 3  будетъ пробегать особенную цепь З -то въ ,  то —  s ( 3 ) ,
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убывая, будетъ стремиться къ пределу, который мы обозначимъ

черезъ —  s .
а

Функшя

Ф (х)  =  —  s (s =  0)
а  а

х
имеетъ тогда производную— / ( * ) ,  a s имеетъ производную f ( x ) .

а
х х

Выражешя S и s имЬютъ, такимъ образомъ, одну и ту же
а а

производную. А такъ какъ они, сверхъ того, равны нулю при х — а, 
то повсюду въ интервале (а, Ъ)

X X
s =  S,
а а

и въ частности
ъ ъ
в =  8 .
а а

Ъ Ъ Ъ

Но, такъ какъ —  s ( 3 )  убывая стремится къ —  S ,  т о  s ( $ )
а  а  а

Ь Ъ
стремится возрастая къ S ,  между темъ какъ S ( 3 )  стремится

а а

къ тому же пределу у б ы в а я .
Такимъ образомъ, для каждаго разложешя $

s ( 3 ) ^ s ^ s ( 3 ) ,
а  а а

ибо особенную цепь 3 ‘ товъ можно на
чинать съ любого разложешя.

Фигура 10 показываетъ геометри-
ъ

ческое значеше выражешя s ( 3 ) -  На
а

фигуре 9 было показано геометриче-
ъ

ское значеше выражешя S ( 3 ) .
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§ 130. ПршгЬнеже р езул ь татов ъ  дифференцировашя.
1. Положимъ, что степенной рядъ

д0 +  <*!* +  а гх 1 ^------

имеетъ рад1усъ сходимости, о т л и ч н ы й  о т ъ  нуля. Если положить

f {x) =  «о +  а хх  +  а2х2 Н ,

то въ интервал-fe ( —  р, р)

имеетъ тотъ же рад1усъ сходимости р, что и рядъ (i0 -\-al x-\- 
-j- а гх2 - f  • • •, и въ интервале ( р, р) первый рядъ имеетъ произ
водную а0 а хх  -\- л2х 2 +  • ■ •.

Если все  коэффищенты, следующие за дя, равны нулю, то мы 
имеемъ ц е л у ю  р а щ о н а л ь н у ю  функщю и

Такимъ образомъ, интегралъ целой ращональной функцш w-ой сте
пени есть целая рашональная функщя (и +  1 ) -о й  степени.

2. Если х  >  0 ‘) ,  то для всякаго значешя п.  отличнаго о т ъ —  1,

J *  / (х )  dx  =  С  +  До X +  а‘ * - +  +

В ъ  самомъ д е л е ,  по § 90  рядъ

Г ( а о +  a t x  -f--------- 1-  a„xn) d x

d  =  x" dx.  n 1

xn+ 1
(cp. §  65 )

Такимъ образомъ, при x  >  0

') При целыхъ значен1яхъ п нетъ надобности делать это огра- 
ничеше; необходимо только исключить значеше х — 0 для п — — 2 , — 3 , . . .
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Напримеръ,

у у ь - с + > у ^ .

Г dxВ ъ  случаъ п — — 1 нашъ интегралъ ооращается въ / —  ■ 

Но мы знаемъ. что

d l o g x  =

Отсюда сл-Ьдуетъ, что при х  >  О

У ^ г =  c + > ° g * -

При х  <  0 имЪем ь:

d log (—- х)  =

такимъ образомъ
^ d x

х С  +  log ( - . г ) .

3. Такъ какъ при я >  О 

loga
^ А -  =  я-" d x ,

то

ах d x  — С  +  г— -•
1 l o g a

В ъ  частности

J  е* d x  — С +  ех ■

4. Изъ равенствъ

d (— c o s x )  =  sin x d x ,  d sin x  =  c o s x d x

слЪдуетъ: ' )

J : s \ n x d x = C — c o s * ,  J * c o s x d x  — С  -f- s i n * .

Изъ равенствъ

d tg *  =  d'\ , d (—  cot * )  =  f x ■ *  cos1* ’ v 7 surx

1) Это можно было бы вывести изъ рядовъ для cosx и sinx, при
меняя No 1.
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вытекаетъ:

f * —~- =  C -| - tg x ,  X * — С —  c o t x .COS2x 1 & ’^/ Sin2 л;

В ъ  первомъ (второмъ) случае переменная х  должна быть ограни
чена интерваломъ, въ которомъ c o s x  (s in x )  не нуль.

5. В ъ  интервале (— 1, 1)

1 ,  \ d x  j  d x
а ( — arc cos x )  =  : ••, a  arc s in x

V l  — x 2 ’ '  ‘  / l  —  X 2

Такимъ образомъ,

d x

vr
а также

Изъ равенствъ

Г  d x

J  vr--^

С  —  arc cos x , 

С -f- arc sin x .

d  arc tg x  =  j ^ - j 2 и d (—  arc cot x )  =

мы заключаемъ, что

+  X ;

а также, что

d x

J  ! x ~ a  =  С +  arc tg x ,

/ „ . . =  С  —  arc c o t x .
1 - f  X 2

Суммы arc cos x  -f- arc sin x  и arc tg x  -j- arc cot x  суть величины 
постоянныя. Легко найти, что каждая изъ нихъ равна тт/2. СлЪауетъ 
только принять въ  соображеше, что

г  , т  , л . тс 1
tg -7-  =  cot -7-  =  1 И COS -Г -  =  Sin - г  =  — —  •°  4 4 4 4 т/̂ 2

6 . В ъ  § 6 5  мы нашли, что

d xd  log (х  - f  ]/  1 - f x a) =
V \  +  xs 

Такимъ образомъ

= C + log (x + У1 +*2) •
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7. Мы разсматриваемъ интервалъ, въ которомъ функшя / ( х )  
повсюду остается положительной и имЪетъ производную. В ъ  та- 
комъ случай въ этомъ интервал^ (по § 65)

i l o g / W
такъ что

Такъ, наприм%ръ. если въ разсматриваемомъ интервале s in x  
остается положительнымъ, то

J *cot x d x  — J * =  С -f- log sin x ; 

точно такъ же

J  tg х  dx  =  i  =  С  —  log cos x

въ случае, когда cos x  остается положительнымъ въ этомъ интервале.

§ 131. Способы упрощ емя интеграловъ. 1 . Если с есть 
постоянная, то

J  с/ (х )  dx =  с dx .  (с 0 )

Доказательство :' )

d ( c F ( x ) )  =  cd  F ( x ) .

2- J*{f(x) + g ( x ) } d x  = J ' f ( x ) d x  + J ' g { x ) d x .

Доказательство: ‘)

d {  F ( x )  +  G (x )  }  =  d F ( x )  +  d G  (x ) .

3. Если функщй /' (x ) ,  g  (x )  и (x ) f  (x )  dx  существуютъ,

f ( x )  g (x) —  Л  ( x ) f ( x ) d x  

имеетъ производную

f ( x )  s' (x ) +  /' (x) g (x )  g (x )/ '  (x )  =  / ( x )  g ’ (x).

TO

*) Мы предполагаема что интегралы j  f(x) dx и J g  (x) dx существу
ютъ, и обозначаемъ ихъ соответственно черезъ F{x)  и G (х).
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Такимъ образомъ,

f f i x ) g' ix ) d x  =  f i x )  g (x )  — J ' g  (x) f  ( x )d x ,  

или короче:

f f ( x )  dg (x) = f ( x ) g ( x )  — j *  g ( x ) d f ( x ) .

Это есть правило и н т е г р и р о в а т я  по ч а с т я м ъ .  При помо
щи его нахождеше интеграла

/  f ( x ) g '  ( x ) d x

приводится къ  нахождешю (иногда более простого) интеграла

f S ( x )  f  ( x )d x

4. Положимъ, что F ( u )  имеетъ въ интервале (а ,  (3) произ
водную F'  (и) =  <р (и) и f ( x )  имеетъ въ интервале (а,  Ь) произ
водную f \ x ) .  Положимъ, сверхъ того, что все  значешя функцш 
f ( x )  лежатъ въ интервале ( а , [ 3 ) .  Тогда, по § 64,

d F { j  (х ) ) =  < p ( f ( x ) ) f  ( x ) d x ,
такъ что

F { f ( x ) )  =  J < p { f ( x ) ) f  ( x ) d x .

Но, съ другой стороны,

F { u )  =  j *  <p{u)du\

поэтому, въ силу равенства и — f { x ) ,

<р (и) d и =  J  4> { f { x ) ) f ' { x ) d x .

Эта формула показываетъ, какъ производится п р е о б р а з о в  а- 
н i е интеграла, т. е. какъ ввести въ интегралъ новую переменную. 
Замещаютъ и черезъ f { x ) ,  a du  черезъ f { x ) d x . x)

‘) Если бы для обозначешя интеграла употребляли не символъ 
j f ( x ) d x ,  a f  /(*) ,  то это преобразоваше не выражалось бы такъ просто. 
Въ выборе символа J / ( x ) d x  мы имеемъ проявлеше гешальной идеи 
Л е й б н и ц а .



ПРИМЕРЫ. 2 0 3

Если мы можемъ вычислить <р (и) du,  то, положивъ въ ре

зультате и =  / ( * ) ,  мы получимъ интегралъ

Г 4 > ( f ( x ) ) f  ( x ) d x .
U  /э ,

§ 132. П р и м е р ы . 1. Определить / Переменная х

ограничена интерваломъ, въ которомъ sin х  остается положительнымъ. 
Имеемъ:

Но / d x  _  /  sin x d x  _  /  sinx
sin x ~  J  sin1 x — J  1 — cc

dx 
cos2 x

такъ что
1 — cos1 x 2 \ 1 — cos x 1 +  cos x / ’

/ d x  _  1 /  s i n x i x  | 1 /  sin  x d x
sin x ~~ 2  J  1 — co s x 1 2  J  1 -f- co s x

=  C +  y l o g ( l  —  c o s x )  —  у  l o g ( l  +  c o s * ) ,

или въ виду того, что

1 — cos х  =  2  sin* ~  , 1 +  cos х  =  2  cos*

имеемъ, наконецъ:

f  £ = с + 1о̂ т -
Такъ какъ

х2 t£T —2
sin лг =  —

l + t g * !

X  V
то s in x  и tg у  имеютъ одинъ и тотъ же знакъ. Поэтому t g ~

есть величина положительная, ибо мы предполагаема что sin х  оста
ется положительнымъ.

Чтобы вычислить /  следуетъ положить х =  —  и

тогда

/ *  d x
* И  ------------------ )J  COSX' 5

J  cosx = f  sin» =  c  +  1ог 1-  т -
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такъ что

-  с  + 1о̂  (т+т)-
2. Интегрируя по частямъ, найдемъ:

J * e ~ xx d x  — — е~* х  +  е * dx>

J *  e~xx2 dx — — е~хх2-\-2 J *  t~xx d x ,

j * е~х х" dx  = — е~хх п-\-п J * e ~ xxn~l dx.

Отсюда следуетъ:

J * е~* х" dx  =  — е~х {  х"-\-пхп~1 -j-и  (« —  1)х”~2-\------- 1- « ! } - ( -  С,

такъ что, положивъ
х “ = / ( * ) ,

имеемъ:

J ’e~xf ( x ) d x  =  — e- * { f ( x ) + f  (х)Н + -/(я)(х ) }  +  С.

Эта формула остается справедливой и въ томъ случае, когда 
f { x )  есть произвольная целая ращональная функщя «-ой степени.

3. Для вычислешя интеграла

( — 1 < * <  1 )

мы полагаемъ
arc c o s х =  и.

Тогда

1 — х  1  — c o s  и (1 — c o s  и)1 , ,х  =  cos и,  ----- —— •- d x  — —  sm и du.
’ 1  +  -V 1  +  c o s -и s in J и  ’

Такъ какъ 0 <  и <  тг (по определешю функщй arc cos) и, 
следовательно, sin и >  0 , то

V I —  х  _  1  — co s  и

1 +  х  sin и

Наконецъ,

~ \ \ ~ j ~ d x  =  J *(cos и —  l ) d u  =  C +  sm u  — u,
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или

^ d x  =  С  - j- " j/l —  x 2 —  a r c c o s x .

4. Чтобы найти интегралъ

/ * № * ? - ,  ( , - а 2 0 )  
У  ( * - « Г  v '

где f ( x )  есть ц е л а я  р а ц ш н а л ь н а я  ф у н к ш я ,  а т —  целое поло
жительное число, следуегъ положить

х  —  а  =  и .
Тогда

/ ( * )  =  / ( й +  м) =/(<*) +  y j ’ (а ) +  j ] / ” (ДН ------
и

/ */ (* )< **  _ /y„\ Г * и I /'(<*) Г  du  i / " ( a) Г  du I
У  ( * _ « ) -  / W y  1 !  У  м* » - 1 +  2 !  У  м« —2 I "  ’ •

Все интегралы въ правой части могутъ быть найдены.

§ 133. И н тегрирован1е р а щ о н а л ь н ы х ъ  функцш. Пусть g( x)  
будетъ целая рацюнальная функшя, которая можетъ быть пред
ставлена въ виде произведешя только р а з л и ч н ы х ъ  множителей 
типа

х  —  с, (с -постоянная)
такъ что

g ( x )  =  ( x - c t) ( x  — сг) . . . ( х  —  сп)

и с . 2 f j ( i s i ) .

У ж е  Л е й б н и ц ъ  (въ 170 2  году) далъ методъ интегрировашя
дроби

т .
g(*)

где f ( x )  есть произвольная целая рацюнальная функщя.
Исходятъ изъ замечашя, что изъ равенствъ

1 =  х  —  а , т — х —  Ь, п =  х  —  с , . . .  

вытекаетъ равенство

т —  / =  а —  Ь,
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а отсюда делешемъ на /от получаютъ:

1  _  1  - а ~ ъ  

I т 1т ’
или

,L = j .  . JL
I т I т1

где а ,  р суть постоянныя.
Умноживъ обе части на 1/м, получаютъ:

1 _а $
\тп In Т * т п ’

и, следовательно, на основании уже найденной формулы разложешя 
(применяемой къ дробямь \/1п и 1 /отя),

1 а' ГУ v'£ -  +  Х
lm п I т  1 я

при чемъ а',  j3', 7 ' суть постоянныя, и т. д.
Такимъ образомъ ясно, что существуетъ разложение следу

ющего вида:

1  I j 1_______ _______

g(x) ~  — с, *  — г, Д" С

где числители а , ,  а2, . . . ,  а„ суть постоянныя.
Эти постоянныя могутъ быть определены следующимъ обра

зомъ: по приведении всехъ  дробей къ одному знаменателю g  (х) 
имеемъ:

, , я » _ G ( x )
X  —  Ct  X  Сп  g {  X ) ’

где G ( x )  есть выражеше вида

А 0 х » - '  +  А 1х " - 2+  - - +  А п_ Зх +  Ая _ г.
Положивъ

Ап — 0 ,  А г =  0 , . . . ,  А п _ 2 =  0 ,  Л п_ 1 =  1,

получаютъ систему п линейныхъ уравнешй для п неизвестныхъ по- 
сгоянныхъ а , , аг , . .  . ,  а „ .

Для определешя величинъ а можно поступать и такъ: имеемъ, 
напримеръ,
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или

а’ ' ' %я \
( х - т 1) : . 7 ( Г “ Г )  -  а «+ ( *  -  с *) ( - - Ь 2 + ■  • • + ■

Приближая .г къ пределу си  находимъ:

1  C ‘  I  r j )  ( 1  с з )  ■ • • ( ' 1  с „ )

На основами же формулы разложешя для 1 : g  ( .г ) :

П*У=  у я* Я * )
.? (*) .tTi ж — cv ’

такъ что

/ * f ( x ) d x  _  \ 7  ^ Г f ( x ) d x
J  S i x )  ' У  х - с /

Такимъ образомъ, остается только вычислить интегралы типа

/ ( х )  dx
X —  с

Съ этимъ же вычислешемъ мы познакомились въ § 132, No 4.
Л е й б н и ц ъ  разобралъ также и тотъ случай, когда знамена

тель ращональной функщй имеетъ видъ:

g (х) =  (х —  c,)*i (х —  с.гу>. . .  (х ■—  c j n  

( с. з г  ск , если i з г  к)

и kt , кг , . . . ,  кп суть произвольный целыя положительный числа, 
( и >  1 ).

Положивъ

мы можемъ написать

но

такъ что

/. =  х  —  с., (i — 1 , 2 , я)

1_ _  J  1_

а Ф )  h  h  g ( x )

т г *  — T '  +  T ’» ( * ц  «а— постоянный)*1 2 *1 *2

J  __ J ____
Ф )  Uz(x) '
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В ъ  правой части первымъ знаменателемъ служить выражеше

1\' 4 * ’ 1 V *  • • • п̂" 1
вторымъ— выражеше

ВсякШ разъ одинъ изъ показателей уменьшенъ, следовательно, 
на 1. Этотъ способъ можно применять дальше, пока еще имеются 
два различныхъ линейныхъ множителя. Такимъ образомъ приходятъ 
къ разложенш дроби 1 : g (х)  на дроби вида

Y

такъ что

J  S{X)
становится суммой интеграловъ вида

Г  f ( x ) d x

V  ( х - с Г

Эти же интегралы мы умЪемъ вычислить (ср. §  132).
Л е й б н и ц ъ  разсматривалъ, наконецъ, и тотъ случай, когда зна

менатель не разлагается на одни только линейные множители. В ъ  
этомъ случае, какъ тому учитъ Алгебра, функщя g( x )  можетъ быть 
разложена на множителей второй и первой степени, т. е. на 
множителей вида

х- -j- а х  -f- b 1) (а ,  ^-постоянныя)
и вида

х  —  с. (с -  постоянная)

Л е й б н и ц ъ  не зналъ еще этой теоремы. Ему поэтому не удалось, 
напримеръ, вычислить

Г  dxJ  * *  +  а ‘

*) Если бы имело место соотношеше а1 — 4 & > 0 ,  то трехчленъ 
х'2 4- ах +  b разлагался бы ^на два множителя вида х — с.  Мы должны 
поэтому принять, что 4 J  — я *  >  0. Тогда х* +  ах +  Ъ, будучи равно

[х -\- аЛ  +  J имеетъ только положительныя значешя.
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и онъ думалъ, что эта функщя не можетъ быть выражена черезъ 
извЪстныя функщй. Онъ пытался даже д о к а з а т ь ,  что выражеше 
л 4 -j- а* не можетъ быть разложено на два квадратныхъ множителя.

Если L (х )  есть произведете линейныхъ, a Q (х )  есть произ
ведете  квадратныхъ множителей функцш g (х ) , то 1 / Ь ( х )  есть 
сумма членовъ вида

( х - с ) я '

такъ что наша рацюнальная функщя есть сумма членовъ вида 

Л(х)  = ------№ --------
С  ( * ) ( * - « ) “

Но

или
Q  ( * )  =  Q  0 0  +  ( *  —  с) <2 , (х) , •) 

Q(c) =  Q ( x ) - ( x ~ c ) Q l (x),

при чемъ Q t (x)  означаетъ цЪлую рашональную функщю. 

Такъ какъ Q( c)  >  0 ,  то мы можемъ писать

Я ( х )  _  / W  Q(x)  — (x — c ) Q t (x)
К Q ( C )  Q ( x ) ( x - C ) m ’

такъ что
/ ( х) /. (*) . 24

т  = Q ( c ) ( x - c ) ”  в ( х ) ( х - с ) ” - 1

Мы умеемъ вычислить интегралъ

А
f ( x )  d x  

а къ дроби

Я, (ж) =  f t ( x ) .....
Q(x)  (х - с Г ~ '

мы можемъ применить тотъ же методъ приведешя и т. д., пока,

•) Это, если угодно, можетъ быть выведено изъ формулы Тэйлора.
’) /, ( * ) = / ( * ) &  (x) :Q(c).

K o i ja j i b c k i S .  Двфференщальное- и интегральное иечислеше. 1 4
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наконецъ, кроме изв-Ьстныхъ интеграловъ, намъ нужно будетъ вы
числить еще только интегралъ вида

Г F { x ) d x  п

J  С ( * )  ' '

Если q x , q 2 суть два р а з л и ч н ы х ъ  множителя функцш <2( х ) ,  
такъ что

qx =  х» - f  а х х  +  Ъх , 

q% =  x 2 +  a 2 x  +  Z\>,

то для дроби 1 / q x q 2 существуетъ формула разложешя, которая мо
жетъ оказать тЪ же услуги, что и прежняя формула для 1 /1т.

В ъ  случай а х =  а 2

q2 — qx =  b2 —  bx, (bl —  b2 ^ 0 )
такъ что

1 _  1 =  —  bt

?. ?2 _  ?1 ?. ’
или

1 , . р ,  I р,
?» ?1 ?1 ?. ’

при чемъ Р, =  —  £г =  1 : {b2 —  bx).
В ъ  случае а х s  а 2

х (ч% ?i) _  I ^
аг — о, "f* в, — а,

будетъ выражешемъ второй степени, какъ и j ,  и Мы пишемъ

a?  = x 2 + aix  +  b3 =  qs-
Но

(а2 дз) ? 1 ( лз f l i )  "Н ( й 1 йа)9'з

есть постоянная с, потому что члены, содержание х 2 и х,  уничто
жаются. Эта постоянная о т л и ч н а  о т ъ  н у л я .  В ъ  самомъ деле , 

вставивъ вместо q3 его выражеше, мы получимъ:

(«а —  +  х)  +  («з —  Й1 —  х) q2 =  с.

') F(x) есть целая ращональная функщя.
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Если бы было с =  0 ,  то при х — а 3 —  я2 должно было бы быть

(«3 ^1 ^0 =  ^ »

или, принимая въ соображеше, что первый множитель приводится 
къ выражешю а г —  й, 2  0 , мы имели бы q2 =  0 , что невозможно 
(ср. подстрочное прим%чаше на стр. 2 0 8 ) .

Теперь мы имеемъ

а 1 — а з  х  I а з — a t  ~ ~  х  с

где

?2 ?1 ?1 Ь

1 _  а, х +  р. . а , *  +  р,
?i Чг ?i У» ’

- а ! =  «г =  1 /с и р, =  (д 3 —  лО/с, р2 =  (д2 — д3) / с .

Въ случае а х =  а 2 формула разложешя имеетъ тотъ же видъ, 
что и вышеприведенная. Только въ этомъ случае а ,  =  а2 =  0 .

Пока въ целой функщй Q (х) еще будутъ содержаться два 
различныхъ множителя второй степени, можно будетъ съ помощью

/ i F ( x ) d x
нашей формулы разложешя привести интегралъ / - gj(xy' къ ДВУМЪ

интеграламъ, въ которыхъ знаменатели подъинтегральныхъ функщй 
будутъ содержать меньше однимъ квадратнымъ множителемъ. Мы 
приходимъ, такимъ образомъ, окончательно къ интегралу вида

/ G ( x ) d x  

(.х1 +  а х  +  b f

При этомъ G ( x )  есть целая ращональная функщя, т— положитель
ное целое число и 4 Ь —  я 2 >  0 .

При

х  +  %  =  и ,  Ъ - $  =  Ъ\

/ G (х) d x  Г  Н ( и —  переходитъ въ /  — —

(х' +  а Х +  Ъ)т у  J  {у> +

:) d и 

+  h1)m

Этотъ новый интегралъ распадается на некоторое число ела-
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гаемыхъ, и, если отвлечься отъ постояннаго множителя, то одни 
слагаемый будутъ типа

а друпя будутъ типа /
и*’ d и 

( * *  +  ** )"

/ *  и"  * Ч и
J  (и' +  ь > г ’

( v — 0 , 1 , 2 , . . . ) .

Если введемъ новую переменную u% — t, то в т о р о й  инте
гралъ преобразуется въ интегралъ

— Г —
2  J  (* +

dt
1 +  Р)т

который мы умЪемъ вычислить.

Что касается п е р в а г о  интеграла, то сл-Ьдуетъ заметить, что

и г  ,  =  ( и *  _|_ _  р у ,  =  ( М2 +  р у  _  \ +  h i y - 1 h t  + . . .  ±  р

Согласно съ  этимъ первый интегралъ будетъ линейной ком- 
бинащей интеграловъ

Г  d u  Г  d u   Г  d u

J  «» +  *> J  (и* +  h'Y  (и* +  А’ Г  ’

при чемъ не принимается, быть можетъ, во внимаше некоторая ра- 
шональная часть. Но для р  >  1

(____ “____ у = :____ L ___
Xfu’ +  h2) * - 1/ (ut +  bi )p~ 1[ (u '  +  h1) ? - 1/  (и1 +  («> +  /;»)*

=  —  2 р  +  3  2 ( p - \ ) h '

(и1 - f  ’
такъ что

(и* +  h y —  1 + 2<̂  -

или

/
id u    2  p  —  3  j  d u

(u> +  hy  ~  ( 2 p - \ ) h \ J  (u' +  P ) f - T 2 ( p  —  \ ) P  (u1 +  b*)*
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Сообразно съ  этимъ интегралъ

(на +  h')p
приводится къ интегралу

d u
(Р >  О

(„1 +  /Я)? - 1 ’
d u

такъ что окончательно остается только

/ иа +  А*
d u

Этотъ же интегралъ равень

Зам1>чан!е. В ъ  нашемъ интегрированш мы обходимся исклю
чительно ращональными функщями, функщей log и функщей arctg. 
Такимъ образомъ, эти функцш достаточны для интегрировашя всехъ 
ращональныхъ функшй.

чаемъ черезъ ращональную операщю. Пусть г , ,  г2 , . . . ,  ги бу
дутъ рацюнальныя числа. ’ )

Положимъ, что по приведенш всехъ  г къ одному знаменателю

Если теперь положить

х  =  tK, такъ что dx  =  ntH~ l dt ,  

то нашъ интегралъ преобразуется въ интегралъ

J*гЯ(гя‘, /н>, tni ) n t n~ 1dt,

гд'Ь n d i ( tn', tnk ) t ” — x есть целая ращональная функщя.

*) Переменную х, а затемъ и переменную t мы ограничимъ поло
жительными значешями.

§ 134. И н т е г р а л ъ  Г ш  ( x r‘, аег«,. . . ,  асг*)  d x .  Мы обозна-

«1 «2
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§  135. И н т е г р а л ъ  J * 9? { х ^ а о х 1- [ - 2 а 1х  +  а.г ) d x . x) Если 

положить

у =  ] / а 0х* +  2 a l x  +  a i ,

то это уравнен1е будетъ представлять одну половину кривой вто
рого порядка. Пусть (х0 , у0) будетъ одна изъ точекъ этой поло
вины. Тогда всякая прямая, проходящая черезъ точку (х 0 , у0), т. е.
всякая прямая

У ~ У о  =  (x —  x0)t ,  

пересЬкаетъ кривую въ одной точке. Полагая въ равенстве

у2 =  (1qX~ - 2 А  -}- 

У — У а +  { (х  —  х0), найдемъ, что (для х  3 5 : х 0)

2 'уо * +  (х —  х0) Р =  а0 (*  +  *„) +  2 ах,
такъ что

х - Х о  =  - 2 { а ° Х° +  а ' }  +  2 ч ° *  =  г ( 1 )  
а 0 t

и

„ „ _  — 2 К  *0 +  a.) t +  2у — у о -  j — ^

З д е сь  координаты точки кривой выражаются ращональными 
функщями r ( t ) и s(t)  п а р а м е т р а  t. Такая кривая называется р а -  
ш о н а л ь н о й .  Такимъ образомъ, кривыя второго порядка суть ра
щональныя кривыя.

На этомъ основана возможность превращешя интеграла

f  9Ч ( х , ] / а 0 х2 -j- 2 a l x-\-ai ) dx

въ интегралъ отъ ращональной функщй.
А именно: введя новую переменную t, получаютъ интегралъ

‘) Мы находимся въ Интервале, где а0х2 +  2 а,х +  аг совсемъ не бы- 
ваетъ отрицательнымъ; х0 есть частное значеше изъ этого интервала, а

Уо =  У Ч  V  +  2 а, *„ +  а , .
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я  (Г (f), s( t))r'(t)  

есть рацюнальная функщя.

З а м Ё ч а н !я .  Если я 2 ;>  0  то мы можемъ положить х0 — 0 ,  

Уо =  У а г- Тогда

„  _  2 1 У~а^ 2  а , 4 i   а0 У~а^ 2  а , +  У а г
Х ~  а0- Р  ’ У -  ’

J  _  о Д о У а Г -  2  а , < +  Р  У ^  
a X ~ Z

Если я2 <  О, то
а 0х 2 +  2 я , х  +  а2

будетъ отрицательнымъ при 1  =  0  и положительнымъ въ интервале, 
въ которомъ мы интегрируемъ. Поэтому существуетъ такое значе
ше х0 , что

Уо2 =  а о хо2 +  2 a v х0 +  а г =  0 .

В ъ  этомъ случае

  2  (я„ *„ +  « .)  _  2 (а0 х0 +  а ,) /
  а, - / 5 ’

j „   ___ 4 (а„ х„ - f  a ,) t d t
йХ -  (а0 - < Т  ‘

Для flo x 0 +  ^i =  0  мы имели бы

а0 х2 +  2 а х х  +  а 2 — а 0 {х —  л-0) г
и

] / а 0 (х —  х 0)г =  +  (х — х0) ] / л 0,

такъ что функщя 9 } ( x ,  ] / а 0х2 +  2 а хх д2) была бы ращональной.
Если кривая не будетъ конечной, то точку (х0, у0) можно 

взять безконечно удаленной. Прямыя

У —  Уо =  ( *  —  * „ ) / 

становятся тогда п а р а л л е л ь н ы м и  одной изъ двухъ прямыхъ1)

*) Въ случае а0 <  0 кривая будетъ конечной. Ея уравнеше можно 

написать въ виде — а0 (х +  —] +  у1 =  аг — — .
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у =  л- У  а 0 и у =  —  л' У  а0 . 

Поэтому мы полагаемъ, напримеръ,

Тогда
y =  x ] / a 0 +  t. 

а 0 х* -{- 2  xt  У  ап +  /а =  а0хг -f- 2  д ,  х - f  п%,
такъ что

а г +  /2

2 a t —2 t Y a<,

Переменный х,  у опять становятся ращональными функщями 
отъ t.

§ 136. Интегрирование биномныхъ дифференцйгловъ. 
Пусть а ,  Ъ будутъ постоянныя, а т, р ,  q рацшнальныя числа. 
Тогда выражеше

называютъ б и н о м н ы м ъ  д и ф ф е р е к ц 1а л о м ъ .  Уже Н ь ю т о н ъ  за
нимался интегрировашемъ такихъ дифференщаловъ.

Мы полагаемъ

составляется рацюнально изъ / и t4. Такимъ образомъ, мы имеемъ

x f  (л л:”1) ’

Введя новую переменную

а  Ъхт — i ,
получимъ

р + 1

Если
р + 1

т
есть ц^лое число, то выражеше
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интегралъ того типа, о которомъ была речь въ  § 134. Чтобы вы
полнить интегрироваш'е, полагаютъ

t =  un,

где п есть знаменатель числа д .  Тогда интегралъ

/  =  ̂  а 5” (— у —) пи”- 1 du

делается интеграломъ рацюнальной функцш.
J  можно писать и такъ:

/ =  / . , *  + (Ь - f  а  х  ~  *)« d х  =  /V* (b - f  о  *"•)?• d x ,

при чемъ

Р\ ~Z Р ~~ ~  ̂*

Интегрнрсшаже, какъ мы знаемъ, удается, если

Pt +  1   /» +  *»7 +  1 _ _  / /> +  1 , \
т х т  \  т  ' *)

ИЛИ

£ - ± 1  +  а т 7
есть целое число.

/  можно поэтому преобразовать въ интегралъ рац!ональной 
функши, е сл и  о д н о  и з ъ  д в у х ъ  ч и с е л ъ

Ч г '  ?т т *
б у д е т ъ  ц е л ы м ъ .

Преобразоваше
кХ =  1

обращаетъ ]  въ

к J  М  + » > - ' {а +  Ь^ у ^  =  к J

Если привести р  и т къ одному знаменателю и положить 
его равнымъ k,  то числа />, и от, будутъ целыми.

Если бы и q было целымъ числомъ, то мы имели бы инте
гралъ рацшнальной функши.
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J  можно также преобразовать въ интегралъ рац1ональной функ
цш, е сл и  q е с т ь  ц е л о е  ч и с л о .

Наши результаты легче всего выразить, если предварительно 
привести интегралъ / къ виду

Тогда справедливо следующее утверждеше: /  можно преобразовать 
въ интегралъ рацюнальной функцш, е сл и  о д н о  и з ъ  т р е х ъ  ч и с е л ъ

Р> 9> Р +  ?

б у д е т ъ  ц е л ы м ъ .  Къ этому результату пришелъ уже Н ь ю т о н ъ .

§ 137. И н т е г р а л ъ  J *  9 t(c o s a c , sin ас) d a?. Такой интегралъ 

всегда можно преобразовать въ интегралъ рацюнальной функщй.
Сообразно съ теоремами сложешя для s in x  и c o s x

c o s х  =  cos2~  —  s,n2 y >  s in x  =  2 s in y C o s - | - ,

или
,  x . ,  x  .  . x x

cos —  sin -g- 2 sin у  cos у
c o s x  = ----------------------- , s in x  =  -

,  X  X  ' X  . X
cos1-2 + sin1 у  cos1 "2 - +  sin1 у

ибо cos2 ~  +  sin2 =  1 .

Если же cos ^  0 ,  то м ы  можемъ разделить числителя и

X
знаменателя на cos2 -^ и тогда мы получаемъ

1 — 1% . 2 1
с08* =  Т + ? г 81Ч* = Т+7*'

при чемъ
* А Х*«= tg 2-

Если х  ограничить интерваломъ (— тс, тс), то 

4 -  =  arctg t,

*) Чтобы достигнуть этого, применяютъ преобразоваше хт =  t.
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такъ что
y  2 dtd x  ■ 1 +  /*’

и нашъ интегралъ преобразуется въ

/ •
m  /1 2 ( \ 2 dt
Я ll + <*’ 1 +ty  1 +

Но

9?
/1 -  t' 2 t \ 2
l l  -H 2’ 1 + ty l +  г*

есть ращональная функщя отъ f, потому что 9? означаетъ ращо- 
нальную операцш. Мы им%емъ, такимъ образомъ, интегралъ ра- 
щональной функщй.

По этой методЬ можно, напримЬръ, очень легко вычислить

А именно

такъ что

Г  d x  
/  sin x

J  sW x = f  T - C  +  logt ,

f з Ш  =  с  +  ]° £ ^ Г  

Если функщя 9 t ( K ,  v) обладаетъ гЬмъ свойствомъ, что

9 } ( — и, —  v) =  91 (и ,  v ) ,  

то мы можемъ выразить 94 ( c o s x ,  s in x )  ращонально черезъ

t =  t g x .
В ъ  самомъ д-Ьле,

cos х . sin хc o s x  —  -------------  1 s in x
y^cosJ x -)- sin* x ’ У  cos1 x +  sin1* ’

такъ что при c o s x ^ O ,

i  1 . i  t
C O S X  =  s i n  X  =

y T + T 1’ V i  + 1'

Поэтому 9? ( c o s x ,  s in x )  составляется ращонально изъ t и 
■j/ 1 +  г2. Это будетъ дробь вида
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g* =  A (t) +  B ( t ) V \ + t '
A  W - M ,  (t)V' + t 2'

гдЬ А ,  А , ,  В ,  B x обозначаютъ рацюнальныя функцш.
Умноживъ числителя и знаменателя на

А (0 — в, ( о / П и 1 ,
получаемы

R ( t) 5 ( 0  | / 1 - f -1-.

при чемъ R(t)  и 5 ( 0  суть ращональныя функши отъ i.
Теперь

ЭД (—  cos х , —  sin х)  =  (cos х,  sin х ) .

Но — c o s x ,  — s in x  получаются соответственно изъ c o s x ,  s in x  по- 
средствомъ замЪщешя | / 1 + Р черезъ —  ] / 1  +  Р ; поэтому

R  ( 0  - + - 5 ( 0  \/Т+Т> — R(t)  —  5 ( 0  у т + г \  

т. е. 5(/) =  0  и
(cos х ,  sin v) =  R ( 0 .

Если ограничить х  интерваломъ ( 2* г ) ’ то

х  =  arctg г1, d x  dtt +  /»

Поэтому нашъ интегралъ будетъ

R ( t )d t'
1 +  о ’

Свойство
А

9 t ( — c o s x ,  — s in х )  =  9? ( c o s x ,  s in x )  

можно выразить, принимая во внимаше формулы

cos (х  +  ~) — —  c o s x ,  sin ( х  +  к) — —  s in x ,  

стЬдующимъ образомъ: ,
5Н ( c o s x ,  s in x )  

е с т ь  ф у н к ш я  о т ъ  х  с ъ  п е р 1о д о м ъ  г..
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Такъ, напримеръ, въ силу равенства tg x — t, интегралъ

§ 138. Интегралъ /  COS” х  sin" х  d  х . Положимъ, что т
и п суть ц-Ьлыя числа. Такимъ образомъ, нашъ интегралъ есть 
частный случай разсмотр-Ьннаго въ § 137 общаго интеграла и мо
жетъ быть преобразованъ въ интегралъ рацюнальной функщй. Его 
можно также написать въ форме интеграла биномнаго дифферен* 
Шала. Если, напримеръ, положить

Три числа р, q, p-\-q, о которыхъ говорится въ § 136, будутъ

Одно изъ нихъ наверное будетъ целымъ, такъ что мы и на 
этомъ пути можемъ констатировать приводимость нашего инте
грала къ интегралу рацюнальной функщй.

Мы теперь выведемъ формулы приведешя, которыя позволяютъ 
уменьшить по возможности абсолютныя значешя чиселъ т и п .

Къ интегралу

можно применить интегрироваше по частямъ. Предполагая, что 
n -f-1 2 0 , находимъ:

sin* x — t, такъ что cos* х — 1 —  t

то мы будемъ иметь интегралъ.

здесь
it — 1 т — i т -f- в — 2

2  ’  2 ’  2

т, К <г 4 - 1 ' Я - f  1 ■ '* -2 , » + J '
cos’" - 'a s m "  +

if -L. 1 ' 11 1
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Точно такъ же изъ равенства

/  =  /  coswxsin х  ■ sin" ~ ’ x d x*п J
въ предположен^, что от-|-I s  0 ,  при помощи интегрировали по 
частямъ выведемъ, что

I    cos”  + 1 х sin” ~ 1 х . я — 1 j
' т , п  т  _|_ 1 " Г  т  ]  Jm +  2 ,  я  -  2  '

Но

J m~2 , п + 2 ~  J * cos”~2xsinn+2x d x =  J * cosM- 2 x s i n " x ( l — cos*x)dx

J m  — 2 , n J m ,  n
И

J m  + 2, « — 2 ”  ̂ y*cosm + 2 x  sin n~2xdx  =  J * cos” x  sin" -  2 X ( 1 — sin *x)d x

7 m  , я  — 2 J m ,  n '

Такимъ образомъ, (предполагая, что m +  « 2 0 )  мы можемъ 
вышеприведенный формулы написать и такъ:

т _  cos”* ~ 1 х sin" + 1 ж от — 1  ̂
m» и ТО +  И ОТ +  Я ” - 2 - "от +  и 1 от -j- :

г   cos’" + 1 х sin” ~ 1 *  . я — 1 j
J т ,  п  т Л - п  "Т" ОТ 4 -  И ^ ж. »> -  2‘

Если замостить от черезъ от +  2 въ первой формул-fc и опре
делить изъ нея Jm то придемъ къ равенству

Т cos”  + 1 ж sin + 1 X . т +  п +  2 т , . . -ч
= --------------^ + Т ---------- +  ^ Г + Т - /». + 2.« -  (от +  1 S O ) .

Подобнымъ же образомъ изъ второй формулы получимъ:

,  cos” + 1 х sin” + 1 х . о т  +  я +  2 г / I - ,  п\
L , n  =  ^ р т -----------+ - Т + Г -  L , «  + 2- (я  +  i s o ) .

Съ помощью этихъ формулъ приведешя приходимъ оконча-
I

тельно къ девяти интеграламъ

/о,о> Jt.t'y 7 - 1, - i>  /о, 11 7о, - 1 ; / 1. о! 7 i . - 1  i 7 - i , o i  7 - 1 . i •
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Ho

Далее

/ 0, 0 =  J * d x =  C-\- x, Jo, i =  J*sinxdx =  C — cosx,

Ji, 0=  J * cosxdx= C  + sinx.

J u - i  =  J  С +  log sin*,

7 - ы  = J *  dx — С —  log cos x , 

/o,-i =  /  i f e = C  +  logtg|-,

^ = c  +  l0gtg( l + T)-

B e t  эти интегралы уже раньше были нами найденьь

Оба недостающихъ еще интеграла ] х, , ,  , также опре
деляются непосредственно. Именно,

/ ы =  J^cosxsinxdx  — ^ J*sm (2x)  d(2x~)—С — |cos2x
и

J - " - '  = / 5 1 Ж ” У  s r | 1 j = c  +  l° E:lg* -

§ 139. Интегралъ

d  ж

/ Л  c o s  *  - j-  в  s in  *

Вместо преобразовашя этого интеграла по общимъ методамъ, дан- 
нымъ въ § 137, можно поступать и следующимъ образомъ:

Лемма. Е с л и  и з ъ  д в у х ъ  ч и с е л ъ  А и В  о д н о  не н у л ь ,  
т о  м о ж н о  н ай ти  т а к о е  ч и с л о  х 0, ч то

А . В
- Sin Х0 , —7 ------=  =  cos х 0 .

У А 1 +  В 1 У  А1 +  В 1

Такъ какъ jB : j / j 2 +  J32 принадлежитъ интервалу { — 1 ,  1 ) ,  
т. е. интервалу, въ которомъ определена функщя arc c o s x ,  то
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arc cos ;
У  A* +  B'

есть число въ интервале ( 0 ,  я ) .  Поэтому sin  ̂ ^  0  и sin ( — S) =  О- 
Смотря по тому, будетъ ли А  0  или А ^ О ,  мы полагаемъ1)

х0 =* 5 или хв =

Тогда устанавливаемый формулы наверно будутъ справедливы. 
Согласно вышеприведенной лемме, мы можемъ такъ написать 

нашъ интегралъ:

Г  i i  =  1  /
J  A cos ж - f  В sinx У  A1 +  Bit/

d x

Такимъ образомъ,

cos х  sin хе +  sin х  cos х„

1 ____ Г  d ( x  +  x0)
у  А 1 +  В\/ sin (х +  X,)

d x  r  1 .__  х  +  х„
~  С +  - ^ F = = ~ l 0 g t g " - r -Г  ___________

.4 cosx  +  £  sinx У А г В1

При помощи нашей леммы интегралъ

d x

/ ■ A  sin х  - f  В  cos х +  С 
принимаетъ видъ

 1 ___ f  d x  I  С  \
у  А* +  В \ /  COS ( х  —  х „ )  4 -  с '  \с -  У а *~+~ВУ

Положивъ х  —  х0 =  2 и,  мы должны будемъ разсмотреть ин
тегралъ

d u

А cos 2 и 4 - с
Такъ какъ

cos 2 и — cos* и —  sin2 и и 1 =  cos3 и 4- sin* и ,
то /а /а

d uГ  ^  =  f
J  cos 2 к +  с J (с 4 - 1)cosJ и +  (с — 1 ) s in*«

') Число х0 принадлежитъ интервалу <— х ,  ж>. Одну изъ двухъ 
границъ можно исключить и потребовать, напримеръ, чтобы было 
— я ^  х„ < г .  Тогда число х„ определено о д н о з н а ч н о .
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Изъ § 137 мы уже знаемъ какъ найти этотъ интегралъ. 

Интегралъ

d x

А , cos2*  +  2 a ,  cos х sin i  +  a ,  sinax
равенъ

d x  1 / "  d и

я,sin 2* +  -Цр-* cos2 x +  2 1 Asi nu +  Bcosu +  C

(и =  2 х ,  А =  ах, В =  ^ - ^ ,  С =  а”̂ )

§ 140. Интегралы

еа* c o s b x d x ,  J * еах s in b x d x .  ( д г О ,  i z O )  

Интегрировашемъ по частямъ мы получаемъ въ первомъ случае

еях cos bx  d x  =  - у Ъх------а- J  еах sin bx d x ,

а во второмъ

J *  eaxs m b x d x  = —  -— j  { еах c o s b x d x .  

Такимъ образомъ, положивъ

J * еах cos bx  d x  =  F ,  J  sin bx d x  =  G ,

имеемъ:
a F —  b G =  eax cos bx,  

b F  -|- a G =  eax sin bx.

Отсюда следуетъ:

P  _ (a  cos bx  +  b sin bx) eax 
a? +  b* ’

r  (—  b C O S  b x a  sin b x ) e ax 
a2 +  b1

К о в а л е в с к ш .  Дифференщальное и интегральное иочнслете. 1 5



2 2 6  /(arcsinx)mdx, J x m arcs in xdx, J x" arctgxdx.

§ 141. Интегралъ

J ' f a r c  sin x )m d  x .  ( « = 1 , 2 , 3 , . . . )

Положимъ
arc s in x  =  u.

Тогда

J *(arc sin x ) m dx  =  J * u m c o s u d u .

Интегрироваше по частямъ даетъ

J *  um cos и du =  um sinM —  m J '  « “ " ’ sinMdM,

J *  um ~ 1 sinudu =  —  и’” _ 1 cos и +  (от— 1 ) cosudu

и т. д., пока не придемъ къ одному изъ интеграловъ 

J * cosudu или J *  sin udu.

§ 142. Интегралы

J "* х т &rcs\nxdx,J*х т arc tg x d x .  (т=  1 , 2 , 3 , . . . )

Интегрируя по частямъ, находимъ:

/ . , х” + 1 arc sin % 1 / * x m + 1 d x
х “ arc sin x d x  = -------— p-з----------------n r  /  . ----------

w  +  1 гп +  1 J  у  1 _  Х1

/
xw *** *у -    мы умЪемъ уже находить (по § 135).

Точно такъ же черезъ интегрироваше по частямъ во второмъ
случай находимъ:

/ „ ,  , + 1 arc tgx 1 / V  + 1
x m arctg xdx = -------- - г - 5-----------r-rr / ■ л- .

& OT +  1 m +  ^ J  1 +■

dx
x»- '

/
X м  + 1 dxyq-—r  мы умъемъ находить.
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Г л а в а  X I V .

Определенные интегралы.

§ 143. Определение. Допустимъ, какъ и въ § 129, что функ
шя Д х )  непрерывна въ интервале ( я ,  Ь) .

Подъ 3  мы разумеемъ разложеше интервала ( а ,  Ь> на р  
частныхъ интерваловъ

( я ,  хх) , (хх, х 2) , . . . ,  (х^ _ 41 b)

(а <  <  х2 <  . . . <  хр_х <  Ь) ,

и вообще обозначаемъ соответственно черезъ ?н (а ,  (}) и М ( а ,  (3) 
наименьшее и наибольшее значеше функши / ( х )  въ ( а ,  [3>. Мы 
составляемъ далее выражешя

ь
s ( 3 )  =  ( * j  —  а ) т ( а ,  х , )  +  (х„ —  х , ) т ( х , , х 2)  +  ■ ■
а

••• +  (& — xt _ x) m { x t _ v b)
И

ь

S  ( 3 )  =  (х ,  —  я ) М ( а , X ,)  - f  (х 2 —  x t ) М ( х , , х 2)  +  • • •

■■■ +  (b — xf _ x) M ( x f _ v  b).

В ъ  §  129 было показано, что они стремятся къ общему пре
делу, когда 3  пробегаетъ особенную последовательность З ' в ъ -

Этотъ пределъ обозначаютъ знакомъ

ь

J * f { x ) d x  („ интегралъ отъ а  до b / ( х )  d x “)
а

и называютъ о п р е д е л е н н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ .  Интервалъ ( я ,  b)
называется п р о м е ж у т к о м ъ  и н т е г р и р о в а л и .

ь
Такъ какъ S ( 3 )  приближается къ интегралу возрастая, а

а
Ь

S ( 3 ) —убывая, когда 3  пробегаетъ особенную цепь З 'въ’ то
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S ( 3 ) ^  f f { x ) d x * £  S ( 3 ) -
а

Пусть ^  будетъ произвольное значеше изъ интервала (а,  х х), 
—  произвольное значеше изъ (ху, х2) , . . . ,  Ц —  произвольное зна

чеше изъ (хр х, Ь),  и положимъ

©  СЗ) =  ( * i  —  a) f & )  +  ( * * — *»)/№ ») Н--------К *  — , ) / ( ; , )  .
а

Тогда

®( 3)  — ® ( 3 )  — S ( 3 ) -
а  а  а

Если, следовательно, 3  пробегаетъ особенную последователь
ность З ' въ> то

ь 1
Игл @  ( 3 )  =  J f ( x ) d x .

а

§ 144. Прямое вычислен!е опред'Ьленныхъ интеграловъ.
1. Исходя изъ вышеуказаннаго опредЬлешя, мы вычислимъ

о
J*e* d x  ( Ь >  0 ) .

Съ этою целью мы дЬлимъ интервалъ ( 0 ,  Ь) на р  равныхъ частей

Тогда

,Л К  , ь 2 Ъ (/> — \)Ь ,
{ :Т)' р ’ Т  ‘ '

ъ
s  СЗ) =  jп г

L ( tl\ Ь -

Н h ^ j = s ( 3 ) / .

Но геометрическая прогресая

S C 8 b  *о F
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им'Ьетъ сумму

Такимъ образомъ,

Ь 2  Ь ( j.  -  1) i

еЪ- \

Л -1

р  i  J  P i

/ — i  0 / — \

Если теперь р  пробвгаетъ последовательность 1 ,  2 ,  3 ,  . . . ,
ь

то Нш ер =  1 и

е Р  1
Нш — у —  =  log <• =  1 ,

Р
такъ что

/
ъ
ех d x  =  еь —  1 .

2 . Пусть будетъ 0 <  л! <  £ и положимъ, что требуется вы
числить интегралъ

А -
а

Мы полагаемъ

%*=\ [~а

и выбираемъ х 1г х2, . . х  следующимъ образомъ:
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Тогда
х х —  а  =  а(жр —  1 ) ,

= 1).

b —  xf - t  =  xP- A * t —  О ,
такъ что

» « > - < « , - 1 > (| ;  +  3  +  - - + 5 р ) = > < « , - 1 4
Р

И

? ( 3 ) - ( » , - 1 ) ( т + ^ + - + У = М « , - 0 .

в сл -Ь д ст е  чего
ь

1).
й

А такъ какъ Нш и = 1  и
р

И ш Д х , —  l )  =  l i m / > ^ / ^  —  l j  = l o g ^ ,

ТО
h

J *  ̂  =  \ogb —  \oga.
a

§ 145. Обобщен1е понят1я объ  интеграл’Ь. Мы опреде
лили определенный интегралъ только для того случая, когда функ- 
шя f ( x )  н е п р е р ы в н а  въ промежутке интегрировашя (а ,  Ь). 

Отбросимъ теперь это предположеше.
Пусть 3  будетъ разложеше интервала {а , Ь) на частные 

интервалы

( а , х х) ,  <х, (xp_ t , b).

(а  <  х х <  <  хр_ х <  Ь).

Пусть 5i будетъ произвольное значеше изъ (а,  хх),  —  произ
вольное значеше изъ (хх, xt ) ,  . . . ,  \р —  произвольное значеше изъ

<*>_,» Ъ).
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Какъ и въ § 1 4 3 ,  мы обозначимъ сумму

( * i  —  fl) / ( ? i )  +  ( * 2 —  * , ) / (£2)  Н (Ь —  хр _ , ) / ( $ , )

черезъ
*

© ( 3 )а

и будемъ ее называть выражежемъ © .  Если мы имеемъ последова
тельность © -в ъ ,  т. е. последовательность выраженШ © ,  и если со
ответствующая последовательность З ‘ въ будетъ о с о б е н н о й  (ср. 
§  129),  то и последовательность @ - в ъ  мы будемъ называть о с о 
б е н н о й .

Ф у н к щ ю  Длг) мы б у д е м ъ  н а з ы в а т ь  и н т е г р и р у е м о й ,  
е сл и  к а ж д а я  о с о б е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  @ - в ъ  с х о д и т с я .

Предложен1е 1 . Е с л и  ф у н к щ я  Д х )  и н т е г р и р у е м а  въ  
п р о м е ж у т к е  ( а ,  Ь) , то в с е  о с о б е н н ы я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  
© - в ъ  и м е ю т ъ  о д и н ъ  и т о т ъ  ж е  п р е д е л ъ .

В ъ  самомъ д ел е , если

суть особенныя последовательности © -въ ,  то такою же последова
тельностью будетъ и

Такимъ образомъ, эта последовательность сходится. В с е  частныя 
последовательности сходящейся последовательности имеютъ одинъ 
и тотъ же пределъ, а потому въ частности

Обпйй пределъ особенныхъ последовательностей © - в ъ  обо 

значаютъ символомъ

© 1  » © 2 »  © 8  > • '  • И © 2  > © 3 1  * •

© 15 © , ,  © „  © „  © 3 ,  © 3 ,  • •

lim © я =  lim © я.

ъ

и называютъ о п р е д е л е н н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ .
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Предложен!е 2. Если

1 f ( x ) dxI

с у щ е с т в у е т ъ 1)) т о  к а ж д о м у  п о л о ж и т е л ь н о м у  е м о ж н о  п р о 
т и в о п о с т а в и т ь  т а к о е  п о л о ж и т е л ь н о е  3 ,  ч т о  к а ж д о е  в ы -  
р а ж е ш е

© ( 3 ) .а

в ъ  к о т о р о м ъ  ч а с т н ы е  и н т е р в а л ы  м е н ь ш е , ч Ъ м ъ  о, от л и ч а-
ъ

е т с я  о т ъ  f m d ,  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  на е.
а

Если бы число е0 ( >  0 )  было исключешемъ изъ этой теоремы, 
т. е. если бы ему нельзя было противопоставить никакого числа В, обла
дающего указаннымъ свойствомъ, то и числа 8 =  1 / я ( я =  1 , 2 , 3, . . .) 
не обладали бы этимъ свойствомъ. Существовало бы поэтому вы- 
ражеше

а
b

которое отличалось бы отъ J * f ( x ) d x ,  по крайней м ер е, на е0 , между
а

тЪмъ какъ в се  частные интервалы разложешя 3 « были бы меньше, 
чемъ 1/я. Тогда последовательность @ а, © 8, . . . была бы осо
бенною последовательностью © -в ъ ,  которая не стремится къ пре-

делу J  / ( * ) ах .

Сл'Ьдств1е. Если функщя f ( x )  интегрируема въ ( а ,  Ь), то 
существуетъ число А  такого рода, что во всемъ интервале (а,  Ь)

\ т \ < л .

Функщю, абсолютный значешя которой въ некоторомъ интер
вале постоянно остаются меньше определенной постоянной, мы на
зываемъ о г р а н и ч е н н о й  въ этомъ интервале.

')  Это означаетъ, что функцш /(*) интегрируема въ (а, Ь).
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Ф у н к ц 1 я ,  и н т е г р и р у е м а я  в ъ  {а ,  Ь), б у д е т ъ  п о э т о м у  
о г р а н и ч е н н о й  в ъ  (а ,  Ъ).

В ъ  самомъ д е л е ,  по предыдущей теореме,

коль скоро все  частные интервалы разложешя 3  меньше некото- 
раго определеннаго числа Ъ. Эти неравенства сохраняются, если 
некоторое разложеше 3  обладаетъ этимъ свойствомъ и если, изме
няя произвольно въ интервале (х  р  x j  * ) ,  мы сохраняемъ по
стоянныя значешя для остальныхъ |. Если есть некоторое зна- 
4eHie изъ интервала (хч_ 1, x j ,  то существуютъ два числа, между 
которыми постоянно лежитъ число

( * - * _ i ) / ( U ,

а, следовательно, существуютъ и два числа, между которыми по
стоянно находится Д 5 Ч) .  Такимъ образомъ, функщя / ( х) ограни
чена въ каждомъ интервале < х ,_ р  * v) ( v =  1 , 2 , 3 ,  . . . , р ) ,  а, сле
довательно, и въ {а ,  Ь).

§ 146. Верхняя и нижняя граница ограничен ная число
вого множ ества. Пусть 9Л будетъ система чиселъ, которыя все 
лежатъ между А и В.  Совокупность всехъ  ращональныхъ чиселъ 
распадается тогда на два класса, а, именно, на числа, которыя больше 
каждаго изъ чиселъ 9Ji ,  и на числа, которымъ это свойство не 
принадлежитъ. Каждое ращональное число, которое больше, чемъ 
В  (меньше, чемъ А),  принадлежитъ къ первому (ко второму) классу. 
Установленное здъсь подраздЬлеше всехъ ращональныхъ чиселъ 
явно образуетъ с е ч е н 1 е .  Пусть м  будетъ определяемое имъ число. 
Легко убедиться въ томъ, ч т о  ни о д н о  и з ъ  ч и с е л ъ  с и с т е м ы  
ЯЯ не п р е в о с х о д и т ъ  м ,  м е ж д у  т е м ъ  к а к ъ  в с я к о е  м е н ь ш е е  
ч и с л о  М —  е (е >  0 )  э т и м ъ  с в о й с т в о м ъ  у ж е  не о б л а д а е т ъ .

М ы  п о л а га е м ъ  а — х„, Ъ =  хр.
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Если мы положимъ s =  1/я, то въ 9Л найдется число х„, удо
влетворяющее неравенствамъ

М —  ~  < х я ^ М  .

Тогда, очевидно,

lim х„ — М •

Такимъ образомъ, существуетъ последовательность, состоящая исклю
чительно изъ чиселъ ЭЯ и имеющая пределъ м . Конечно, числа хк 
не должны все  непременно быть различными. *)

Точно такъ же легко вывести существоваше такого числа ji ,  
что ни одно изъ чиселъ системы не будетъ меньше, чемъ ; а .  

между темъ какъ въ ЭДс постоянно будутъ ташя числа, которыя 
меньше, чемъ -I- s ( е  >  0 ) .

Существуетъ последовательность, которая состоитъ только 
изъ чиселъ системы 9)1 и которая имеетъ пределъ jj..

[а называютъ н и ж н е й ,  а м в е р х н е й  гр а н и ц е й  множества 
9)1. Если 9 )it есть часть множества 9)?, а (х,—  нижняя, — верхняя 
граница множества 9Kt , то

М  ! » , ^ М , й М .

§ 147. Монотонныя последовательности, имЪюи^я пре-
ь ъ

д1>лъ f ( x ) d x .  Е с л и

и a

(a ,  b) функщя / ( х )  ограничена (ср. §  1 4 5 ) .  Значешя функщй / (х )  
въ (а ,  Ь) образуютъ поэтому ограниченное множество чиселъ. 
Нижнюю границу этого множества мы обозначимъ черезъ Ь), 
верхнюю границу— черезъ м ( й ,  Ь). Если ( а ,  fi) есть частный ин
тервалъ интервала {а,  Ь),  то

[а(д, 6) = S [ a ( а,  ^ ) ^ м ( я ,  [ 3 ) г = М ( « ,  Ъ).

Мы разсмотримъ теперь разложеше 3  интервала (а,  Ь) и со- 
ставимъ оба выражешя х

J f { x ) d x  существуетъ, то въ интервале

*) Если, напримеръ, Ш состоитъ только изъ числа х,  то все  хп 
равны х.
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S  ( 3 )  =  ( ^ 1  й) М (« ,  * , )  +  ( * 2 — * l ) M ( * t , * , )  +  •••
л

••• + ( Ъ  —  xp _ t ) M { x p _ lt Ь)
и

в
s (3 )  =  ( * i  — a)v-(a ,  x l) +  (xi  —  x i)\>.(xl , * , )  +  ••■
а

••• + ( b  —  i ) .

b b
Ясно, что s  ( 3 )  и S  ( 3 )  представляютъ соответственно нижнюю и

а а

верхнюю границу суммъ

©  ( 3 )  =  ( * !  —  <*)/(?,) +  (х 2 —  * , ) / ( У  Н f  (fc —  _ , )/ ( 5 , )  ,

а
* , ,  * ,  SS 5* г з  * „  • • •, хр _ х ?&1р ?&Ь)

относящихся къ разложешю 3 - В ъ  ряду этихъ суммъ содержится 
поэтому последовательность

ь
@ а , © „  • • • , имеющая пределъ S  ( 3 ) ,

а

а равно и последовательность
ъ

f i ,  fa» Те» • • • > имеющая пределъ s ( 3 ) .а

Но, согласно предложешю 2 ,

t» о
J *У (л) dx —  <Зи <  г, J ‘f ( x )  d x < 8 ,

коль скоро все  частные интервалы разложешя 3  меньше, чемъ В. 
Отсюда следуетъ, что

ь J ь ц
I У*/(*)rf* — S (3) | = 6- j f  fix)rf*-s(3)|^e.

a a

Если 3  будетъ пробегать особенную последовательность
ъ h

3 - въ: 3i> 3 » . З з , - - - ,  то почти B c e s ( 3 J ,S ( 3 „ )  будутъ лежать
а а

между
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D О
J * f ( x ) d x — е и J * f ( x ) d x - \ -  е.

Это же, въ виду того, что е есть произвольное положительное 
число, означаетъ, что

ь  ъ ь ЬlimS(3„) Jf(х)dx, lim S (3„) =Jf(x)dx.
a a

Если З и  Зг> Зз> • • • есть особенная ц е п ь  З ' въ > т 0  после
довательность

ь ь ь
S ( B i ) . s ( 3 2)> s ( 3 a), . . . в о з р а с т а е т ъ ,
а а а

а последовательность

S ( 8 i)> S(3a), S(33), . . . у б ы в а е т ъ .
а а а

Такъ какъ, исходя изъ любого разложешя, можно составить 
особенную цепь З ' въ > 1 0  постоянно

s (3) = f  f(x)dx̂ S (3) ■a a
a

В ъ  частности же
ь(b — a)n(a, b)?s J'f{x) dx ̂  {b -д)м(я, b).

a

§ 148. ВерхнШ и нижшй интегралъ ограниченной функ-
ц!и. Если функщя fix) ограничена въ интервале {а, Ь), то оба

ъ ъ
выражешя s ( 3 ) ,  и S ( 3 )  имеютъ смыслъ. Если же теперь 3  бу-

а а

b
детъ пробЬгать особенную цепь З ‘ въ  ̂ т 0  s  (3 ) будетъ пробегать

а
Ъ *

возрастающую, a S ( 3 ) — убывающую последовательность. Обе по-
а

следовательности ограничены, такъ какъ в се  ихъ члены не меньше,



С Р Е Д Н Е Е  К 0Л ЕБА Н 1Е. 237

ч'Ьмъ (b —  а)  [х ( а , Ь) , и не больше, чЪмъ (Ь —  а)  М ( а , Ь). Пре
делъ первой последовательности обозначается черезъ

J  f { x ) d x .
а

Его называютъ н и ж н и м ъ  интеграломъ функщй / ( х )  въ интервале 
(а ,  Ь). Пределъ второй последовательности называется в е р х н и м ъ  
интеграломъ функщй f ( x )  въ (а ,  Ъ) и обозначается черезъ

ь

J ’'f(x) d x .
а

Ясно, что всегда
ь ъ

J * f i x d x  ^  j “f ( x ) d х .

Можно доказать, что получатся т е  же пределы, если 3  бу
детъ пробегать любую особенную последовательность З ’в ъ - Это 
доказательство ведется вполне сходно съ темъ, которое дано въ 
§ 129. Нужно только постоянно замещать т черезъ ;j. и М  че
резъ М.

Когда верхнШ и нижнШ интегралъ равны другъ другу, то 
каждый изъ нихъ равенъ интегралу

ь

J * f ( x ) d x .

b

Мы видимъ, чтоJ f ( x ) d x  с у щ е с т в у е т ъ  т о г д а  и т о л ь к о
а

т о г д а ,  к о г д а  ф ункгия / ( х )  о г р а н и ч е н а  в ъ  и н т е р в а л е  ( а , Ь )  и

D О

J  / (х) dx  =  J  ’f ( x )  d}

§ 149. Среднее к о л е б а се  ограниченной функц1и. Разность

М ( я ,  b) —  \i(a, b), 

г. е. разность между верхней и нижней границей, называютъ к о -
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л е б а н 1е м ъ  функщй f ( x )  въ интервале ( а ,  Ь).  Мы обозначимъ 
его черезъ о (а ,  Ь). Легко убедится въ томъ, ч т о  а ( а ,  Ь) е с т ь  
в е р х н я я  гр а н и ц а  з н а ч е ш й  j / ( x ) — / ( х )  | ( a g i ' s g i ,  a ^ x ^ b ) .  

Если взять разложеше 8  и составить

(*« — а) ^ ( Д, * , ) + ( * >  — *») 5 (Ж,, * ,)  4 + ( * ~ Д> - 1) СГ(Д> _ 1 . ь)
3 Со) — ъ — а ’

то это число не будетъ ни меньше наименьшего, ни больше наи
большего изъ чиселъ

а ( а ,  х , ) ,  <?(*!, х 2) ,  . ; .  , a ( x f l , Ъ).

Это, какъ говорятъ, есть с р е д н е е  этихъ чиселъ. Число а ( 8 )  н а ~ 
зываютъ с р е д н и м ъ  к о л е б а н 1е м ъ  функщй / ( х )  въ частныхъ нн- 
тервалахъ разложешя 3 -

Если 3  будетъ пробегать особенную последовательность 
3 “Въ, то ®(3 )  будетъ стремиться къ некоторому пределу а,  а 
именно

ъ_ Ь

* =  y l-Га { J ' ' f { x ) d x  —  J * , f ( x ) d x j-

а а

Число о называютъ с р е д н и м ъ  к о л е б а н 1е м ъ  функщй / (х )  въ 
интервале (а,  Ь ) .

§ 150. КритерШ интегрируемости. Мы можемъ теперь выска-
ь

зать следующШ критерШ интегрируемости: и н т е г р а л ъ J * f ( x ) d x
а

с у щ е с т в у е т ъ  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  в ъ  и н т е р в а л е  
( я ,  Ь) ф у н к щ я  / (х )  о г р а н и ч е н а  и и м е е т ъ  с р е д н е е  к о л е б а -  

Hie, р а в н о е  н улю

Чтобы узнать, имеетъ ли функщя / ( х ) ,  ограниченная въ ин
тервале (а ,  Ь), среднее колебаше, равное нулю, следуетъ только 

взять к а к у ю - л и б о  последовательность 3 ”въ : 8 i> 8 2 1  8 з> • • • и 
определить, будетъ ли л ■’

I im 9 ( 3 « )  =  °



К Р И Т Е Р 1Й  И Н Т Е Г Р И Р У Е М О С Т И . 2 3 9

Этотъ критерШ можно выразить и такъ: и н т е г р а л ъ  J * f { x ) d x
а

с у щ е с т в у е т ъ  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  когда в ъ  и н т е р в а л е  
(а,  b) ф у н к щ я  f ( x )  о г р а н и ч е н а  и к а ж д о м у  п о л о ж и т е л ь н о м у  
ч и сл у  е с о о т в е т с т в у е м  т а к о е  р а з л о ж е ш е  3  и н т е р в а л а  
(а,  Ь), что  т ( 3 )  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  е.

Съ помощью этого критер1я можно убедиться въ томъ, что 
и з ъ  с у щ е с т в о в а н 1я и н т е г р а л а

ъ
f m d X

с л е д у е т ъ  с у щ е с т в о в а н 1е и н т е г р а л а

f { x ) d xf f
( й ё « < М ^ ) .

Точно такъ же и з ъ  с у щ е с т в о в а л и  и н т е г р а л о в ъ

я ,  а ,  о

J f ( x ) d x , J * f ( x ) d x , . . . J * f ( x ) d x
а а , а р _  j

(а <  д, <  • ■ • <  а _х <  V)

в ы т е к а е т ъ  с у щ е с т в о в а ю е  и н т е г р а л а

ъ
J * f ix') d x .
а

Изъ даннаго въ §  145  определешя определеннаго интеграла 
выводится, что

Ь а. а . Ь

ар - 1
J ' f ( x ) d x  =  J * f { x ) d x +  J * f ( x ) d x  4 ------------ f  J ' f { x ) d x .
a  a  a t

Мы будемъ принимать, что

а

nf (x )d x  (а <  b)Л
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всегда равенъ
ь

— f  f(x) dx ■

И ЧТО

/ 7 ( * )  dx

всегда равенъ нулю. Тогда справедливо следующее предложеше: 

Если cit с2, . . ср суть как1я угодно числа и интегралы

J * f ( x ) d x  (v =  1 , 2 , . . . ,  р  —  1 )

существуютъ, то существуетъ также интегралъ

J  Д х )  dx,  

P-l \  + 1

у * / ( * ) < / « = 2  J ' f ( x) dx-

§ 151. Монотонныя функц1и. Е с л и  Д х )  е с т ь  м о н о т о н -
ь

ная ф у н к ш я  въ интервале {а ,  Ь), т о  с у щ е с т в у е т ъ  j * f ( x ) d x .
а

Раньше всего непосредственно усматривается, что функщя 
Д х )  ограничена. Чтобы убедиться въ томъ, что среднее колебаше 
равно нулю, следуетъ разложить интервалъ (а ,  Ь) на р  равныхъ 
частныхъ интерваловъ (x v_ i ,  x v) ,  при чемъ

x v =  а  (v =  0 , 1 , . . . ,  р)

Тогда *)
а (хч- 1 , Xv) — i  { / ( x v) f { x ^ - j )  у

') Мы должны писать +  или — , смотря по тому, будетъ ли функ
щя f [ x ) возрастающая или убывающая.
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и

5 ( 8 )  =  ±  b—jT  i )  -/ ( *■ > )  + / ( * > )  — / ( * . ) + •  • ■

■ • • + / ( * , )  -  / ( * ,_ !>  > = ±  ^  { / ( * )  - m  >•

Если будемъ ^  приписывать значешя 1 ,  2 ,  3 ,  . . то 8  бу

детъ пробегать особенную последовательность 8 ' в ь > и ясн0> что

Мы будемъ называть функщю f ( x )  ч а с т и ч н о  м о н о т о н н о й  
въ интервале {а,  b) ,  если последнШ можно разложить на конечное 
число такихъ частныхъ интерваловъ

(a ,  d!j), , йа) , . . b)

что въ каждомъ изъ нихъ функшя f ( x )  будетъ монотонной.
Такъ какъ въ этомъ случае интегралы

lim а ( 8 )  =  ° .

J Ъf ( x ) d x , J * f ( x ) d x ,  . . . f ( x ) d x
a

существуютъ, то существуетъ и

ь

а

Ь ь

/  -• 1. Е с л и  и н т е г р а л ыf i x )

а а

К о в а л е в с к т й .  Диффференщальное и интегральное исчислеше. 16
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сущ ествую тъ , то сущ ествую тъ такж е интегралы
ъ ь

f  {/(*) +  £(*)}<** иJ* f(x )g (x )dx .
а  а

Такъ какъ функщй / (* )  и ^(д:) об-t ограничены въ интер
вале (а, b>, то и функщй

/ (*) +  £ ( * )  и f(x)g(x) 

ограничены. Именно, изъ неравенствъ

|/(*)| *=Л и \g(x)\zsA
следуетъ, что

\f(x) +  g(x)\&2A  и \f(x)g(x)\ А2.
{а ш хш Ь)

Мы полагаемъ

* ( * ) = / ( * )  +  * ( * )  и Ф ( * ) = / ( * )  г  (*)•
Тогда

! * ( * )  —  * ( * )  I sS \f(x) — /(*)! \ +  \g(x)~g(x)  |
и

I ф (x) — ф (x) I =  I f ( x )  {g ( x )  —  g ( x ) } + g  (x) {/ (x ) — f ( x )  }  I 

^ A { l f ( x ) - f ( x ) !  +  l g ( x ) - g ( x ) l ) .

Поэтому, если обозначить черезъ от,, <та , о, а' колебажя функ
шй f (x ) , g(x), <р (х), 'Ь (х) въ частномъ интервале (х, х) интер
вала <а,Ь>, то будемъ иметь:

с ^  <г,- f - s s , я' =g Л ( а 1 +  <т2) .

Отсюда легко выводится, что среднее колебаше функщй ч>{х) и 
'} ( * )  въ интервале (а, Ь) будетъ равно нулю, если это же имеетъ 
место относительно функщй / (* )  и £ (х ) .

Ь Ь

Что-изъ существовали интеграловъ J ' f d x  и J * g d x  выте-
а  а

Ь

каетъ существоваше интеграла g)dx, можно прямо вывести
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изъ онределешя, даннаго въ  § 145. ВмЪстЪ съ  этимъ мы найдемъ 
теперь, что

ь ь ь

J ' ( / + . ? )  dx =  J * f d x  - f  J g d x .
а а а

Изъ того же опредЪлешя можно точно такъ же заключить, что

ь ь

J * С f d x  =  с ’ Г f d  х
а а

Ь
(с-постоянная), если J * f d x  существуетъ.

а
Ъ

2. Е с л и  J  f ( x ) d x  с у щ е с т в у е т ъ  и в ъ  и н т е р в а л е  {а, Ь)
а

н и ж няя гр а н и ц а  ф у н к ц ш  |/(х)| е с т ь  п о л о ж и т е л ь н а я  в е л и -
ь

/ d x

7 W
а

Если въ интервале {а, Ь)

\ f ( x ) \ > B > 0 ,
то

1
/(*)

Далее,

< - i

/(*) /(*)

Поэтому, обозначивъ соответственно черезъ or и в1 колебашя 
функщй f ( x )  и 1 :/(.v) въ частномъ интервале (а , Ь),  мы будемъ 
иметь

' ^  J L  
в г '

Отсюда вытекаетъ, что среднее колебаше функцш 1 : f ( x )  въ интер
вале (а,  Ь) равно нулю, если то же имеетъ место относительно 
функщй f i x ) .
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о

§ 153. И нтегралъJ * \ f ( x ) \ d x .  Если функщя f ( x )  ограни-
а

чена въ интервале (а ,  Ь), то то же относится и къ функщй 
|/(х)|. Имеемъ, дал%е,

такъ что

если с есть колебаше функщй f ( x ) ,  а а '— колебаше функщй j/(*)|  
въ частномъ интервале интервала (а ,  Ь). Отсюда видно, что сред
нее колебаше функщй |/(х)| въ интервале (а ,  Ь) будетъ нулемъ, 
если среднее колебаше функщй f ( x )  исчезаетъ.

ь
Такимъ образомъ, е сл и  с у щ е с т в у е т ъ  J * f { x ) d x ,  т о  с у щ е -

а
Ь

с т в у е т ъ  т а к ж е  / № )  I d x .  Обратное неверно. Если предста-
а

вить себе, что функщя f ( x )  для всехъ  ращональныхъ значешй х  
равна 1 , а для всех ъ  иррацюнальныхъ значешй х  равна— 1 , то 
функщя будетъ н е и н т е г р и р у е м о й .  В ъ  самомъ деле , нижшй ин
тегралъ равенъ — (b —  а),  а верхшй равенъ b —  а .  Напротивъ,
функшя |/(х)|, будучи постоянно равна 1 , интегрируема.

ь
Е с л и  J * f ( x ) d x  с у щ е с т в у е т ъ ,  т о  п о с т о я н н о

а
Ь Ь

\ f f ( / ) d x \  s= y V ( * ) l  dx .
а  а

Чтобы убедиться въ этомъ, следуетъ принять въ соображеше, что 
абсолютная величина выражешя

( * i  -  « ж у + ( * *  -  * , ) д у + • • • + ( * -  хр_ , ) т р)

не больше, чемъ

( * 1  —  « )  i / ( 5 l )  I +  ( * ,  —  * l ) J / ( У  i +  • • : • +  ( Ь  —  Хр _ г )  | f ( £ t)  | 

( < » < * , < • • •  < x f l <b ) .
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§ 154. Функц1и съ ограниченной вар!ац1ей. Составимъ 

разложеше 3  интервала (а,  Ь) на частные интервалы

( а , х х) ,  (хх, х4) , . . . ,  (xp_v  Ъ)

(д <  х, <  ■ ■ • <  xf _r <  Ъ)

и положимъ

|/(*,) -  №  I + l/(*) -/(X.) ! + ••• + 1т  -/(*>_,) I = ПЗ)-
Если эти числа ^ (3 )  образуютъ о г р а н и ч е н н о е  множество, если, 
следовательно, существуетъ число А ,  которое постоянно больше, 
чемъ V  (3), какъ бы мы при этомъ ни выбирали разложеше 3 , 
то мы говоримъ, что Д х ) въ интервале <д , Ь) есть функщя съ 
о г р а н и ч е н н о й  e a p ia u ie f t .

Е с л и  Д х ) в ъ  и н т е р в а л е  (д, Ь) е с т ь  ф у н к щ я  с ъ  о г р а 
н и ч ен н о й  e a p ia u ie t t ,  т о  он а о г р а н и ч е н а .  В ъ  самомъ деле , 
изъ неравенства

1/ ( д ) - / ( * ) 1  +  | / ( * ) - / ( Ж < л ,

въ виду неравенствъ

| Д д ) - -Д х )| ^ | Д х )Ы / (« )1
И

\ я х ) - т \ ^ \ т \ - \ т \ ,
следуетъ, что

2  | Д х )  | <  А +  | Д д ) | +  \f(b) !. ( а ^ х ^ Ь ) .

Е с л и  Д х ) в ъ  и н т е р в а л -fe (д, Ь) е с т ь  ф у н к ц 1я с ъ  о г р а 
н и ч ен н о й  e a p ia u ie f l ,  т о  с р е д н е е  к о л е б а ю е  ф у н к ц ш  f ( x )  въ  
и н т е р в а л е  (д, Ь) р а в н о  н у л ю .

Чтобы доказать это, мы разлагаемъ интервалъ (а ,  Ь) на рав
ный части и полагаемъ

* = д  +  у ( £  —  a) .  (v =  0 , 1

Нужно только показать, что

^  =  у М * о .  * 0 +  » ( * ! ,  * 2) Н  Х р ) }
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стремится къ нулю, когда р  пробегаетъ последовательность 1 , 2 , 3 , . . .  
Но

5 ( * 0 » * i )  +  « O i  . * * Н  b ° {*р- 1 . xp)

есть верхняя граница суммы

I/ « , ) - / & )  I+ \ т - т  ! + • ■ • + \ т р) - / а д

Но эта сумма не больше, чемъ

I т -т  I+ 1/(1.)-/(У  I+ 1 т  -т  \
+  - -  +  1Л У ' - / ( ! , )  I * )

и, следовательно, наверное меньше, чемъ Л .  Отсюда вытекаетъ, 
что

® ( * 0, Xj) +  or (xt , Х2Н ------ И  (х^_! ,Х^Ш А
и

у!
=  /. ’

поэтому
lim с =  0 .

Изъ предыдущего можно заключить, ч т о / ( х )  dx  в с е г д а
а

с у щ е с т в у е т ъ ,  е сл и  / ( х )  в ъ  и н т е р в а л е  (а ,  Ь) е с т ь  ф у н к щ я  
с ъ  о г р а н и ч е н н о й  B a p ia u ie f l .

В ъ  этомъ можно убедиться и другимъ способомъ, а именно, 
можно доказать следующую теорему:

Ф у н к ц 1ю / ( х ) ,  к о т о р а я  въ и н т е р в а л е  {а ,  Ь) и м е е т ъ  
о г р а н и ч е н н у ю  e a p ia u iro ,  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в ъ  в и д е  сум м ы  
д в у х ъ  ф у н к ш й ,  м о н о т о н н ы х ъ  в ъ  и н т е р в а л е  (а , Ь) .

Если 3  есть произвольное разложеше интервала (а ,  Ъ) и 
х , ,  х 2, . .  . ,  xf _ j  суть точки дЬлешя (а  <  хг <  •• • <  xf _ ,  <  b),  то

х Г ( 3 )  =  с (а > Х1) +  s (x u  * а Н  Ь * ( х р - и  Ь ) ш А .
ь

Верхнюю границул чиселъ ^ ( 3 )  мы обозначимъ черезъ £ .

') Ибо все  слагаемый первой суммы содержатся въ последней и 
эта не имеетъ отрицательныхъ слагаемыхъ.
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Если а  <  с <  Ь, то
Г V

с  Ъ b

2 + 2 = 2 .
а с а

с

В ъ  самомъ д е л е , У  есть верхняя граница суммы
а

2 1 ( 3 0  = 0 (а . У\)+ 5 (у» . у%) -f------- н 5 (ут- j , с)
(а  <  ух <  ■ • • <  уж_ ,  <  с)

ъ
и есть верхняя граница суммы

С

2 г ( 8 0  =  5 (с > * 0  +  « f c  . fc) 4 f  0 . *) •

(С <  Ь  <  ■ ■ ■ <  Z„-i <  Ъ).
Но

2 Л Ы  +  2 Л  3 0

есть выражеше типа 2(3)'  Наоборотъ, выражеше 2 { 3 )  ли^°

само есть сумма J ^ i C B O + '^ a  ( 8 0 >  либо превращается въ  такую 
сумму послЪ введешя новой точки дЬлешя с, такъ что, сдЬлавъ 
это, им-Ьемъ:

2(3)^2(3г) + 2л&)-
Комплексъ чиселъ 2 ( 3 )  и комплексъ чиселъ ( 3 0  +  ^ » ( 8 » )  
находятся, такимъ образомъ, въ  сл-Ьдующемъ соотношен1и. Если 
взять число изъ одного изъ этихъ комплексовъ, то оно никогда 
не будетъ превосходить всЪхъ чиселъ другого комплекса. Отсюда 
же вытекаетъ, что верхшя границы обоихъ комплексовъ равны. 
Если теперь положить1)

<р (х) =  -Ь ( 2 + / ( * ) )  и <i (х) =  1 (2 —f(x ) ) ,
а  а

то об-Ь эти функцш будутъ в о зр а с т а ю щ и м и  въ интервал-fe (а, Ь). 
В ъ  самомъ д-Ьл-Ь, если a ^ x < . x - \ - h ^ b ,  то

а

*) £  мы будемъ полагать равны мъ нулю.
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такъ что

Ф ( *  +  * )  —  Ф (* )  =  i  2 J —  \ { / ( *  +  А) — / ( х ) }  S :  0 .

Такъ какъ

/ ( * )  =  * ( * )  — Ф(*)|

то мы имЬемъ функщю / ( х )  въ виде разности друхъ возрастаю- 
щихъ въ интервале (а ,  Ь) функщй1) <р(х) и 'Ь (х),  или въ виде 
разности двухъ убывающихъ въ интервале ( а ,Ь )  функщй1) —  i ( x )  
И -— <р ( х ) , или въ виде суммы двухъ монотонныхъ функщй <р (х )  

и —  ф (х ) .
ъ

Существоваше интеграла J * f ( x ) d x  вытекаетъ теперь изъ § 151 

и § 152.

§ 155. Н е п р е р ы вн ы я  функц1и. Мы уже знаемъ изъ § 129, 

что/ f ( x ) d x  с у щ е с т в у е т ъ ,  е сл и  ф у н к щ я  / ( х ) н е п р е р ы в н а
а

в ъ  и н т е р в а л е  (а ,  Ь).  Но мы можемъ это также доказать при по
мощи нашаго критер!я интегрируемости, указаннаго въ § 150.

Что функщя Д х ) о г р а н и ч е н а ,  мы знаемъ изъ § 105. Намъ 
сверхъ этого нужна еще теорема о р а в н о м е р н о й  н е п р е р ы в 
н о с т и ,  которая выражается такъ:

Е с л и  ф у н к щ я  Д х )  н е п р е р ы в н а  в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь), т о  
д л я  к а ж д а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  е можно у к а з а т ь  т а к о е  р а з л о 
ж е ш е  {а ,  Ь) на к о н е ч н о е  ч и сл о  ч а с т н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  что  
в ъ  к а ж д о м ъ  ч а с т н о м ъ  и н т е р в а л е  к о л е б а н и е  ф у н к щ й  f { x )  
б у д е т ъ  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  s .

*) К ъ  к а ж д о й  ф ункцш  мы м о ж е м ъ  п р и б а в и т ь  одн у и т у  ж е  п о ст о я н 
ную  С. М ы м о ж е м ъ  С в ы б р а т ь  т а к ъ ;  ч то б ы  ф ун кц ш  бы ли  п о л о ж и т е л ь 
н ы м и  в ъ  ( а ,  Ъ).
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Для каждаго положительнаго г можно будетъ поэтому ука

зать такое разложеше 3 > ч т 0  вс^ числа

G (й , X i) ,  G (.Xj , Х̂ ) , . . . , G (Хр_J , b)

будутъ меньше, чемъ е . Но тогда и с ( 8 )  <  е , и указанный въ 
§ 1 5 0  критерШ интегрируемости выполненъ.

Мы докажемъ отъ противнаго предложеше о равномерной не
прерывности. Если бы это предложеше не было вернымъ, то неко
торое положительное е, пусть это будетъ е0 , представляло бы 
исключеше.

Мы разлагаемъ теперь интервалъ (а , Ь) на р  частей. Тогда, 
по крайней, мере, въ одномъ изъ частныхъ интерваловъ колебаше 
должно быть больше или равно е0 . Если f ( x p)  есть наибольшее, а 
f ( x p)  наименьшее значеше функщй въ этомъ частномъ интервале, 
то

Ъ —  а
f ( xp) — f ( x p)  ^  Ео и | Хр —  Хр

Пусть теперь г/,, уг , г/3, . . . будетъ сходящаяся часть последова
тельности х х, хг , х3, . . а z/t , г/2 , т/3, . . . соответствующая часть
последовательности х , ,  х а, х 8, . . . . Если положить lim уп =  у, то и 
lim уп =  у , такъ какъ- |у,-— ух j,  \у.г —  у2 \, \у3 —  уъ \, ■. ■ есть часть

, Ъ —  а  Ъ —  а  Ъ —  а
стремящейся къ нулю последовательности — —̂ , 2 ' — 3~~’

Изъ равенствъ же

lim уп — у и lim уп — у

вследств1е непрерывности вытекаетъ, что

lim/(?/„) =  Д у )  и l i m / ( ? 0  =  /(?/),

такъ что

lim {/(?„)—/(£ .)} = °.

а между темъ постоянно выполняется неравенство

/ (У .)  — / {У, )  2= ео-
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§ 156. Определенный и неопределенный интегралъ.
ь

Если интегралъ J * f (x ) d x  су щ еству етъ  и F ' (x )= f {x ) во
а

всемъ интервал^ (а , #), то в'Ьрна буд етъ  формула

ь
J * f ( x)dx — F(b) —  F(a).
а

Если мы разложимъ интервалъ {а} Ь) на интервалы

{U , Х\)у (Xj , • • • у fop j 1 >

( д <  х \ <■■■ < Х р_л < Ь ) ,

то по § 67

^ ( * 0  —  F {a )  =  ( а * !  —  « ) / ( ? , ) ,  ( я  <  5 ,  <  л - , )

F  ( * * )  —  F (л',) =  ( * ,  —  - V , ) / ( У , (.V, <  5, <  л-,)

f  (&)- = 0 - -v,)/(v>. (*, i < % <  h)

Отсюда сл^дуетъ, что

F ( b ) ~ F { a )  =  k ( $ ) ,
а

если только мы, какъ въ § 143, положимъ

О .  -  * ) / ( ; , )  +  (-V, —  Л',) / ( ; , )  + •  • • +  (Ь - х _ , ) / ( ?  ) =  ©  ( 8 ) .
(Т

Если теперь 3  пробегаетъ особенную последовательность 
8*въ , то

ь h

F  (l>) —  F ( n )  =  lim ©  ( 3 )  =  J * f ( x ) d x .
Я а

Для разности F ( b )  —  F ( a )  употребляютъ обозначеше

№ ) ) ! •

Таким ъ об р азом ъ, зная неопределенны й интегралъ
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функцш Д х )  въ интервал-k (a , b ) , можно вычислить опре-
b

д е л е н н ы й  и н т е г р а л ъ  f m  dx ,  если онъ существуетъ.
а

Ь Ъ
Оба разсмотренные въ § 144 примера J *  exd x  и /  х легк®

о а
разрешаются этимъ путемъ.

X
§ 157. Ф у н к ф я j * f ( x ) d x .  Положимъ, что функщя Д х )

а

интегрируема въ интервале (а ,  b) и с есть число изъ {а ,  Ь). Раз- 
смотримъ функщю

F ( x )  =  J f  (х) d x .
/ с

1. Ф у н к ш я  F ( x )  н е п р е р ы в н а  въ {а,  Ь). Если limx„ =  x ,
то

dx
"П X п

F(x„) = J '  f (x )  d х =  J * f ( x ) d x  +  J *  f(x)
с с  x

И
x1l

F(x„)  =  F ( x )  - f  J * f ( x )  d x .
x

Если мы обозначимъ черезъ К  верхнюю границу функщй
|/(х)| въ (а,  b),  т о 1)

*«

J  f ( x ) d x  \ш\х  —  х„\К,

такъ что

lim J  f ( x )  d x  =  О,

*) Имеемъ: ! f /  (л) d x  | S  / | / ( * ) !  dx  (§ 153) и J  | f ( x )  \ dx <(b — а) К,
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а

X

lim F { x n) =  F ( x ) .

2 . F ( x )  в ъ  и н т е р в а л -t (a, b> е с т ь  ф у н к щ я  съ о г р а н и 
ч е н н о й  e a p ia u ie B .  А именно, для а  <  д, <  • • • <  а  х <  b

| F(a) -  F(a t)  | +  | F (a t) -  F  (а2) | +  •. • + 1 F(af _ J  -  F(b) \
Л, а ,  Ь

- I / / W  dx  | — J J * f { x )  dx  j 4------- ь ! J * f ( x )  dx  | 3= (b — a) K.
“ ai “p_ i

Разложеше функцш F  (x) на два монотонныхъ слагаемыхъ 
выполняется здЬсь очень просто. Полагаютъ

9 (х)  =  i / w i + / w , ф (х )  =  \ j m - M .

Тогда существуютъ оба интеграла

ь ь

J  <p(x)dx, S *  (х) dx,
а а

b

ибо J * f ( x ) d x  существуетъ (ср. §  152 и § 153).  Такъ какъ въ цЬ-
а

ломъ интервал^ (а, Ь)
<Р (х )  0  и (х )  ;>  0 ,

то обе  функщй
X X

Ф ( х ) =  J * q > { x ) d x  И » Г (х )=  / '<Jf (х) dx
с с

будутъ возрастающими. Въ самомъ д е л е ,  (для а^х<С.х-\-Ь^Ь)
x +  h

Ф (х +  Ь) — Ф (х) =  J  <р (х) dx  ;> 0 ,
х

x +  h

W ( x + h )  —  W (х )  =  (х )  dx  Зг 0 . ‘ )

*) Если /(дг) >  0) то { f (x) dx — 0 (а < fy. Это вытекаетъ изъ опре-
а

делешя, даннаго въ § 145.
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Ho

/ ( * )  =  <p{x) —  ^(x) ,
поэтому

F ( x )  =  Ф ( х )  — * F ( x ) .

Если / ( x ) >  0 (или / ( x ) ^  0 ) "  во всемъ интервале (a,  b),  to  
i r  (x )  =  0  (соответственно Ф (x) =  0 ) .

3. Е с л и  ф ункц1я / ( x )  н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к е  х, т о  в ъ  

э т о й  т о ч к е

F  ( * ) = / ( * ) .

Если lim х„ =  х (хи г г  х ) , то

l im [x(x ,  х„) =  f ( x )  и lim М ( * ,  х„) =  f ( x ) .

Если бы, напримеръ, равенство l i m ( i ( x ,  х„) = / ( * )  не выпол
нялось, то существовала бы частная последовательность *х(лг, х , ) ,  
[ л (л ,х г) ,  [а (х ,  х 3) ,  . . . ,  которая стремилась бы къ пределу G . 
отличному отъ / ( х ) .  Но въ интервале (х , х„) есть такая точка 

х н\ что

JJ. ( х , х„) ^ / ( х „ /) й ( 1 ( х , х » )  +  — •

Сообразно съ этимъ lim /(x„ ')  =  G,  а между темъ должно быть 

l im / (x„ ')  — / (*)•
Принявъ въ cooбpaжeнie, что

хп

(1 ( х , Хп) г=  ̂у  f { x ) d x  =  М ( х ,  х „ ) ,

Л
найдемъ, что

Нш£ ( ^ _ £ М  =  Ит _ _ i _  ̂ f ( x ) d x = f ( x ) .

К

Если функщя / (х )  непрерывна въ интервале <й, b),  то F { x )  имеетъ 
повсюду въ {а,  Ь) производную / ( х ) .  Если Ф ( х )  есть какой-либо 
интегралъ функщй / ( х )  въ {а ,  Ь), т. е. Ф ' ( х )  = / ( х ) ,  то
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f  f ( x )  dx  =  Ф (х)  -j- С

и С  — — ■ Ф (с ) , такъ какъ левая часть есть нуль при х  =  с.  Та
кимъ образомъ,

J  f(x) d x  =  ( ф  (* ))* ,

С

какъ это намъ уже известно изъ § 156.

ь
§ 158. Интегрируемый разрывный функцш. J * f ( x )  d x

а

с у щ е с т в у е т ъ ,  е сл и  ф у н к ш я  f(x)  о г р а н и ч е н а  в ъ  и н т е р в а л е  
(а , Ь ) и и м е е т ъ  т о л ь к о  о г р а н и ч е н н о е  ч и сл о  т о ч е к ъ  р а з р ы в а .

Интервалъ ( а ,  Ь) распадается на конечное число такихъ част
ныхъ интерваловъ ( а ,  (3), что функщя f ( x )  непрерывна внутри

8

(a ,  (3). Для насъ достаточно будетъ показать, что J  f ( x ) d x  суще-
(X

ствуетъ (ср. §  150).

Съ этою целью мы выбираемъ числа а' и (S' такъ, что

« <  я' <  V <  Р
и

(а' -  л) а (а,  3 ) +  ((3 — (3) ^  £
[3— а ^  2

(г >  0 ) .  Мы далее разлагаемъ (а1, |3') такъ, чтобы въ каждомъ част- 
номъ интервале колебаше функщй / ( х )  было меньше, чемъ е / 2 . 1)  

Тогда мы имеемъ такое разложеше 3  интервала (a,  (3), для котораго

э
Поэтому, согласно критерю  § \ b Q , J ‘f { x ) d x  существуетъ.

*) Это по § 155 возможно, такъ какъ функц1я f ix )  непрерывна въ
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Мы можемъ написать

т

Если теперь lim ая =  а (а  <  а„ <  у) и lim — (3 (у <  £м <  3 ) ,  то 
по §  157

Такимъ образомъ, интегралъ разрывной функшй / ( х)  можетъ 
быть представленъ, какъ предЬлъ суммы интеграловъ непрерывной 
функшй.

§ 159. Интегрирован1е по частямъ. П у с т ь  / ( * )  и g (х)
б у д у т ъ  н е п р е р ы в н ы я  ф у н к ц ш  в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь). Положимъ

(А ,  В  суть постоянныя).
Тогда F ( x )  и G ( х ) ,  а, следовательно, и произведешя

а а.п
И

п
j f ( x ) d x  =  lim

Y Y
такъ что

Q
И

я

x x

F ( x )  =  A +  J ' f (x) dx, G (x) =  В  +  J g (x) dx
a  a
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Но
( F  (.г) G (х))' = / (х )  G (х) +  g  (х) F ( x ) , 

такъ что, по § 156,
ь ь

( F  (х) G (х))* =  J ' Д х) G (х) d x  +  J g  (x) F  (x) d x ,

ИЛИ

О "
J *F {x )g (x )d x  = (F(x) G(x))ba — J *  G(x)f(x) dx.
a  a

Это есть формула интегрироваш я по частямъ.
Она останется верной, если потребовать только, чтобы функ

цш /(х) и g(x) были интегрируемы въ ( а ,  Ь).
Именно, если а  <  x t <  • • <  х t <  £ и если положить а  = х0, 

Ь =  х  , то будемъ иметь

(F (x )  G(x))b = 2 J { F  (х,) G (x ,) —  F  (xv_ i)  G (xv_ i)  J-
M =  1

= 2 J G (xv) {  F ( x v) —  /' (xv_ i)  }  +  2 J F (xv—i) { G (xv) —  G (x v_ i)  } ,
ИЛИ

(F (x ) G (X)): =  2 * G (x O У *Д х )  iix + 2 ’F ( x v_ 1)
* v — 1 S ‘— 1

Пусть оч будетъ колебаше функцш /(x) и ctv —  колебаше функ
цш о-(х) въ (х ,_ 1, x v) . Тогда1)

J 'f  (х) dx =  (xv —  xv_ i)  {/ (x v) +  i>, 5, }  ,
*v -l

*v

У g (x) dX =  (xv —  xv—i) {  £ (x ,_ i)  +  Sv ov}
*V — 1

*)  Если a  s  с ^  J ,  то оба числа § y ( x ) d x  и <в ( с )  ( b  — а)  не будутъ
а

меньше, чемъ ( Ъ — a) jx, и не будутъ больше, чемъ ( b  —  а) М , и, следова
тельно, будутъ различаться не больше, чемъ на (Ъ — а) ст. Черезъ ц, М, ст 
мы обозначаемъ соответственно: нижнюю границу, верхнюю границу и 
колебаше функцш ®(х) въ интервале {а, Ь).
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и &, принадлежать интервалу (— 1, 1).
Обозначимъ наибольшее'значеше функцш |jF(*)| черезъ М, наи

большее значеше функщй |£(х)| черезъ М. Тогда

(F (х) G(x))ka = 2JG  (x v) / ( * , )  (х, — x v_ i )

+  J * F (x 4-i) g ( x , _ i )  (x,, —  x , _ i )  +  p
И

| p | <  м 2 ? 0 ч(ху— x v_ i )  +  M 2 J  (x-, —

Пробегая теперь особенную последовательность 3-овъ , найдемъ, что

ъ
lim2 ’G ( * , )  / ( * v) (х ,  —  *v—i) =  У * f ( x ) G ( x ) d x ,

a
b

lim 2 JF  ( * , _ i )  g ( x , _ i )  (x., —  x v_ i )  =  J ' g  (x )  F(x)dx
a

И

lim p =  0 ,

и получимъ ту же формулу, что и въ случае непрерывныхъ функ- 
щй / ( х )  и g(x).

§ 160. Прим1>нен1я. 1. П оложимъ, что въ интервале 
(а, Ь) ф ункцш  / ( х )  можно дифференцировать и разъ и что 
функщя /(M)(x) интегрируема въ (а, Ъ).

Интегрируя по частямъ, находимъ:

ь

( й 4  Г)!/ / (п) ( * )  (Ь —  х у  - Ч х
л

=  =  ‘ Г ' + ^ у ( « - у ) ( Ь - х)- Ч х ,
а

Ъ

jyr~ 2) \ J * ^ Л) Сx)(.b — x)n-*dx
а

KobaisbckiB. Дифференциальное и интегральпое исчнслеше. 1 7
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ь

ц f f " ( x) ( b - x ) d x  = - /,(a)l\ а)- +  J * ) ' { x ) d x .
а  <*

Наконецъ,
ь

f f ( x ) d x = m - f ( a ) .
а

Сложивъ эти равенства, найдемъ, что

т  - т + t i /  (л > + t f » - / -  (<.>+- •

при чемъ для имЪемъ выражеше

ь

а

Полученная формула есть не что иное, какъ формула Т э й л о р а  
(ср. §  7 4 ), и вмЪсгЪ съ этимъ мы получили новую форму остатка.

2. Для вычислешя интеграла

2

] т =  j ‘s\nmx d x  (т =  1 , 2 , 3, . . .)

о

можно пользоваться интегрировашемъ по частямъ. При т >  1

г. *_
2" it 2

J * sinmxdx =  —  (sinm_1x c o s x ) 2 -j- ( m — 1) ^J'sinm-2x cos2xdx,  
о 0

а такъ какъ

то

л Л 
( s i n ^ - 'x c o s x ) 2 =  О,

А-
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J *  sinmxdx  =* (иг — 1 ) J * sin’n~2;t-cosix d x . 
о о

Пользуясь гЪмъ, что cos4*  =  1 — sin2* ,  найдемъ, что

2

тJ *  sin mxdx =  (tn— 1) J 's\nm'~,1xdx,

или

Т =  ”  ~  1 / ■J  m f n J  m — 2

В ъ  случай m —  2 >  1 имЪемъ :

T tn 3 T
j  m -2 tn — 2 m ’

и такъ дальше.

В ъ  случай ч е т н а г о  m посл-Ьднимъ будетъ равенство

I  — — 1 — — —•'* 2 Jo 2 2 ’
такъ что

т _  ( 2  п  1 )  ( 2  ii —  3 ) .  ■ • 1 / _ _  .  л  ч  ч

2  я  ( 2  я  —  2 ) . . . 2  2

В ъ  случае н е ч е т н а  го  тп последнимъ будетъ равенство

~2

L  =  3  / 1  =  4  J *  s in x d x  =  ~ ,  
о

такъ что
т 2  п (2  я  —  2 ) . . .  2  ,  1 о  q \

Л » + 1 — ( 2 я  +  1 )  ( 2  я  —  1 ) . . .  3  ( «  -  1 ,  2 ,  3 , . . . )

§ 161. П реобразование о п р е д е л е н н о го  и н те гр а л а .  Поло
жимъ, что функщя <р(и) будетъ монотонной въ ( а ,  |5) и что функ
щя <р' (и) интегрируема. Мы положимъ

<Р (а )  =  а ,  <р($) =  Ь
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и допустимъ, ЧТО

J ‘f (x )d x

существуетъ. Если

« < < * ! < • • • <  <*Р-1 <  Р.

«  =  « о . £ =  Ь  и

х *  — ср ( я , ) , (v =  0 ,  1 , . . . , / » >

то, по § 67,

и
х, хч_] — (я, av_])<p (hv) t (a7-i Pv av)

несомненно лежитъ въ (x v_ ! ,  x v).

Пусть Ъ будетъ наибольшая длина частнаго интервала (a v- i ,  a v> 
и К — верхняя граница функщй \<р'(и)\ въ < а ,Р ) .  Тогда все  интер
валы ( x , _ i , x , )  будутъ меньше, чЪмъ КЪр. Особенной последова
тельности З ’въ интервала (а ,  р) соответствует^ такимъ образомъ, 
особенная последовательность 3 - в ъ  интервала (а , Ь).  Основываясь, 
на этомъ замечанш, легко убедиться въ томъ, что функщя 
f(<p (и))<р'(и) и н т е г р и р у е м а  въ (а,|3).

Если теперь пробежимъ особенную последовательность 3 ~ въ- 
интервала (а ,  Р ) ,  то найдемъ, что

l i m ( x v —  x v_ i )  =  J ' f ( x ) d x .

С ъ другой же стороны,

/ ( U  ( * <  —  * v - i )  =  /(<*> ( М )  Ч>' ( W  ( « V  —  < * v - i ) ,

такъ что

U m 2 7 / ( U  ( х , — x , _ i )  =  l i m ( M )  <p’ (fc) (« ,  —  e ^ i ) ,

т. e.
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Если фукнщя <р (и)  ч а с т и ч н о  * )  м о н о т о н н а  въ (a,  fi), а функ
щя <р' (и) интегрируема въ (а ,  (1), то предыдущая формула все еще 
верна. Нужно только требовать, чтобы функщя / (х )  была [интегри
руема въ интервал^ (А ,  В) ,  при чемъ А  означаетъ наименьшее, а 
В  наибольшее значеше функцш <р{и) въ ( а , ( 3 ) .  Доказываютъ эту 
формулу, разлагая (а,  |3) на и н т е р в а л ы  м о н о т о н н о с т и 1) функ
ши <р(и) и применяя полученный уже результатъ къ каждому изъ 
этихъ интерваловъ.

§ 162. Две теоремы о среднемъ значен!и. 1. П о л о ж и м ъ ,  
ч т о  ф у н к ш и  f ( x )  и <р(х) и н т е г р и р у е м ы  в ъ  и н т е р в а л е  (а ,  Ь), 
и ч т о  в ъ  н ем ъ  ф у н к щ я  <р(х) н и к о г д а  не б ы в а е т ъ  о т р и ц а 
т е л ь н о й .  Если мы обозначимъ черезъ [л нижнюю, а черезъ М верх
нюю границу функщй f ( x ) въ ( а , Ь ) ,  то будемъ иметь 

ь ъ ь
УJ* < p(x )dx?=  J ' f { x ) < p ( x ) d x ^  МJ ' <p(x)dx,

где  ш есть число изъ интервала ( j i ,  м ) .
Эту формулу называютъ п е р в о й  т е о р е м о й  о с р е д н е м ъ  

з н а ч е н ш .  Мы знаемъ, что 

ь

У * / ( * )  Ч> ( * )  dx  =  lim2 Ж )  Ч> ( U  (*v —  * , _ i ) ,
а

И ЧТО
ь

J *<Р (х) d x  =  l i m ( ?ч)  (X; —  * v- i ) ,
а

если пробегается особенная последовательность Д-въ. А такъ какъ 
<Р (х )  ;>  0 ,  то

V-Uv  (? ч) (*V —  * v - l ) * = 2 ? f ( $ 4) <Р (5Ч) (*V —  Xv-l)

й  M ^ v  ( ? , ) ( * ,  —  x v_ i ) .

*) См. § 151.
‘) Т. e. на интервалы, въ которыхъ функщя © (и) монотонна.
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Отсюда вытекаетъ предыдущая теорема о среднемъ значенш.
Т а к ъ  к а к ъ  при в ы б о р е  ч и с е л ъ  !■ м о ж н о  и з б е ж а т ь  гра- 

н и ц ъ  а  и Ь, т о  п о д ъ  (а и м м о ж н о  т а к ж е  р а з у м е т ь  с о о т 
в е т с т в е н н о  н и ж н ю ю  и в е р х н ю ю  г р а н и ц у  ф у н к ц ш  f ( x )  въ
(а,  Ь). Если функщя f ( x ) непрерывна въ (а , Ь), то мы можемъ
положить

m = т  ( a ^ s ^ b )
и имеемъ тогда

ь ь
У / ( * )  <p(x)dx  = / ( ? )  J ‘<p(x)dx.
а  а

Если функщя <р (х )  также непрерывна въ (а ,  Ь) и в н у т р и  
и н т е р в а л а  {а,  Ь) постоянно <р (х)  >  0 , то къ функщямъ

X X
F ( x )  =  ̂ f ( x )  ip ( x)dx  и G (x )  =  / (f (x) dx

можно применить теорему § 70. Поэтому

. т ± т .

ь
//(*) "i{x) dx

№ ,о (В)
/ ? (*) v

или
р р

/ /< * ),< *  ) d x = . №  f  <p(x)dx,

и на этотъ разъ мы знаемъ, что

а < Ь < Ь .

Прим1>нен1е. В ъ  § 16 0  мы для остатка формулы Т э й л о р а  

нашли равенство



Если функщя f M(x) непрерывна въ (а, Ь), то первая теорема о  
среднемъ значенш даетъ:

ь ' ъ
J */(п) (х) (b —  x)n l dx =  /(“)(!•) J *  (/; —  x)n~1dx.
л а

Но

у "  (Ь— х)Л-Ы х =  — С,

такъ что

К  =  (Ь~пг / (п>(Ъ)- { а < К Ь )

Это есть Л а г р а н ж е в а  ф о р м а  о с т а т к а .
О с т а т о к ъ  в ъ  ф о р м -fe К о ш и  получится, если написать

ъ ь

f  / (я) (Х) ( Ь ~  xy - 'd x  =  fM($)(b — ty - '  J*dx
а а

= /(я) (?) (Ь — \)"-1 (Ь — а). (а <  ? <  Ъ)

Такъ какъ можно положить

!; =  fl +  £  ( J  —  я ) ,  ( 0 < £ < 1 )

то находимъ теперь, что

К  =  V ’ (в  +  *  (Ь -  а))  •

2. П о л о ж и м ъ ,  ч т о  ф у н к щ я  / ( * )  и н т е г р и р у е м а  в ъ  ин- 
т е р в а л -fe (а, Ь), а <р(х) е с т ь  ф у н к щ я  у б ы в а ю щ а я  в ъ  (а, Ь). 
П у с т ь ,  н а к о н е ц ъ ,  б у д е т ъ

'М О  =  1 » Ф (*) =  ° -

Если тогда

x0 < x t <  ■< Xp_i <С Хр (хд — а, хр =  Ь)

и если ^  обозначаетъ нижнюю, М* вернюю границу, а колебаше
функщй f (x )  въ интервал-fe (xi l , x li), то (по § 1 47 )

Т Е О Р Е М Ы  О С Р Е Д Н Е М Ъ  З Н А Ч Е Н Ш . 2 6 3
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( * *  —  * * _ i )  = У / ( Х) d x  sS 2 7 м *  (х ,  —  * * _ , ) .
а

Но если принадлежитъ интервалу (хк 1 , хк),  то точно такъ же 
найдемъ, что

2 \ Iх* (*» —  * * _ i )  (хк -  х , _ , )  - 2 4  (хк — х , _ , ) .

ь
Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  и н т е г р а л ъ  j ~f ( x ) d x  м о ж е т ъ  б ы т ь

а
п р е д с т а в л е н ъ  с у м м о й

2 7 / f t )  ( * * — *»_!>

с ъ  о ш и б к о ю ,  к о т о р а я  не п р е в ы ш а е т ъ  ч и сл а

£ > = 2 ° к {хк — хк^ ) .

Ошибка, съ  которою сумма

ч
У

К = 1

представляетъ интегралъ

2 7 / ( £ * ) ( * *  * * _ i )  (<? — 1 , 2 , . . . ,  р)

У f ( x ) d x ,

по большей M tp t  равна

xk- i )к= 1

и, следовательно, не больше, чемъ D .  *)
Прежде, чемъ пойти дальше, мы должны будемъ доказать такъ 

называемую лемму А б е л я .  Она гласитъ:
Если

2 : 0

*) СлЕдуетъ принять во внимаше, что ct >  0, а хк — хк 1  > 0.
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и и , ,  и2 , . . . ,  ир с у т ь  к а к 1я - л и б о  ч и с л а ,  т о  п о с т о я н н о  

е1 «1 +  Ч иг Л f  %ир =  е 1 з я  ( и , , и, +  щ ,  ■ ■ ■, их +  и2 -f--------h m J-

Черезъ Ш  ( и 4 ,  и ,  +  и2 , ■ ■ ■, их -\- и.г -\-  f -  ир)  мы обозна-
чаемъ число, которое не меньше наименьшего и не больше наиболь
шего изъ чиселъ

и\ t и\ +  и%>' '  ’ , Mi +  Щ +  • • • +  ир •

Положивъ

j-, =  Uu s2 =  M j-f-K j,  - - ,  ^  =  и, +  и2 Н h ир,

найдемъ, что

S1 «i +  e2 u% Л f  % up =  e, 5, +  e2 (.r2 —  -ч) 4 h Zp {sp —  Sp_x)

— ( s i —  Ч)  51 +  ( ч  —  ®з) 2̂ H 1- (£f _ 1 е#) +  sp sf

Если s есть наименьшее, a S— наибольшее изъ чиселъ st , s t , . . . , s ,  
то, принимая во внимаше, что согласно предположен™

®i —  Ч >  0 , es —  е3 >  О , . - - ,  е̂  , — 0 , гр ^  О,

имеемъ:

(е1 — 4)s = (е1 — ч) s\ = (S1 — ч) s>
( s 2 S3) s Ш (e2 £8) s2 s i  (e2 s3) 5 ,

( £ P - 1 S P )  s  =  (s>>—1 s p )  s p - 1 =  ( £^ - i  г р )

V  =  V ,  =  e, 5 -

Отсюда же путемъ сложешя выведемъ, что

ei s =  (si — Ч) *t +  (е* — Ч) s2 Н Н — £р) -̂ _1 +  epsp =  si

чЪмъ лемма А б е л я  и доказана.
Эту лемму мы можемъ теперь применить къ сумме

К = 1

Если положить
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«. =  ♦ ( 5 . )  и « . “ / ( U C * . —

то условия леммы будутъ выполнены. Полагая =  д (такъ что 
г, =  (р(д) =  1), выводимъ изъ нея, что

2 У ( О Ш ( * - * < - 1) = ^  ( 2 У ( У  ( * - * , _ , ) > • ■«=1 *=1 *= 1

Изъ § 157 мы знаемъ, что функшя

ж

J f { .x ) d x
а

непрерывна въ интервал-fc (а, Ь) . Пусть

J f ( x ) d x
а

будетъ ея наибольшее, а

J 1f{x)dx
а

наименьшее ея значеше въ {а, Ь).
Такъ какъ при q — 1, 2, . . р

Г f(x)dx — D ^ '2 lf(SK)(xK — xK_1) г=j* f(x )d x -{-D ,
а  *=1 а

ТО  и

/ л*) -  я  ^ 2 л и  (*. -  *._i) -  У л * )dx+ D-
а  к=1 «

Отсюда же слЪдуетъ, что

/ f i x )  d x  —  D  * ± f (4 J  *  Ю  (Xn f i x )  d x  +  D .
m *=*1 -у  !

Если пробежать особенную последовательность разложешй,. 
то будемъ иметь:
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Н® 2 / ( U  Ф (У  (\ — *K-i) = f f i x )  Ф (*) dx
x = i

\imD =  \ \ m ^ K(xK —  *  _ j ) =  0 .
к= 1

Такимъ образомъ,

23
У * Д х ) d x ^ J * Д х )4- (л )dx ==§̂ / ( ж ) d x .
а  а  а

х
Такъ какъ интегралъ J * f ( x ) d x  непрерывенъ въ <а , Ь), то въ

а

этомъ интервал^ имеется такое что
ъ '

У * f { x )  t y ( x ) d x = J ' f i x )  d x .
a a

Этотъ результатъ можно обобщить.
Положимъ, что Х (х) есть убывающая (но не постоянная) 

функщя въ интервале (а, Ь). Если теперь положить

V W  -/ (а) -  У. (А)' 

то функщя >}(х) будетъ убывающей въ (д, £) и, сверхъ того,

<Кв) =  1, <К*) =  0 .

Поэтому, если / (х) есть функщя, интегрируемая въ (д, 5), то все 
услов!я нашихъ предыдущихъ разсуждешй будутъ выполнены и

f  f i x )  yI^xW d x  = / / ( * )  d x -
я а

Отсюда же вытекаетъ равенство
» е *

х )  i x  =  X (a) J  f i x )  dx  +  X (/;) у * Д х )  dx.
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Эту формулу называютъ в т о р о й  т е о р е м о й  о с р е д н е м ъ  з н а ч е н ш .
Е сл и  ф у н к ш я  F ( x )  и н т е г р и р у е м а  въ и н т е р в а л -fc ( я ,  Ь), 

и если д р у г а я  ф у н к ш я  G ( x )  с о в п а д а е т ъ  с ъ  F ( x )  во  в с е м ъ  
и н т е р в а л -fc {а ,  b) з а  и с к л ю ч е н 1е м ъ  о д н о г о  т о л ь к о  м-Ьста, 
т о  и ф у н к щ я  G ( x ) и н т е г р и р у е м а  в ъ  (а ,  Ь) и при т о м ъ

J *  G ( x ) d x  =  J ' F ( x ) d x .

Убедившись *) въ справедливости этого зам-Ьчашя, легко тот-
часъ же вывести, что можно изм-Ьнить значешя функщй F(x) в ъ

ъ
к о н е ч н о м ъ  ч и с л е  местъ безъ того, чтобы интегралъ J *  F ( x ) d x

а

пересталъ существовать и измен илъ свое значеше.
В ъ  формуле второй теоремы о среднемъ значенш мы теперь 

заменимъ
Х(а)  черезъ А  и Х(Ь)  черезъ В,

выбравъ, однако, при этомъ А  и В  такъ, чтобы измененная функщя
ь

Х(х)  все еще была монотонной въ <а , Ь ).  Тогда J * f ( x ) X ( x ) d x
а

остается неизменнымъ. В ъ  крайнемъ случае изменяется и мы 
имеемъ:

ъ 5 ь
J * f  (х) X (х) dx =  A J * f ( x) dx -}- В J * f i x )  dx.
“  « 5

(а ^ % ^ Ь )

Если въ интервале (а,  b> функщя Х(х) у б ы в а е т ъ  и н и г д е  
не и м е е т ъ  о т р и ц а т е л ь н а г о  з н а ч е ш я ,  то мы можемъ положить 
В  =  0  и получаемъ  тогда

Ь I
J' f(x )X (x )dx  — A J ' f  (х) dx.
n a

__________________( ,  A ^ X ( a ) . )

') Это прямо вытекаетъ изъ даннаго въ § 145 определешя опре
деленная интеграла.
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Если въ  интервале ( а у Ь) функшя X (л) в о з р а с т а е т ъ  и н и г д еI '
не и м е е т ъ  о т р и ц а т е л ь н а г о  з н а ч е т я ,  то мы можемъ положить 
А =  0 и получаемъ тогда

ь ь
J / ( * )  Z ( x ) d x  =  В  J ' f ( x )  dx .

§ 163. Интегралъ

/
s in  П Х

х
d x .

Подъ я разум-Ьется положительное целое число и ^ > 0 .

Символъ .Sl1̂ ” *  не имеетъ смысла при х  =  0 .  Мы условимся,

чтобы при х — 0 онъ обозначалъ число я . Тогда функщя sin пх 

будетъ п о в с ю д у  непрерывна, такъ какъ при i s O

sin их п’ х1 , п * Х *
 =  я  ■

3 !  г 5 !  ’

а стоящМ въ правой части степенной рядъ повсюду непрерывенъ. 
Положивъ пх  =  и,  получимъ (по § 161)

« h
т /  sinw ,

Л = у
о

такъ что
нЬ

г т /  sin и ,
Л - / , = У  - U~ d u .

Мы будемъ предполагать, что п >  v, и применимъ вторую 
теорему о среднемъ значенш къ последнему интегралу. В ъ  интер

вале {vh, nh)  функщя -i- будетъ положительной и убывающей.^Во 

второй теореме о среднемъ значенш можно поэтому принять
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b о

и н т е г р а л ы  J  f ( x )  cos nx dx,  J  f ( x )  sin их d x .
a  a

Тогда мы получаемъ

n h

Ho

такъ что

^  ~ ~ d u = ~~h s i n u d u - ( у Ь ^ Ъ ш п Ь )
V» ih

5

У  sin udu  =  —  (cosu)^  =  cos 'th —  co s? ,

17 — 7  1 -= —\Jn Jv I =  vh'

ибо по своимъ абсолютнымь величинамъ cos vh и cos?  не превос
ходить 1 .

Если е есть положительное число, то индексъ v можно вы
брать такъ, что 2/vA <  е. Тогда при п > v

1 7 .— 7.1  <  * -

По § 27  отсюда можно заключить что lim J  с у щ е с т в у е т ъ .  

§ 164. Интегралы

ъ ь
А п =  J * f ( x )  cos n x  d x  и В п— J ' f  (ж) sin пж dж.

а  а

Положимъ, что фу hkiuh / ( * )  и н т е г р и р у е м а  въ и н т е р в а л е  
<а , Ь) . Мы покажемъ, что т о г д а

lim А  =  0  и lim В  = 0 .п п

Интервалъ (а , Ь) можно разложить на таюе частные интервалы

(х *—1 , Ху), (v =  1 , 2 , . . . ,  р )
что

D  =  ( * V  * V - l )

(е >  0 ) .  При этомъ <jv означаетъ колебаше функщй / ( * )  въ

(Хч — 1» #v) •
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X_Q _

Ho

A „ =  2 j J * f ( x) cos n x d x
*v— i

* v

=  cos n x d x  J  { f ( x ) — / (;tv_ i ) } c o s  n x d x
Xyi  — 1 * V - 1

" V

sin и х  rfx

*v-l
*v *v

=  2 7 ( ^ - 0  У  s>n d x  +  ' J *  { f i x )  —  / ( x , _ i )  }  sin nx dx .
*4-1 *N1-1

Отсюда можно вывести соотношеше

\An\ ^ Z \ f i x , - { ) \  +  D,

и точно такъ же

\Bn\ ^ l £ \ f { x . - i ) \  +  D.

Если выбрать k такъ, что 

то при п к
\ A  | < s  и I В  | <  s .
I « I  ^  I п  I ^

А это означаетъ, что lim А п =  lim Вп =  0 .

§ 165. Вычислен1е
1,

Hm •!H ZLd ae .

о
Такъ какъ по § 164

к'
/  s in » *  ,  „lim / — - —  d x  =  О,



2 7 2 r sin nx , 
п р е д е л ъ  J  d x .

0 __

если числа h, h' оба больше нуля, то l i m s 'n̂ ” x d x  совершенно

о
не зависитъ отъ того, какое положительное значеше имеетъ h.

Мы можемъ поэтому ограничиться разсмотр-Ьшемъ предела

i *
.. /  sin nx ,lim /  dx.J

о

Для 0  <  x  4 -  я  функщя

sm x-
sin x

непрерывна. Такъ какъ функщя

—   \_____ х»
sinx — ж 3 !  5 !  3 !  S ! - '=  —  х-X sin X , X' . Xх .

* * - ■ З Т + -  1 т Н

имеетъ пределъ 0  для значешй х,  приближающихся къ нулю, то

~  будетъ функщей, непрерывной при х — 0 , если мы припи-

шемъ безсодержательному при х  =  0  символу значеше нуль.
Тогда по § 164

lim /  ( - -------- г!—\ s i n n x d x  — О,J  \х s\nx)
о

такъ что

Нт Г  =  ijm Г  I E ^ L d x .J  s i n x  J  X

о 0

Чтобы найти этотъ пределъ, достаточно разсмотреть частную по
следовательность. Мы разсмотримъ частную последовательность, со
ответствующую нечетнымъ индексамъ.



r  Sin П Х  J  
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О *
2 7 3

Мы исходимъ изъ замЪчашя, что

} V
cos (р  —  1 )<р —  2  cos р<р +  cos (/> +  1)  <р =  2  (cos <р —  1)  c o s Р<р. 

Эта формула при

Up =  cos (р   1) <р —  cos Р <р ,

обращается въ

ир+1 —  ир =  2 ( 1  —  cos <р) cosР<р.

Мы пишемъ теперь следующую ц%пь равенствъ:

Mj =  1 — COS (р,

иг —  « ,  =  2 ( 1  —  cos <р) cos <р, 

м3 —  и2 =  2 ( 1 —  cos <р) cos 2  <р ,

ир+х —  ир =  2 ( 1  —  cos <р )  cos Р<р.

Отсюда вытекаетъ, что

■Jup+1 =  ( у +  co s<р +  cos 2 у -|---------\-cospy  ) ( 1  —  c o s ? ) ;

поэтому, въ случай cos <р <  1 ,

1 I I о  , | . cos ЙФ — cos ( *  + 1)-®3
у  +  cos у +  cos 2 9> -I (- cos^  у = ------  2 ( V - ~C0S ?) '

Такъ какъ

cos(/> +  1) ?  =  cos (̂ (/> Н- ^  у )  »

cos р<р =  cos ( {р  +  ^)<р —  у у ) ,

cos^^p —  cos (/> +  1) <Р =  2 sin (р  +  <р sin

1 —  cos <р — 2 sin2 .

К овА н вскш . Дифференщальное и интегральное исчислеш е. 18

то



h .
0-7 л /'Sin nx J2 7 4  п р е д - в л ъ  и н т е г р а л а  J   ax.

 0________

такъ что

sin (/> +  4 - ) ?
-(- cos <p +  cos 2<p-\ (-cos p(p =  j-------

2 siny<p

Если мы ограничимъ <p интерваломъ ( 0 ,  я ) ,  то s i n ^ y  будетъ ну- 
лемъ только при (р — 0 .  Если же приписать символу

sin (р +  j)  ?
2  sin i  о

значеше +  т  ПРИ 9  =  0 ,  т 0  формула верна и при (р =  0.
В ъ  интеграле

Г  s m {2p +  \)xdx  
/ sinx

О

мы можемъ поэтому положить

sin (2 р +  1 ) *  _  2 П  I cos 2  х  +  cos 4  х -\--------1-  cos 2  />*).
sin х \ 2 1 /

Но отсюда следуетъ:

i "  i *  р

J % ̂ . .i 2.P ± l l ^ d x  = J *  ’<** +  2  2  J  cos 2  v x d x .  
0 0 о

А такъ какъ
. L i t

A i
2  I  cos 2  '/xdx =  y ( s*h 2 v * ) 0 = 0 ,

о
TO

Г  s i n ( 2 p ± J ) x d x *
/ sin *  2

о

Теперь мы можемъ заключить, что

ь

lim

о



h .• sin nx
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J  X

Г  51П n x  J  0 7 K

Мы присоединимъ сюда еще одно замЪчаше объ интеграл^
h
sin пх-dx .  х/

о
Если h ^  — . топ 1

h

0< J *  '™ l± d x m  J *  ™ ^ L d x = f

П
h 7с/я

о

При Ъ >  — напишемъ:

h 7t/я
/ sin w* , / s i n  их , / sinwx ,

— * ~ j  — d x + j  — d x
0 0 n/«

Tt ЯЙ

/ sin “ j  i /  sinw , 14
—  du+  J  ~~u~ ^

О Я

и примЪнимъ ко второму интегралу въ правой части вторую тео
рему о среднемъ значенш. По этой теорем^ (если положить 

^ = 1  5  =  0 )

п h £

f  S- ^ T d u = ^  f  s i n ^ «  =  —  ^ ( 1 + c o s  £).
Я It

Отсюда, въ виду соотношешя | cos ? | ^  1 ,

п h

/ sin и , | 2
и | — *

Если положить

то постоянно

/
sin« 7 , 2  пdu +  — =  G,
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sinnx j  dx
X\ P

о
При O ^ h '  h,  въ виду равенства

h h

J ' ^ L d x _ f .  ™ ^ L d x ,

0 0 
постоянно имеетъ мЪсто соотношеше

У
sin nx

\ P
■ dx 2 G.

§ 166. Интегралъ Дирихле. Положимъ, - что функшя f ( x )  
монотонна въ  интервале ( 0 , h) и непрерывна въ точке х — 0 .

Мы разлагаемъ интегралъ
Ъ

Ъ я =  f  f ( x ) ^ d x ,
о

называемый интеграломъ Д и р и х л е  ( D i r i c h l e t ) ,  слЪдующимъ об
разомъ:

л ' h

Ъ „ =  f + f  ( 0  < h ’ < h )
о *'

Къ первой части мы применяемъ вторую теорему о среднемъ 
значенш, по которой

к’ h" к’

/ f  f  ii^ L d x
0 0 h"

(0  sg h" h’) . Тогда
h' к

=  { / ( * ' ) - Д О ) }  f ' ^ d x  +  f ' f ( x ) ^ d x  +
h”  V

s. y

+ / ( 0 )  f d x
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гд%
h'

Я .  =  { / ( * ' ) - / ( 0 ) } У * -
J"

Ь

f f W ^ d x ,
b'

h

с .-д о ^ у *  ̂

Такъ какъ

| Я . | й 2 С | Д У ) - Д 0 )|

и при приближающемся къ нулю,

Н ш / ( У ) = Д О ) ,  

т о  можно выбрать такъ, чтобы было

2 G|/(*0 — Д 0 ) | < | .  ( е > 0 )

Тогда для в с е х ъ  значешй индекса и

1 Я . К - Г

Если А' выбрано указаннымъ образомъ, то по § 16 4  и § 165  (ко
гда и пробегаетъ последовательность 1 , 2 , 3, . . .)

lim £Зя =  0  и lim (£я =  0 .

Поэтому п о ч т и  для в с ^ х ъ  значешй индекса п
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- f / ( 0 )  ^ | 9 t J  +  |$BJ +  | G U < e .

А это обозначаетъ, что

h
limJ * f { x )  sin_«* i x  =  «  / ( 0 )  {h >  0 )

0

Если функщя Д х )  монотонна въ интервал-fe ( 0 , h), но не не
прерывна при х =  0 , то формула принимаетъ другой видъ.

Пусть, напримеръ, функщя Д х )  будетъ возрастающей въ ин
тервале ( 0 , h) и

hx >  h3 >  h3 >  • • •, lim hn — 0 .

Тогда последовательность

ш ,  д м .  т ,  • • •

убываетъ и ограничена, такъ что

lim f ( h n)

существуетъ. Мы обозначимъ этотъ пределъ черезъ /0.

Если b\, h\, h'j , .  . . есть последовательность, состоящая изъ  
однихъ только положительныхъ членовъ и имеющая пределъ нуль, то 
для каждаго h ' существуетъ такое h , что h < h ' ,  вследств1е чего"  w ttt ft *

f ( h m) ^ f ( h n'). Отсюда же следуетъ, что f 0 = f { h j ) .  Если предло
жено положительное число е, то мы можемъ выбрать f { h v)  такъ, 
что Д ^ 7)  <  /о +  s . А такъ какъ почти все  hn' лежатъ между 
0  и то почти все  f [ h ' )  удовлетворяютъ нераиенствамъ

/о =  f i ^ n )  <  /о +  s •

А это означаетъ, что

ПтКК') = fo •
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Если мы теперь заменимъ /  (0 )  ч е р е з ъ / 0, то функщя f ( x )  
будетъ непрерывна въ точке ^  =  0  и останется возрастающей въ 

интервале <0 , h)\
ь

X/ г, \ sin пх
/ м — ■ d x/  J ' ' *

о

сохраняетъ свое значете.

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  мы и м е е м ъ

ь

lim/ f ( x ) ~ ^ d x - - = ~ f 0, ( h > 0 )

о
и при э т о м ъ

/о =  l im / (x)

для п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  з н а ч е ш й  х,  п р и б л и ж а ю щ и х с я  к ъ  нулю-

Если Д х )  въ интервале <0, h) есть функщя с ъ  о г р а н и ч е н 
ной B a p ia u ie f t ,  то, какъ мы знаемъ, можно выбрать въ интерва
л е  ( 0 , h) д ве  возрастаюиця функщй г/>(х), 'Н * )  такъ, что во всемъ 
интервале ( 0 , Ь)

Д х )  =  <р{х) —  ̂ (х ) .

По предыдущему имеемъ теперь:

ь

о
следовательно

. .  /  / Xsin »x  , х
hm / <р(х)— - — d x = ~ 2 (pQ,

о
h

lim J * \ ( x ) ^ ^ d x = ^ - % \

h

lim J * =  — ^0)  =  y / o ’

о

При этомъ / 0 есть пределъ функщй / ( х )  для положительныхъ 
значенШ х ,  приближающихся къ нулю.
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Мы говоримъ, что Д х )  есть функщя съ ограниченной ва- 
piauieft вправо отъ х =  0, если можно выбрать такое положи
тельное число 8, что Д х ) есть функщя съ ограниченной Bapiauieft 
въ интервал^ (0, 5)

Употребляя это выражеше, мы можемъ высказать следующую 
теорему:

Если Д х )  въ интервале (0, h) есть функщя интегри
руемая и съ  ограниченной eap iau iefl вправо отъ х  =  0, то

h

0
Действительно,

h 5 h

f + f .
о o s

Пределъ первой части есть \fo,  пределъ же второй части, по § 164, 
равенъ нулю.

§ 167. Теорема П. Дю Буа-Реймона объ  интеграл^ Ди
рихле. Въ § 159 мы доказали формулу

ь ь

( F  (х) G (x ))‘ =  f m  G (x) d x + J *  g ( x ) F ( x ) d x .
a  a

Было предположено, что функщй Д х )  и g  (х) интегрируемы въ 
интервале (а, Ь), и что

х х

F { x )  =  A - 1-J ' f ( x ) d x ,  G(x)  =  B +  J *g ( x ) d x .
a a

Эту формулу мы примЪнимъ теперь къ интегралу

У

y ' m ^ - d x ,  (0 < b ’ < h )
0

при чемъ мы сначала будемъ требовать отъ функщй Д х ) , чтобы она 
была интегрируема въ интервале (0, h) .
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Предварительно зам-Ьтимъ, что для х г О
I*

/sinnxV яде cos я х — sin яде 1 а
[— — )  -  ^  у «  * + • • • .

Въ точк-fe *  =  0 мы полагаемъ выражеше sin-”* равнымъ и. Такимъ 

образомъ, въ этой точк-fe производною будетъ

Нп,1 ( £ ! П ^ _  «) =  u m (— -^ я3*  +  - " )  =  ° .

(lim х =  0)
Приписавъ символу

я д : c o s  я х  —  s m  п х

значеше 0 при х = 0, мы имеемъ передъ собою повсюду непре
рывную функщю, которая равна производной отъ такъ что

X
sinй п я х  . /  n x c o s n x  — s i n n x  ,
—  =  « +  J  ------- F  dx.

Въ формуле интегрировашя по частямъ мы можемъ, такимъ 
образомъ, положить д =  0, Ъ — h' и

X
р /  \ /  £ I  \  j  / \  tix  c o s  и х  —  sin fix  s~* / \F (X) = J  f ( x ) dx, g (x )= -----------? ----------- , G (x) :

sm n x

о
Тогда она даетъ:

v

/ г, >sinflx  , r ./ .^ s i n nb’ /  я х c o s ях — s in tfX r , ,f (x )— ~ d x  =  F (h )—J? J  -----------? ------------F(x)dx.
о 0

Бели мы припишемъ выражешю
X

“  J * f i x )  dx
о

какое-либо значен}е при х =  0, то функщя
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3 ( * ) = Т  J f ( x ) d x
О

будетъ ограничена1)  въ интервале <0, Ь ).  Она, сверхъ того, будетъ 
н е п р е р ы в н а  въ <0, Ь ) ,  если не принимать во внимаше точки 
х  =  0 . Поэтому функщя g ( x )  и н т е гр и р у е м а  въ ( 0 ,  h ) . (§  158).

При помощи §  ( * )  правая часть нашей вышеприведенной фор
мулы можетъ быть написана такъ:

h’ h'

s in n h ' —  J *  0 - ( х ) я  c o s n x d x

о о
Ho

h'
sin n h ' — J*n cos n x d x .

Такимъ образомъ,
*  • •

h'

J * f x̂^ _ n x dx=z J *^ x^ J ^ d x +  f  {%(h')-%(x)}ncosnxdx.

о о 0

Мы предположимъ теперь, что § ( * )  есть функщя с ъ  о г р а 
н и ч ен н ой  e a p ia u ie ft  въ  интервале ( 0 ,  Ь).  Тогда можно выбрать 
въ  ( 0 ,  h)  таюя д ве  возрастаюпця функцш Ф ( х ) ,  ЧГ ( * ) .  что во 
всемъ интервале ( 0 ,  h)

g f  ( х ) = Ф ( х ) - Ф ( х ) .

Такъ какъ функши Ф (h') —  Ф (х)  и W (h') —  W (х )  убываютъ и 
нигде не имеютъ отрицательныхъ значешй, то по второй теореме 
о среднемъ значенш

ь’
J  {  Ф (/;') —  Ф ( х ) }  п cos n x d x  =  {Ф  (h 1) —  Ф0 }  sin я ? ,

*) Нужно принять во внимаше, что функщя f ( x )  ограничена въ ин
тервале <0, Ь).
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о
такъ что

h'

п■
J ' {W{h')  — W(х)},п cos n x d x = { W ( h ' )  — ¥ 0 } s i n i » I ,

J*{ S  iP') —  Э  ( * )  }  n cosnxdx =  {  Ф (h')  —  Ф„ }  sin n?
0

+  {Ц Г (£ ') —  W0 } s in « ? -  

Абсолютная величина правой части не больше, чемъ 

\Ф(Ь') —  Ф0 \ +  \ЧГ(Ь') —  чг0 |.

Подъ Ф0 , W0 мы понимаемъ соответственно пределы функщй 
Ф(лг) и для положительныхъ значешй х, приближающихся къ
нулю. Поэтому для lim h' — О

lim {  | Ф (h') -  Ф0 1 + 1V  (h') -  1}  =  0 ,

и мы можемъ выбрать h' такъ, что

| ф  ( / , ' ) _  ф„|_|_|цг (/,') — 4i-„| <  i - .

3

Тогда для в с е х ъ  значешй индекса п
v

\ J * {  {у (h') —  Q (х)} п cosnxdx <  

о

Если написать теперь, что

ь w

О
h' h

+ — & ( x ) } n c o s n x d x  +  J*f{x)-m"-X dx,
о h'

то первый и последшй членъ правой части имеютъ пределъ нуль, 
когда п пробегаетъ последовательность 1 , 2 ,  3 ,  . . . ,  такъ что
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абсолютный величины этих> членовъ будутъ меньше, чЪмъ -у ,  а 

абсолютная величина выраженга

h
г ,  \ sin п х  , г

/ ( * ) — —  d x  —  у  g o
О

будетъ меньше, ч%мъ е почти для всЪхъ значешй индекса п.
Это означаетъ, что

ь

h

Л

l im/ » •
о

Мы можемъ поэтому высказать следующую теорему:
Е с л и  ф у н к ш я  / ( * )  и н т е г р и р у е м а  в ъ  и н т е р в а л е  ( 0 ,  h) и

*

8 f ( * ) “ T (J * f ( x) dx
о

е с т ь  ф у н к ш я  с ъ  о г р а н и ч е н н о й  e a p ia u ie f t  в п р а в о  о т ъ  х  =  0 ,  
т о  и м е е т ъ  м е с т о  р а в е н с т в о

ь

И т f  f (x )^ d x  = | 3 f 0 . ( i > 0 )

о
П ри э т о м ъ  g 0 е с т ь  п р е д е л ъ  ф у н к ш и  g ( x )  для  п о л о 

ж и т е л ь н ы х ъ  з н а ч е ш й  х,  п р и б л и ж а ю щ и х с я  к ъ  н у л ю .
Эта теорема П. Д ю  Б у а - Р е й м о н а  (P .  du Bois-Reymond) со

держитъ въ c e 6 t ,  какъ частный случай, теорему, доказанную въ 
§  166. А именно, можно показать, что § ( * )  есть функщя съ огра
ниченной eapiauiefl вправо отъ х — 0, коль скоро f ( x )  имеетъ это 
свойство.

§  168. Другое выражеше теоремы  Дю Буа-Реймона.
Если функщя f { x )  интегрируема въ интервале ( 0 ,  h), то, инте
грируя по частямъ, найдемъ, что для Ь ;>  х  >  О

и h h и

( 1 J /(и)<*«) =  J  ~ r d u — J * ( u > У  t (u)duj du,
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т. е.
h

& ( * ) - £ ( * ) =  / ' { № - Ш У * г *
X

ИЛИ
h

& ( * ) = » ( * ) +  /  { & ( « ) — / ( » ) } 4 г  
х

Если 2 К * )  въ интервале (О, А) есть функщя съ ограничен
ной eapiauieft, то существуетъ число А  такого рода, что

IS(0)-8f(*i)l + l8r(*i)-SC*.)l + -+l8f(Vi)-S(*)l<^
(0<х,  <•■■ < x f _l < h ) ,  

какъ бы ни разлагать (О, Ь) на частные интервалы. Поэтому и

18 (*0 — S (**) Н  b lS  (ХР~1)— § (ХР) \ < л .  {xt =  h)

Положивъ для краткости

« ( “)■= _/-<“) =  & (U)

и обозначивъ черезъ ov колебаше функщй &  (и) въ интервале

<*,_!> * v>. найдемъ, что

*v

&  —  &  ( * , )  =  J ' ®  ( “ )  =  ( * ,  —  * , - l )  ( ®  f t )  +  ° v )  •

—1

При этомъ 5v есть произвольное значеше изъ интервала (x v_ j , x v), 
a &v— значеше изъ интервала <— 1, 1).

Изъ последняго равенства мы можемъ заключить, что

15 ( * , _ , ) ( * , )  I £  (*, -  *,_,) { I © f t )  I -  0Л
(v =  2 ,  3 ,  . . . р )

поэтому
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Оставляя х ,  неизм-Ьненнымъ, найдемъ, что для особенной последо
вательности $ - в ъ ,  получаемой при дЬленш интервала ( * , ,  h),

р

\ т 2 ! { х ч —  x v_ j ) a v =  О,
v=2

Р h
l i m 2 ’ (x v —  x v_ j ) | @ ( 5 v) | =  Г  \®(u)\du,

v=2 * *

и что для 0  <  х <С h
ъ

J *  \ ®  (и) \du ^  А .
х

Такимъ образомъ, функщя
h

Х ( х ) =  C\(b(u)\du
х

о г р а н и ч е н а  въ интервал-b (О, Ь).
Если это услов1е выполнено, то можно, наоборотъ, показать, 

что § ( х )  въ интервале <0, h) есть функщя съ  ограниченной ва- 
piauiefl.

А именно, тогда обе функщй

h

ф (*) = § у,) +  J *  i ® m + ® M du
X

и
ь

v ( * ) =  A
X

будутъ ограниченными и убывающими. Если оне постоянно больше, 
чемъ В,  и если мы положимъ, что

Ф ( 0 )  =  ЧГ(0) =  В,

то оне будутъ убывающими въ интервале ( 0 ,  h). Если же положить 
g  (0 )  =  0, то ихъ разность будетъ равна g  (х),  такъ что g  (х )  въ
интервале ( 0 ,  Ь) будетъ функщей съ ограниченной Bapiauiefl. *)

: '

’) Это свойство сохраняется при всякомъ другомъ предположеши 
относительно 5 (0 )
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Мы можемъ поэтому дать теореме Д ю  Б у а - Р е й м о н а  сле
дующее выражеше:

Е с л и  в ъ  и н т е р в а л е  ( 0 ,  h),  й >  О, ф у н к ш я  / ( х )  и н те
г р и р у е м а ,  а ф у н к ш я

Х{х)  =  f f {u)du
* о

о г р а н и ч е н а  в ъ  ( 0 ,  h),  то

du

lim J * f { x ) — ~ - d x = ~ ^ 0.

ПРИ So есть ■ » « * “  t / / W *
О

при и о л о ж и т е л ь н о м ъ  х ,  с т р е м я щ е м с я  к ъ  н у л ю . При сделан- 
ныхъ здесь  предположешяхъ этотъ пределъ всегда существуетъ.

Е с л и  при х  =  0  ф у н к ш я  / ( х )  н е п р е р ы в н а ,  т о  g o = / ( 0 ) -  
(ср. §  157).

Прим'Ёнеше. Положимъ, что въ интервале (0 , h), b >  0> 
функщя / (х) интегрируема и имеетъ производную въ точке х  =  0.

Для даннаго е ( >  0 )  можно выбрать положительное число В 
такъ, что въ интервале (О, В)

/ ( * ) - / ( 0 )  f  (Q) <  е.

Если бы, въ самомъ д е л е ,  въ интервале и = 1 , 2 , 3 , . . . ,

можно было постоянно найти такое число х„, для котораго

| /Ю  - / ( 0 )
- / ' ( 0 ) f e « ,

то равенство
/ ( * „ ) - / ( 0 )  „  ... lim   = /  (0)

х п

не могло бы иметь места.

Такимъ образомъ, функщя ц ограничена в ъ ( 0 , В ) ,  а, 

следовательно, и въ (0, h ) . То же справедливо и для функщй ©  (и) 
и Х ( х ) .  Действительно,
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Г f M - M u d u ,
' и “ /  “

О

и по первой теорем% о среднемъ значенш

и  и

j * u d u  =  in udu =  m ~ ,  
о о

при чемъ m  не меньше нижней и не больше верхней границы функ-
• / ( * 0 - / ( 0 )ШИ Ш  ' - i - ' .

U

Такимъ образомъ, согласно предыдущей теорем^,
ь

lim J * f ( x ) ~ x- d x  =  ~ f ( 0 ) .  

о

Тотъ же результатъ получается, е сл и  в ъ  и н т е р в а л е  ( 0 ,  h)  ф у н к 
щ я  f ( x )  и н т е г р и р у е м а  и е с л и  при н а д л е ж а щ е м ъ  в ы б о р е  
п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и сл а  k ф у н к щ я

/ ( « ) - / ( 0 )

о г р а н и ч е н а  в ъ  и н т е р в а л е  ( 0 ,V).

ЗалгЬчан1е. Такъ какъ

h

lim

о

если мы примемъ, что функщя f ( x )  интегрируема въ ( 0 ,  h ),  то

h

lim J * f { x )  ( у - s m n x d x ^ Q ,  ( 0  <  h <  it)

h h

lim J ^ s- n~ f ( x ) d x  =  lim J * Sl̂ f ( x ) d x ,
о 0

въ предположен^, что этотъ пределъ существуетъ.
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Г  Л А В А  X V .

Интегрироваше безнонечныхъ рядовъ.

§ 169. Ряды функцШ. Пусть иу(х),  и2 (х ) ,  и3 ( х ) , . . .  бу
детъ последовательность функщй, которыя определены въ интер
вале (д ,  Ь). Положимъ сверхъ того, что безконечный рядъ

и, (х )  +  и2 (х) +  и3 (х)-\------

сходится для каждаго значешя х  изъ {а ,  Ь) . Мы говоримъ тогда, 
что этотъ рядъ с х о д и т с я  в ъ  и н т е р в а л е  (д ,  Ь) . Его сумму мы 
обозначимъ черезъ С/(х), такъ что

U (х) =  к ,  (х) +  и2 (х )  +  м3 (х )  Н------

( й ё х ё ^ ) .

Степенные ряды образуютъ частный видъ рядовъ функщй.

§ 170. Не всегда можно интегрировать почленно. Старые 
аналитики, не долго думая, выводили изъ равенства

и (х )  =  и, (х )  +  и2 (х )  -(- м3 ( х ) +  • • •

равенство

Такимъ образомъ, они при интегрированш б е з к о н е ч н а г о  р я д а  
ф ункцШ  поступали точно такъ же, какъ при интегрированш су м 
мы р  ф у н к ш й .

Мы можемъ на примере показать, что этотъ способъ приво
дить иногда къ ложнымъ результатамъ.

Если положить

и„ (х )  =  п хе~ пх1 —  (я —  1 ) х е  

К о в а л е в с к ш . Диффференщальное п интегральное исчислен ie. 19
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то я-ая частная сумма *„(х) ряда и, (х) +  м2 (х) -f- и3 (х)Н будетъ
равна пх е  ~м*\ При х  =  0  она равна нулю. При х г О  ея абсолют
ная величина равыа *)

п\х\ п \х\ 2
т> ^г»*1 п\х\*’

2
такъ что lim sn (х) =  0 .

Такимъ образомъ, при каждомъ значенш х

0 =  И1 (х ) +  « а (х )  +  ма( х ) + . .

Интегрируя безъ  оговорокъ, мы нашли бы, что 

1 1 1 
0 =  J* ut (x)dx+J ' и2 (х) dx+  J ' и3 (x)dx+-

Но

поэтому

1

J*пхе~пх' d x  =  —  = ^ -  (1 —  егп) ;

У * и , ( х ) ^ х  =  ^ ( е - ( ”- 1> —  
о

Сообразно съ  этимъ я-ая частная сумма ряда 

1 1 1 
J * и, ( x ) d x +  J * и.2 (х )  d x + J *м3 (х )  dx Н-----
О О О  

выражается черезъ

и имеетъ пред%лъ 1 : 2 .

Мы пришли, такимъ образомъ, къ абсурдному равенству 0  =  4 .

*) Следуетъ принять въ соображенш, что епх' = 1  +  ^  +
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§ 171. Равномерная сходимость. Положимъ, что рядъ

и, (х )  +  и2 (х )  +  и3 (х )  -|------
У

то при не и з м е н я ю щ е м с я  х (а ^  х ^ Ь )

lim Rn (х )  =  О,
ибо

Щ х )  —  *„-1 ( * )  =  К  ( * )  И Iim *„-1 ( * )  =  U (X)-

Но можетъ, однако, случиться, что свойство lim Rn (х )  =  0 со 
храняется и въ томъ случае, когда х  не остается неизменяемым^ 
а изменяетъ съ возрасташемъ индекса свое положеше въ ин
тервале (а ,  Ь). В ъ  этомъ случае мы будемъ говорить, что рядъ 
с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  въ интервале <д, Ь).

Мы можемъ формулировать это определеше такъ:

Рядъ и, (х )  +  и , (х )  +  из ( * )  +  •• ■ н а з ы в а е т с я  равномерно 
сходящимся в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь) *), есл и  о н ъ  с х о д и т с я  въ {а,Ь)г) и при т о м ъ  lim Rn{xn)  =  0 ,  к а к ъ  бы ни б ы л а  в ы б р а 
на п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  xt, х а, х 3 , . . . въ (а, Ь).

В ъ  примере, разсмотренномъ въ §  170,

и ни въ какомъ случае не будетъ lim R (х  )  =  0 .  Поэтому рядъ 
не б у д е т ъ  р а в н о м е р н о  с х о д и т ь с я  въ интервале ( 0 ,  1>, въ ко- 
торомъ мы интегрировали.

СходящШся въ интервале (а ,  Ъ) рядъ

Rn (х) — — ( я —  1 ) х г - (,,-1)):\

М1 ( * )  +  и2 (х)  +  К, (х )  +  ■ • •

*) (или въ какой-либо другой области 33). 
’) (соотв. въ 33).
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будетъ р а в н о м  е р н о  с х о д и т ь с я  въ { а ,  Ь) тогда и только тогда, 
когда почти все  члены последовательности

| Я ,(х )| , 1^*(*)|» ! * . ( * )  |, • • •

будутъ во  в с е м ъ  и н т е р в а л е  {а ,  Ь) меньше, чемъ г,  какъ бы при 
этомъ ни было выбрано положительное число е.

Легко видеть, что это yaiOBie достаточно. В ъ  самомъ д е л е ,  
если оно выполнено, то въ каждой последовательности

i -^l ( * i )  I > I ^2 ( * а )  11 | * з  О з )  I > • • •

почти все  члены меньше, чемъ г, т. е. lim Rn (х я)  =  0 для каждой
последовательности х , ,  х 2, х 3 , . . . ,  взятой изъ интервала (а ,  Ь) .

Если это услов1е не выполнено и существуетъ, следовательно, 
некоторое исключительное з ,—  пусть это будетъ е0, —  то неограничен
ное число членовъ последовательности уже не будетъ меньше, чемъ е0, 
во всемъ интервале (а, Ь). Возможно поэтому выбрать х , ,  х2, х9, . . . 
въ интервале ( а , b) такъ, что неограниченное множество членовъ 
последовательности J R x (х , )| , |&Д х4)|, |i?3 (x 3)|, . . . будетъ не
меньше, чемъ е0 . Но тогда рядъ иг (х) -f- Щ (х )  +  и3 (х )  -j- не
будетъ равномерно сходиться въ ( а ,  Ъ).

§ 172. Теоремы о равном-Ьрно сходящ ихся рядахъ .

1. Е с л и  в ъ  и н т е р в а л е  {а,  Ъ) с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  к а к ъ  
р я д ъ  м1(х )+ м 2( х ) + м 3( х ) + -  • •, т а к ъ  и р я д ъ  г'1(х )+ г '8(х )-И '3( х ) + -  • 
т о  р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  и р я д ъ

«1 ( * )  +  v l ( * ) +  M2 (x )  +  ^2 ( * )  +  "•■

Если положить

К , Л Х )  =  и п ( Х )  +  и п +  Л Х ) +  ■

и

K ( x) =  v»(x) +  vn+i ( * )  +  - - >  

то въ новомъ ряду нечетными остатками Р , ( х ) ,  Р3 ( х ) ,  . . . будутъ

Я ,  ( х )  +  Я ,  ( х ) ,  R2 ( х )  +  R2 ( х )  ,  .
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а четными остатками Р2 ( х ) , Р4 ( х ) , . . . будутъ

R2 (x) +  R , ( x ) ,  R3(x) +  R2 (x),  . . .

Если x t , х 2 , х3, . . . есть последовательность, содержащаяся въ ин
тервале (а ,  b), то

Нш Rn =  lim =  О
И

lim Я я+1 (х 2я )  =  lim Rn (х 2я )  =  0 .

Такимъ образомъ,

Нш р 2я_, ( * „ . _ ! )  =  lim Я ,  ( * „ _ ! )  + lim R„{x 2 «-i) =  0
И

lim р2„ (.х2п) = lim i?„+1 ( х 2я)  + lim Rn{xin) = 0 ,  

а потому и
lim Р (х  ) =  0 .п  4 « /

2. Е с л и  р я д ъ  и, (х )  -f- и2 (х )  м3 (х )  -f- •• ■ с х о д и т с я  р а в н о 
м е р н о  в ъ  и н т е р в а л е  {а , Ъ) и е сл и  ф у н к щ я  у ( х )  о г р а н и ч е н а  
в ъ  {а ,  b>, т о  и р я д ъ

щ  (х )  <р (х) +  и2 (х )  <р (х )  +  и3 (х )  <р (х )  -|------

с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  в ъ  (д ,  Ь).
Положивъ РЯ (х )  =  Un (х )  <р (х )  +  ип+1 (х )  <р (х )  +  • • • и Я я (х )  =  

=  м„(ж) +  ип + 1 ( * )  +  • • •, имеемъ:

Р« ( * )  =  Я» ( * ) '* ’ (*)•

Если М есть верхняя граница функшй | у (х )| въ  интервале (а,Ь),  то

I Р„ W I  ^  М [Я и(х)|.

Такимъ образомъ, изъ равенства lim Rn ( х  ) =  0 вытекаетъ, 
что lim Р п (хя) =  0 .

3. Е с л и  р я д ъ  их (х )  +  и2 (х )  +  и3 (х )  -) с х о д и т с я  р а в н о 
м е р н о  в ъ  и н т е р в а л е  {а, Ь) и к а ж д а я  ф у н к щ я  ия (х) и н т е г р и 
р у е м а  въ {а, Ь), т о  и с у м м а  р я д а  и н т е г р и р у е м а  в ъ  {а, Ь).
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Мы выберемъ число v такъ, чтобы во всемъ интервале {а,  b> 
выполнялось неравенство |i?v( x ) | < e .  Тогда

U ( x )  =  u t ( x ) + . - -  +  u , _ t ( x )  +  R v ( x )

есть сумма v функщй, которыя ограничены въ (а ,  Ь)\ следовательно, 
и функщя U(x ) также ограничена въ (д ,  Ь).

Чтобы убедиться въ интегрируемости функщй U (х),  следуетъ 
принять во внимаше, что среднее колебаше суммы v функщй ни
когда не бываетъ больше, чемъ сумма среднихъ колебашй сла- 
гаемыхъ. ‘ )

Такимъ образомъ, среднее колебаше функцш U (х) въ интер
вале <д, Ь) не больше, чемъ среднее колебаше функщй Я^(х) ,ибо  
каждая функщя и„(х),  будучи интегрируемой, имеетъ среднее ко
лебаше, равное нулю. А такъ какъ функщя R  (х )  постоянно ле
житъ между — е и е, то ея среднее колебаше не больше, чемъ 
2 е .  Среднее колебаше функщй U (х)  въ интервале (а ,  Ь) будетъ 
поэтому меньше, чЬмъ 2 е ,  т. е. оно равно нулю, ибо г было про
извольно выбранное положительное число.

Мы не желаемъ оставить безъ указашя то обстоятельство, 
что въ предыдущемъ доказательстве требуется меньше, чемъ рав
номерная сходимость. Требуется только, чтобы каждому положи
тельному s можно было противопоставить остатокъ, который по 
своей абсолютной величине былъ бы меньше, чемъ е, во всемъ 
интервале (д ,  Ь). Это свойство принадлежитъ разсмотренному въ 
§ 1 70  ряду, который сходится неравномерно, ибо въ немъ R x(x)  
равно нулю.

В ъ  своемъ превосходномъ Cours d’analyse (Т. I, стр. 4 0 6 )  
Г. Г у р с а  (Goursat) даетъ такое определеше равномерной сходи
мости, въ которомъ требуется только, чтобы для каждаго положи- 
тельнаго е можно было указать о д и н ъ  остатокъ, котораго абсо
лютная величина во всемъ интервале {а ,  Ъ) меньше, чемъ е. По 
этому о п р ед е л ен а  рядъ, разсмотренный въ § 170, былъ бы равно
мерно сходящимся.

Г. Г у р с а  доказывает ь также теорему, которую мы приводимъ

*) Это вытекаетъ изъ того, что колебаше суммы никогда не бы
ваетъ больше, чемъ сумма колебашй слагаемыхъ,
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въ No. 4. При его опредЪленш равномерной сходимости эта теорема 

прямо ложна (ср. §  170) .
4. Е с л и  р я д ъ  и, (х )  +  и 2 ( * )  +  иа ( * )  +  ' "  с х о д и т с я  р а в 

н о м е р н о  в ъ  и н т е р в а л е  (а,  b> и к а ж д о е  и „ (х )  и н т е г р и р у е м о  

в ъ  {а ,  Ь), то
£ ъ ь

У * ( м ,  (х) -(- и2 (х) -(-■••) d x  (х ) d x  - j -  J *  u2 (x )  dx  -f- • • ■
a  a  a

Следовательно, интегралъ такого ряда находятъ, и н т е г р и р у я  

п о ч л е н н о .
Изъ No. 3 мы знаемъ, что функщя U (х )  =  и, (х )  -f- и2 (х )  -|------

интегрируема въ интервале (а, Ь). Точно такъ же и функщя Rn(x) 
интегрируема въ (а ,  Ь). Если е есть данное положительное число, 

то по абсолютной величине почти в се  Rn(x) меньше, чемъ е ,  во 
всемъ интервале (а ,  Ь). Поэтому почти для всехъ  значешй индекса п

ъ
j * R n (х ) d x  < e ( b  —  а),

т. е.
п — 1

и,, (х) dx <  е ( £ —  а).

Но это означаетъ, что

1 ь' п  —  1

lim 1 /  u.i ( x ) d x  =  U (x )d x ,

или
О D P PU(x)dx= J* u\ J* u2(x)dx-f- J*û{x)dx-\--.

a a  a a

Равномерная сходимость есть д о с т а т о ч н о е ,  но отнюдь не 
н е о б х о д и м о е  услов)е для того, чтобы можно было интегрировать 
почленно.

Это мы видимъ на ряде

(1 — х ) +  х ( 1  — х )  +  х 2 (1 — х ) ------- ,
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который в ь  интервал^ ( 0 ,  1 ) ,  хотя и сходится, но не равномерно. 
Что этотъ рядъ сходится не равномерно, видно изъ того, что при

О s = x <  1

Я в (х )  =  * — ».

Если положить х„ =  1  то будетъ

= ( > — - Г ' .

lim R (х ) —п  '  ti' g у

такъ что

между темъ какъ при равномерной сходимости должно было бы быть 
lim R  (х  ) =  0 .п \ п'

Несмотря на это, нашъ рядъ можно интегрировать почленно. 
Сумма U (х) ряда

д л я 0 ^ х <  1 равна 1; д л я х =  1 равна нулю.

Такимъ образомъ,

о
Съ другой стороны,

1

1
J *  U ( x ) d x 1.

У х“_ 1( 1— х) dx= У  xn~1dx —  У  x”dx = ~ —  я +1 *
О 0 0

Почленное интегрироваше ряда приводить, такимъ образомъ, къ ряду

( I — 1 )  +  ( 1 — I ) + ( i — i )  4— ;

я-ая частная сумма этого ряда равна 1 —  п +  \ и им^етъ пределъ 1.
1

Такимъ образомъ, сумма ряда действительно равна J '  Udx.
оI

5. Е с л и  р я д ъ  Mj (х )  -f- и2 (х) +  и3 (х )  -| с х о д и т с я  р а в н о 
м е р н о  в ъ  и н т е р в а л е  ( а ,  Ь) и е с л и  к а ж д о е  и„(х)  н е п р е р ы в н о
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в ъ  т о ч к е  х 0 ,  л е ж а щ е й  в ъ  (а,  Ь), т о  и с у м м а  U (х ) =  их ( х )  +  
- { - и 2  ( х ) - f - • • • н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к е  х0.

М ы  д о л ж н ы  п о к а з а т ь ,  ч т о  и з ъ  р а в е н с т в а  l i m  х„ =  х0 ( в с е  х „  

с у т ь  ч и с л а  и з ъ  и н т е р в а л а  ( а ,Ь > )  в с е г д а  с л е д у е т ъ , ч т о  l i m  U ( х „ )=  U ( х 0 ) .

М ы  в ы б и р а е м ъ  v  т а к ъ ,  ч т о  | Л у (х)  | <  е  в о  в с е м ъ  и н т е р в а л е

( а ,  Ь). Е с л и  м ы  п о л о ж и м ъ  их (х)  - j -  b M v - i  ( * )  =  si  1 ( х ) > т о  Ф у н к щ я

Д х ) ,  к а к ъ  с у м м а  v  —  1  ф у н к щ й ,  н е п р е р ы в н ы х ъ  в ъ  т о ч к е  х 0 » б у 

д е т ъ  н е п р е р ы в н а  в ъ  т о ч к е  х0 . П о ч т и  в с е  * v _ j ( x „ )  б у д у т ъ  п о э т о 

м у  о т л и ч а т ь с я  о т ъ  s г ( х 0 )  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  н а  - | - е .  Т а к ъ  к а к ъ

U ( Хп) —  U ( Хо) =  * , _ !  (х п) —  S; - l  ( *о ) +  R ,  ( * , )  —  Ы  , 

т о  п о ч т и  д л я  в с е х ъ  з н а ч е ш й  и н д е к с а  п

| U (х„) —  U(x0) \ < s .

А  э т о  о з н а ч а е т ъ ,  ч т о  l i m  U ( х „ )  =  U ( х 0 ) .

Е с л и  р я д ъ  и ,  ( х ) - | - м 2  ( х )  +  • • • с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  в ъ  

и н т е р в а л е  (а,  Ь) и  е с л и  к а ж д ы й  ч л е н ъ  и „ ( х )  н е п р е р ы в е н ъ  в ъ  (а,  Ь)} 
т о  и  с у м м а  U (х ) =  их ( х )  -(- и.г ( х )  -| н е п р е р ы в н а  в ъ  (а ,  Ъ).

В ъ  ч а с т н о м ъ  с л у ч а е  э т у  т е о р е м у  м о ж н о  о б р а т и т ь .  А  и м е н н о :

6 .  С х о д я п и й с я  в ъ  и н т е р в а л е  {а ,  Ь) р я д ъ ,  ч л е н ы  к о т о -  

р а г о  с у т ь  н е п р е р ы в н ы я ,  н е о т р и ц а т е л ь н ы я  ф у н к ц ш ,  и м е е т ъ  

н е п р е р ы в н у ю  с у м м у  т о г д а  и  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  о н ъ  с х о 

д и т с я  р а в н о м е р н о .

Н а м ъ  н у ж н о  д о к а з а т ь  т о л ь к о  н е о б х о д и м о с т ь  у к а з а н н а г о  з д е с ь  

у с л о в 1 я .

Е с л и  с у м м а  U(x)  н е п р е р ы в н а ,  т о  в ъ  с и л у  н е п р е р ы в н о с т и  

ф у н к щ й  и „  ( х )  и  в с е  о с т а т к и  Л я  ( х )  б у д у т ъ  н е п р е р ы в н ы м и .  К а ж 

д ы й  о с т а т о к ъ  Rn ( х )  и м е е т ъ  н а и б о л ь ш е е  з н а ч е ш е  Rn ( 5 J ,  и  я с н о ,  ч т о

Л 4  ( 5 0  ^ Л г ( 5 а ) 2 г Л 3 ( 5 3 )

и б о  Л я ( 5 я ) 2 £  Л я ( 5 я + 1 ) ^  Л я + 1 ( 5 я + 1 ) .  С в е р х ъ  т о г о ,  Л я ( 5 J ^ 0 .

Н а м ъ  н у ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  l i m  Л я  ( 5 я )  =  0 .

В ъ  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  5 , ,  5 2 !  5 3 ,  ■ • .  е с т ь  с х о д я щ а я с я  ч а с т ь .  С о 

е д и н я я  н а д л е ж а щ и м ъ о б р а з о м ъ  в ъ  в ы р а ж е н ш  их(х)-\-и2(х)-\-и3(х ) - ) —  

р я д о м ъ  с т о я п ц е  ч л е н ы  в ъ  г р у п п ы ,  м ы  м о ж е м ъ  п р и в е с т и  в о п р о с ъ  к ъ
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р а з с м о т р - Ь ш ю  т о г о  с л у ч а я ,  к о г д а  с а м а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ? 3 , . . .

с х о д и т с я .  П у с т ь  б у д е т ъ  Н ш ? я  =  ? .  Т о г д а ,  в с л е д с ш е  н е п р е р ы в н о с т и  

ф у н к ц ш  U ( х ) ,

И т ^ ( У  =  * , ( £ ) •

Т а к ъ  к а к ъ  д л я  п >  v  

т о

l i m  i ? v ( ? „ )  =  ( 5 )  >  l i m  ( ? J .

Э т о  с п р а в е д л и в о  п р и  v = l ,  2 ,  3 , . . .  Н о  к о г д а  v  п р о б Ъ г а е т ъ  п о 

с л е д о в а т е л ь н о с т ь  1 ,  2 , 3 , . . т о  R  ( ? )  п р и б л и ж а е т с я  к ъ  н у л ю ,  

т а к ъ  ч т о  и  l i m  Rn (?n) =  0 .
7 .  Е с л и  в о з м о ж н о  в ы б р а т ь  п о с т о я н н ы я  A lt А 2, А г , . . . 

т а к ъ ,  ч т о  р я д ъ  А х - f -  Л.2 - j -  A t  • • • с х о д и т с я  и  е с л и  в о  в с е м ъ  

и н т е р в а л е  ( а ,Ь )  в ы п о л н я ю т с я  н е р а в е н с т в а

1 и \ (х )  I =  I I и2 (х )  I =  А 2 , | м 3 ( х )  | ^  А 3, . . . ,

т о  р я д ъ

I И1 ( * )  I +  I «4 ( * )  I +  I U3 ( * )  I +  ' • '

с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  в ъ  ( а ,  Ь).

Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  р я д ъ  с х о д и т с я .  Ч т о б ы  у б е д и т ь с я  в ъ  р а в 

н о м е р н о й  с х о д и м о с т и ,  с л е д у е т ъ  з а м е т и т ь ,  ч т о

I и„ (х)  I +  | ия+1 (х)  Н  =  А п +  А п+1-\-------.

О т с ю д а  с л е д у е т ъ ,  ч т о ,  к а к ъ  б ы  н и  в ы б и р а т ь  в ъ  и н т е р в а л е  ( а ,  Ь) 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  x t , х 4, х 3 , . . . ,

l i m  {  | и „ (х„) | +  | м я+1 ( х п )  Ц  }  =  0 .

Е с л и  р я д ъ  | и, (х )  | 1 %  (х )  | - )  с х о д и т с я  в ъ  и н т е р в а л е  ( а ,  Ь)
р а в н о м е р н о ,  т о  э т о  ж е  о т н о с и т с я  и  к ъ  р я д у  и г ( х )  - f -  и2 ( х )  - |—  .  И б о

I ип (х )  +  ип + 1 (х)Н | з= | и„ (х).| +  I мя+1 (х )  IН .
л

П р и я г & н е ш е .  П у с т ь  а 0 -^-ахх-\ -а2х*-\------------  б у д е т ъ  с т е п е н н о й

р я д ъ ,  к о т о р а г о  р а д 1 у с ъ  с х о д и м о с т и  р  о т л и ч е н ъ  о т ъ  н у л я .  Е с л и  и н -
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т е р в а л ъ  ( а ,  Ь) л е ж и т ъ  в ъ  и н т е р в а л е  ( — р, р), т о  р я д ъ

| д о |  +  | й 1 * 1  +  | й 2х 2 | Н  с х о д и т с я  в ъ  ( а ,Ь )  р а в н о м е р н о .  В ъ

с а м о м ъ  д е л е ,  м ы  м о ж е м ъ  в ы б р а т ь  в ъ  ( — р ,  р )  т а к о й  и н т е р в а л ъ  

( — г ,  г ) ,  ч т о б ы  и н т е р в а л ъ  ( а ,Ь )  з а к л ю ч а л с я  в ъ  и н т е р в а л е  ( — г ,  г ) .  
Т о г д а  в о  в с е м ъ  и н т е р в а л е  (д ,  Ь)

| а пх п | ^  [ д „  | г".

Т а к ъ  к а к ъ  р я д ъ  | а 0 1 +  | а х \ г  +  | а.г \ r‘l - j  с х о д и т с я ,  т о  р я д ъ

|д0 | +  \ a xx\-\-\ai x i \-\------------ ,  а  в м е с т е  с ъ  н и м ъ  и  р я д ъ  а 0 +  а хх - {-
+  д 2 х 2 - | с х о д и т с я  в ъ  и н т е р в а л е  { а ,  Ь) р а в н о м е р н о .

П о э т о м у ,  п о л о ж и в ъ  в н у т р и  и н т е р в а л а  с х о д и м о с т и

f i x )  =  +  — .
н а й д е м ъ ,  ч т о

х

J * f ( x)dx  =  a0x +  ^ f  +  ^ f + - - .
о

Р я д ъ

йх 2  д 2 х 3  Д 3 х 2 - j — ■ * ■

и м е е т ъ  т о т ъ  ж е  к р у г ъ  с х о д и м о с т и ,  ч т о  и  р я д ъ  д 0  +  д , л :  +  й » л : 2  +  ‘ ' 

П о л о ж и в ъ  в н у т р и  и н т е р в а л а  с х о д и м о с т и

<Р (х)  =  д ,  - f  2 а 2х  +  3  д 3 х 2  - ) --------------- ,

н а х о д и м ъ ,  ч т о

X
j ’ <Р ( х )  d x  =  д , х  +  д 2 х 2  +  д 3 х 3  Н = / ( х )  —  а0 .
о

Т а к ъ  к а к ъ  ф у н к щ я  <р ( х )  н е п р е р ы в н а  в н у т р и  и н т е р в а л а  с х о д и 

м о с т и ,  т о  о т с ю д а  с л е д у е т ъ ,  ч т о  f  ( х )  =  <р ( х ) ,  т .  е .

f  ( х )  =  а х 2 д 2 х  3  д 3 х 2  -|-----.

Э т о т ъ  р е з у л ь т а т ъ  н а м ъ  у ж е  и з в е с т е н ъ .

8 .  П у с т ь  д , 4 - Д 2  +  й з Н   б у д е т ъ  с х о д я щ 1 й с я  р я д ъ ,  и

п о л о ж и м ъ ,  ч т о  / ( х )  е с т ь  ф у н к ц 1 я ,  к о т о р а я  у б ы в а е т ъ  п р и  

х ^ О ,  н о  н и к о г д а  н е  б ы в а е т ъ  о т р и ц а т е л ь н о й .  Т о г д а  р я д ъ

« . / ( * )  + я 2/ ( 2 х )  + д 3/ ( З х )  +  •



3 0 0  т е о р е м ы  о р а в н о м е р н о  сходящихся р я д а х ъ .

с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  при х > 0 .

Такъ какъ по предположена

Д х )  3 j / ( 2 * )  S i / ( 3 * ) >  •••

и /(/> х )  ;>  0, то къ ряду

flv+ i/ ((v +  1) х) 4—  +  flv+?/((v -f- р ) х)

мы можемъ применить лемму А б е л я  и заключить, что въ нашемъ 
ряду >)

S y + p  ^ v = / ( ( v  +  1 ) х ) 9 Л ( д ч +  1 ,  f l v  +  l  4 ‘ й ч +  2 , -  • • ; A * + l  +  ^ v + 2 4 ------------------h f l v + / . ) ,

т. е.

S y + p  i’v =  У((^ 4 “ + l » ^  + 2 1***1 ® ч + р  5 V)  .

При надлежащемъ выборе числа v величины ov, ov+i ,  ff,+2 , *• * 
будутъ отличаться отъ и меньше, чемъ на е/2, а, следовательно, 
другъ отъ друга меньше, чемъ на е.

Тогда при р =  1 , 2 , 3 , . . .

I ^ V + p  *v | ^  f (0 )  в.

В ъ  последовательности st , s2, s3, . . .  существуетъ поэтому членъ sy, 
отъ котораго почти все  остальные члены отличаются меньше, чемъ 
на е / ( 0 ) .  Если принять во внимаше, что е есть произвольно вы
бранное положительное число, то ясно, что критерШ К ош и  (§  2 7 )  
выполненъ и что Нш^п существуетъ. Этимъ доказана сходимость 
ряда a j ( x )  +  a j ( 2 х )  +  ---

Но изъ вышеприведеннаго неравенства вытекаетъ, что

|Я,+ 1 ( * )  1 = / ( ° )  е »

когда р пробегаетъ последовательность 1 ,  2 ,  3 ,  - - -.
Во всемъ разсужденш число v можетъ быть замещено лю-

') «-ую частную сумму ряда а,/(х) a t f ( 2 x )   мы обозначаемъ
черезъ sn, а я-ую частную сумму ряда <»,.+ «, -\ черезъ ап. Наконецъ,
мы полагаемъ а, +  а, +  • • • =  и.
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и т. д. Поэтому почти все  остатки имеютъ то свойство, что при 
х  Sg 0 ихъ абсолютныя величины не превосходятъ ч и с л а / ( 0 ) е .  Но 
это означаетъ, что рядъ a tf ( x )  +  а г f(2x)-\  сходится равно
мерно при х ^ О .

Положимъ, что при х  S> 0 функщя F ( x )  будетъ м о н о т о н 
ной и, сверхъ того, о г р а н и ч е н н о й ,  т. е. положимъ, что можно 
выбрать число А  такъ, чтобы все  значешя функщй заключались въ 
интервал-fe ( F ( 0 ) ,  А).  Тогда функщя

при х  0 будетъ у б ы в а т ь  и н и к о г д а  не б у д е т ъ  о т р и ц а т е л ь 
ной. Такимъ образомъ, рядъ Д , / ( х ) +  й2/ (2 х )-| ------ будетъ рав
номерно сходиться при х ^ О .  Это свойство сохранится, если 
умножить рядъ на постоянную F ( 0 )  —  А  и затЬмъ прибавить 
А (а х +  а г +  • • •). П о э т о м у  и р я д ъ

fl1 F ( x )  +  a 2 /7( 2 x )  +  ^3 F ( 3 x ) H ------

б у д е т ъ  р а в н о м е р н о  с х о д и т ь с я  при х  ; > 0

Прим1>ры. 1. Если положить <р(0) =  1, то функщя

будетъ повсюду иметь непрерывную производную <р' (х).

А именно, при х ^ О

( / ч „ s in x  х cosx  — sinx w ( X )  =  2 —  ----------

При x  =  0 производная будетъ
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такъ что
<р' ( 0 )  =  0 .

Что производная <р'{х) непрерывна при х ^ О ,  видно изъ вы
ражешя для <р' (х).  Непрерывность же при х  =  0 сл-Ьдуетъ изъ 

того, что при х ,  стремящемся къ нулю, им-Ьетъ пределъ 1, 

между т-Ьмъ какъ (х  cos л: —  х  sin дг): х2 им-Ьетъ пред-Ьлъ нуль. В ъ  
самомъ д-Ьл-fe,

ж c o s x  —  s i n x  1 .
  ^  =

Но
X

V ( * )  =  я> ( ° )  +  J * V1 ( * )  d x
о

и
х х  х

f v ' ( x ) d x  =  \■J*{\9, (x)\ +  9 ' ( x ) } d x - b f { W ( x ) \ - 9 '(x)}dx .  
0 0 о

При х  ;>  0 каждый изъ двухъ интеграловъ въ правой части в о з 
р а с т а е т ъ  и никогда не бываетъ отрицательнымъ. Сверхъ того, оба 
эти интеграла не больше, ч-Ьмъ

х

/ ! * ' ( * ) ! d x .

Если удастся показать, что эта функщя о г р а н и ч е н а ,  то 
этимъ будетъ показано, что и оба эти интегралы будутъ ограничены. 

Написавъ

, ,  2  s in x  c o s x  2 s in ’ x
*  (*) =  ? ------------

находимъ, что при х  ;>  1

l» ’M I< | + | < y
Отсюда сл-Ьдуетъ, что

X X

J * \ v ' { x ) \ d x < £ l  J *’̂  =  4 ( l - l ) < 4  (*2>1)
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J * \  <р' (х)  I d x  <  <р' (х)  I d x .  ( х  ;>  0 )

о о

Такимъ образомъ, <р (х )  есть сумма двухъ функщй, а именно

ж

F(x) = 9 (0) +  b f  {\9'(x)\ +  'P'{x)}dx
О

и
X

G { x )  =  - t f { \ 9 l ( x ) \ - ' p ' ( x ) } d x ,  
о

которыя монотонны и ограничены при x S s O .
А такъ какъ ряды

a t F{x)-\-a2 F(2x)-\  и ал G (x ) - ) - f l2 G(2x)-\-----

сходятся равномерно при х  0 ,  то то же относится и къ ряду

a i { F { x ) + G ( x ) }  +  a2 { F ( 2 x )  +  G { 2 x ) }  +  - -- .

Этимъ мы доказали следующее предложеше, которое будетъ 
намъ полезно впоследствш.

Е с л и  р я д ъ  a t -\------с х о д и т с я ,  т о  с х о д и т с я  р а в 
н о м е р н о 1)  и р я д ъ

д ля в с е х ъ  значений х.
Такъ какъ функщя непрерывна въ точке х — 0 ,  если

только мы ей припишемъ значеше 1 при дг =  0 ,  то изъ равномер
ной сходимости ряда мы можемъ заключить, что для значешй х,  
стремящихся къ нулю,

— а \ +  Д2 +  йЪ +  "  ' •

*) есть четная функщя. Поэтому рядъ сходится равно

мерно какъ при х > 0, такъ и при i ^ O .
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2. Если рядъ д, -|- а2 аъ -) сходи тся , то и рядъ

t +  f1 4- аъ t3 -----

сходится равномерно въ интервале (0, 1>.
Достаточно показать, что рядъ сходится равном-Ьрно при 

0 <  t ^  1, ибо при t =  0 все остатки равны нулю.
Допустивъ, что 0 <  t ^  1 и положивъ

t = e~x, такъ что x = \og-у ,

находимъ, что х ;> 0.
Теперь нашъ рядъ имеетъ видъ

д1г - 14 -д 4« -2* 4 -д 8г - 3* 4  ,

т. е.

л,/(ж ) 4- в»/(2ж) 4- л .Д З * )  +  • • •,

при чемъ

/ ( * )  =

Но эта функщя убываетъ и никогда не становится отрицательной 
при х 0.

Поэтому рядъ а1е-х-{-аге~2х 4- • •• сходится равномерно при
х ^  0, рядъ же axt a2t2-\ сходится равномерно при 0 <  / ^  1,
а, следовательно, и въ интервале (0, 1).

Если степенной рядъ

йд 4" #1 X 4" X2 4” • ■ ■

сходится равномерно при х =  л:0 (лго ^ 0), то онъ сходи тся 
равномерно въ интервале (0, *„> (теорема А беля).

Положимъ х =  tx0-, тогда степенной рядъ приметъ видъ

a0-\-axx0t 4-  —  .

Изъ сходимости ряда ай-\- алх0-\- fl2*o2 +  • • • > согласно съ преды- 
дущимъ, вытекаетъ равномерная сходимость ряда а0 4- atx0t 4- 
4- a2x02t‘l 4- • • • для 0 ^ t s = l ,  т. е. равномерная сходимость ряда 
а0 -\-ахх 4- а2х2-{ въ интервале (0, .х о).
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Рядъ
X ж’ . X3

Т ~2' ~3

сходится при х  =  1. Онъ сходится поэтому равномерно въ интер
вале ( 0 ,  1>. Но при 1 * 1 <  1

l o g ( l + * ) - f - ^  +  ̂ — ...

Если х  стремится къ 1, то левая часть имеетъ пределъ log 2 ,  

правая же (ср. No 5) стремится къ пределу 1  д- +  4 " -------- • Та-
4  О

кимъ образомъ,

l o g 2  =  l — 1  +

§ 173. Т р и г о н о м е т р и ч е с к !е  р я д ы . Подъ тригонометриче- 
скимъ' )  рядомъ разумеютъ рядъ вида

у  а 0 +  (a ,  c o s x  +  £j sin л:) -f- (д2 cos 2 х  +  b2 sin 2 х)-|------.

Мы примемъ, что рядъ сходится для всехъ  значешй х  и 
обозначимъ его сумму черезъ U(x).

Уже Э й л е р ъ  (E u le r )  зналъ, в ъ  к а к о й  з а в и с и м о с т и  
с т о я т ъ  к о э ф ф и ц 1ен ты  я ,  Ь к ъ  ф у н к ш й  U(x) .  Онъ изъ ра
венства

U (х )  =  у  а0 -f- (а х cos х  +  bx sin х )  -f- • • - 

выводитъ равенство

ТС тс тг

J * U ( x ) d x  =  т:а0-\- co snx dx-\ -bnJ * s m n x d x
“ ТС — ТС —  7С

Такъ какъ

ТС

/ cos и х d x  =  f——77—  ̂ = 0  и / sin n x d x  = —  /cosHx'j _  Q
— ТС

*) cosx ,  sinx, tg x ,  cotx  называются т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и  
ф у н к ц 1ями.

К о ва левсю й . Дифференц1альное и интегральное и сч и сл с ш е . 20
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то предыдущее равенство даетъ
~

a o =  i  J * U  (х) dx .
—  1C

Чтобы определить ар и Ър (р  =  1, 2 ,  3 ,  . . . ) ,  онъ умножаетъ
рядъ соответственно на cos р х  и sin рлг и вновь интегрируетъ отъ
—  тс до + тс- Такимъ образомъ, получается

ТС ТС

/ Щ „ )  cos р х  d x  =  \ a 0j ‘ c o s p x  dx-\-
—тс -тс

ТС 1C

„ У '  cos п х  c o s p x  d x  -j- bnJ *  s innx c o s p x  dx'j
—  TC — 1C

И

ТС TC
J *  U ( x ) s m p x  d x  =  \ a 0 J * s m p x d x - \ -

- T C  -T C

1C TC

+  U  (an ̂  cos n x  sin p x  dx  sin nx sm pxd x^.
—  1C — TC

Ho
2 co snx  c o s p x  =  cos (n p ) x  +  cos (и — p ) x ,

2 sin nx s inp x  =  cos (n —  p)  x  —  cos (n +  p) x,

2 c o s t t x s i n ^ x  =  sin (я  - f  p ) x  —  sin ( я — p ) x ,

2 sin nx  cos p x  =  sin (n +  p) x -\- sin (я  — p)  x.

Отсюда въ случае n^Ep  следуетъ:

2 cos п х  c o s p x  d x  =  ( Sinl ^ / - ) _ +  =  °>
—  TC

X "

* / * » * H i *  -  № & ) ' - P & F f -  o.
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2 f  cos « х  sin px dx-*= —  ( C- ° S-̂ ^ ) j  ( - Sf ^  p- * ) _ =  0 ,
— к

2 J  sin nxcospx dx = — (C0Ŝ pP)- J - ( - S(”~pP) *)[= 0.
— Tt

В ъ  случай n =  p находимъ:

Tt

2 J *  cos px cospx dx — п2р Х) + 2 i r  =  27r,
—  It

Tt

2 smpxsmpx dx =  2 ъ — (~~2p'~) =2тг>
—  Tt

Tt

2 cos/>xsin/>x dx — —  =  ®.
—  7t

Сообразно съ  этимъ въ первомъ ряду равны нулю все  члены, 
кроме члена тсар, а во второмъ— все  члены, кроме члена it bp, такъ 
что

* к

а-р =  1  U(x)cospxdx, Ьр =  \ J*U {x)s\npxdx.
- T t  _ П

Если въ формуле для заменить р  нулемъ, то получимъ 
формулу для д0 . Это простое соотношеше имеетъ место по той 

причине, что первый членъ ряда мы обозначили черезъ |~д0-

Противъ этого Э й л е р о в а  npieMa следуетъ возразить, что въ 
немъ безъ оговорокъ пользуются почленнымъ интегрировашемъ. 
Если разсматриваемый рядъ с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  въ интервале 
<— it, к ) ,  то npieMb совершенно правиленъ. Этотъ случай имеетъ 
место, напримеръ, если рядъ
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сходится. Действительно, въ этомъ случае для каждаго х

| a„cosnx-\-b„  s in nx  | ^  | а„ | -)- | Ь„ |,

откуда, на основанш No. 7 § 172-го, можно придти къ заключешю о 
равномерной сходимости.

§  174. Ряды Фурье. Мы принимаем ь, что функшя / ( х )  ин
тегрируема въ интервале ( —  тг, тг). Числа

ТС

f ( x ) c o s p x d x  (/> =  0, 1 , 2 , . . . )

ТС

-  i / / ( * ) s i n ^ ,  ( р =  1 , 2 , 3 , . . . )

—тс

мы называемъ п о с т о я н н ы м и  Ф у р ь е  ( F o u r i e r )  функщй / (х ) ,  а 
тригонометрическШ рядъ

у Д о  +  ^ с о в х - ) - / ;^  sinx) -f- (д2 c o s 2 x - f £ 2 s in 2 x )  +  •••,

котораго коэффищенты суть постоянныя Ф у р ь е  функщй / (х ) ,  мы 
будемъ называть р я д о м ъ  Ф у р ь е  функщй / ( х ) .

Результатъ, полученный въ § 173, можно выразить тогда сле- 
дующимъ образомъ: Е с л и  в ъ  и н т е р в а л е  ( — те, ти) т р и г о н о м е 
т р и ч е с к и  р я д ъ  с х о д и т с я  р а в н о м е р н о ,  т о  о н ъ  е с т ь  р я д ъ  
Ф у р ь е  с в о е й  су м м ы .

§ 175. Частныя суммы ряда Фурье. Если вставить вместо 
ар и Ьр ихъ интегральныя выражешя

ТС ТС

Чр — 1 У f ( u ) c o s p u d u ,  bp =  1 У f ( и ) sinp u d u ,
-ТС — ТС

то выйдетъ:

Л
ар cospx-\-bp sinpx  =  ^  J * f ( u ) ( co sp u c o s p x  -j- sinpu  s in p x )  du
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—те—те

и рядъ Ф у р ь е  будетъ иметь видъ:

Мы знаемь, что интегралы не изменятся, если мы припишемъ 
функцш / ( х )  значеше / ( — те) въ точке х  =  те. СдЬлавъ это, мы 
можемъ распространить опредЬлеше функщй / ( х ) на любыя значешя 
х , подчинивъ ее требовашю, чтобы при всехъ  значешяхъ х  было

Геометрически это сводится къ тому, что мы последовательно пе- 
редвигаемъ на 2 те параллельно оси х -овъ вправо и влево кривую, 
изображающую уравнеше у =  Д х ) въ интервале — т е ^ х ^ т е .

Такимъ образомъ, функщя / ( х )  определена теперь для всехъ  
значешй х  и имеетъ перюдъ 2те. Такъ какъ мы считаемъ функщю 
/ ( х )  интегрируемой въ интервале <— те, те), то новая функщя / ( х )  
интегрируема въ каждомъ интервале.

З а м Ъ ч а ш е .  Если функщя <р (и) интегрируема въ каждомъ 
интервале и имеетъ перюдъ 2те, то

какъ бы ни выбрать число д ;  въ самомъ деле , положивъ a - j - u  — v,  
имеемъ:

Д х  +  2 те) =  Д х ) .

а  +  к

9> ( a - j - u ) d u =  < p(v)dv= l < p ( u ) d u .
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Но последшй интегралъ равенъ сумме

— тс тс а +  тс

J * <р {u)du  -f- <р (и) d и -f- J ™<р (и )du.
а — тс —тс тс

Остается только показать, что

а —тс а +  тс

У  <p(u)du— J *  cp(u)du.
—  ТС ТС

Это немедленно удается при помощи подстановки v  =  u-\- 2 тс.

На основанш приведеннаго замечашя мы можемъ теперь на
писать рядъ Ф у р ь е  такъ:

2^  f i . x  +  u ) d u + ~  / ( * + « )  cos u d u
— тс —тс

тс

+  1 J * f ( x  +  u)zos2udu-\------- ;

—  ТС

р -ая частная сумма имеетъ видъ:

ТС

sj, (х )  =  1 J * +  c o s м + c o s 2м -| J- cos (/> —  1) и | / (х 4 -м )о м .

— чс

Но по § 16 5  *)

-1 -(-co sm  +  cos2m  --------- )- c o s ( р  —  1 ) м =  C° S ~~C?SР U•
2  ' 1 1 1  /  2 ( 1 — c o s m )

Такимъ образомъ,

ТС

м  “  к / / ( » + » ) с”  **  7 - ‘. 7 . cos- - < / > = 1 .2 . з ,  . . . >

Заметимъ также, что из,ъ равенствъ

*) При и =  0 мы должны правую часть положить равной р —
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ТС

f K X +  M ^ c o l l d u '
—■к

ТС

/ \ 1 /  г /  | \ COS и  COS 2м j
' . ( * )  =  2^J  Л ^  +  м) -  1 _ С03И du,

—  7С

 )
7С

вытекаетъ, что

fi (* )  +  * » ( * ) - !  j - Sf (х) -j
тс

0 1 — X * / ( х  +  м ) 1  C-0S/, “ du.
2 к р ' У  ' ’  1 — c o s m

§ 176. Рядъ Фурье функщй съ  ограниченной вар!ац!ей.
Формулу для sp (x) можно по § 165  написать и такъ:

sin \р — \ U

SP(X) =  7^ /  / ( *  +  « )  '------- J — d u ■
s in T

—  7С

Если воспользоваться разложешемъ
71 О 7Г

/ - / + /-я  -п о
и ввести новую переменную v,  положивъ въ первомъ интеграле

1 1v —  2 и,  а во второмъ v =  -^и,  то получимъ:

1

S (х\ =  — Г f ( x — 2 v ) + f { x  +  2v) sm(2p — \)vdv  
’ x  J  2 sinw

о
Это такой же интегралъ, какой мы разсматривали въ § 166. 
Изъ полученныхъ тамъ результатовъ мы можемъ вывести 

следующее:
Е с л и  ф у н к ш я  / ( и ) ,  и н т е г р и р у е м а я  в ъ  и н т е р в а л е  

<— it, it),  и м е е т ъ  о г р а н и ч е н н у ю  B ap ia u i io  к а к ъ  с л е в а ,  т а к ъ
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и с п р а в а  о т ъ  т о ч к и  и =  х ,  *) т о  с у щ е с т в у е т ъ  lim sf (х ) ,  т. е. 
р я д ъ  Ф у р ь е  с х о д и т с я  в ъ  т о ч к е  х.  Е г о  су м м а  р а в н а

/ ( * - 0 ) + / ( *  +  0)
2

где  / ( х —  0 )  и / ( х  +  0 )  означаютъ соответственно пределы функ
щй / ( х  —  /;) и f (x -\ -h ) для п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  значешй h,  стре
мящихся къ нулю.

Е с л и  ф у н к щ я  / ( х )  и м е е т ъ  о г р а н и ч е н н у ю  e a p ia u i io  
в ъ  и н т е р в а л е  <— it, it),  т о  р я д ъ  Ф у р ь е 2) и м е е т ъ  с у м м у  

~ { / ( х  —  0 ) - f - / ( x  +  0 ) }  при в с я к о м ъ  з н а ч е н ш  х .

Мы сдЬлаемъ въ этомъ м есте  замечаше о функщяхъ съ огра
ниченной Bapiauiefi.

Е с л и  / ( х )  е с т ь  ф у н к щ я  с ъ  о г р а н и ч е н н о й  e a p i a u i e f t  

с п р а в а  о т ъ  а  и с л е в а  о т ъ  Ъ (а  <  Ь), а т а к ж е  и с п р а в а  и 
с л е в а  о т ъ  к а ж д о й  т о ч к и  х  м е ж д у  а  и Ь ,3)  т о  / ( х )  е с т ь  ф у н к 
щ я  с ъ  о г р а н и ч е н н о й  B a p i a u i e f t  в ъ  и н т е р в а л е  (а ,  Ь).

Если бы функщя / ( х )  не б ы л а  функщей съ ограниченной 
Bapiauieft въ интервале ( а , Ь), то она также не была бы функщей 
съ ограниченной Bapiauieft, по крайней мере, въ одномъ изъ двухъ 

интерваловъ (а,  а Ь) , ( д b , Ь), напримеръ, въ а также

и въ одной половине (д2 , Ь2) интервала (ах, Ьх) и т. д. Если х 0 
есть общШ пределъ для величинъ ап и Ьп, то либо влево, либо 
вправо отъ х 0 функщя / ( х )  не была бы функщей съ ограниченной 
eapiauieft.

§ 177. Т е о р е м а  Л ипш ица. Результатъ, полученный въ § 176, 
по существу принадлежитъ Д и р и х л е  (1 8 2 9 ) .  Л и п ш и ц ъ  (Lipschitz)

*) Въ этомъ именно случае функцш } ( x - 2 v ) , f ( x - \ - 2 v ) ,  а, сле

довательно, и функц'ш { /(* — 2v) + / ( *  +  2v) } ,  имеютъ ограничен

ную вар1ащю вправо отъ ъ =  0. Въ случае х =  ±  -к следуетъ иметь въ 
виду, что /(и +  2 х) =  /(«).

*) Постоянныя Ф у р ь е  существуютъ, такъ какъ по § 154 функщя 
f (x)  интегрируема въ интервале <— х ,  тс>.

3) Когда нужно установить, будетъ ли f (x)  функщя съ ограничен
ной вар1аф'ей справа и слева отъ х0> то можно предварительно заме
нить f ( x 0) какимъ-либо другимъ значешемъ.
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установилъ следующую теорему (хотя и не въ такомъ общемъ 
видЬ), которую можно доказать при помощи § 168.

Е с л и  с у щ е с т в у е т ъ  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  k т а к о г о  р о д а ,  
ч т о  при н а д л е ж а щ е м ъ  в ы б о р е  п о с т о я н н ы х ъ  А  и В  обе  функщй

, ( „ )  =  +  m „ t ! £ = 4 = l  ( „ > „ )
V  V

о г р а н и ч е н ы , т о  р я д ъ  Ф у р ь е  с х о д и т с я  в ъ  т о ч к е  х  и и м е е т ъ  

с у м м у ,  р а в н у ю  ^ ( А  +  В) .  ‘ )

Очевидно,

A = f ( x  +  0),  Б = / ( х  —  0 ) .

Р я д ъ  Ф у р ь е  с х о д и т с я ,  н а п р и м е р ъ ,  въ к а ж д о м ъ  м е с т е  
х,  г д е  с у щ е с т в у е т ъ  п р о и з в о д н а я  f  (х )  (ср. §  168),  и е г о  
с у м м а  р а в н а / ( х ) . 1)

§ 178. Т е о р е м а  о б ъ  о д н о зн а ч н о ст и .  Е с л и  д в а  т р и г о н о -  
м е т р и ч е с к и х ъ  р я д а  с х о д я т с я  п о в с ю д у  и и м е ю т ъ  о д н у  и 
т у  ж е  с у м м у , т о  они т о ж д е с т в е н н ы .

Или выражаясь иначе:
Е с л и  при к а ж д о м ъ  з н а ч е н ш  х

у  а0 +  (а х cosx +  Ьх s in x)  +  ( д 3 со б2 х +  bt s in 2 x )-|  =  0 ,

т о  в с е  д„ и в с е  Ь„ р а в н ы  нулю .
Пусть х 0 будетъ произвольное число. Такъ какъ, въ силу 

сходимости ряда,

lim (д„ cos пх0 +  Ьп sin и х 0) =  0 ,  

то последовательность

д0 , д , co s x 0 +  bx s inx0 , Д3 c o s 2 x 0 +  b2 s in 2 x 0 , • • •, 

члены которой мы по порядку обозначимъ черезъ А0, А х, А г , . . . ,

*) Конечно, предполагается, что функщяf(x)  интегрируема въ интер
вал е  (— х ,  х>. Въ случае х — ± % следуетъ заметить, что /(и +  2х )  =  
=/(«)•
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наверно ограничена. Существуетъ, следовательно, такое число А  
что | А п | <  А  при п — 0 ,  1 , 2 , . . .

Но, складывая равенства

О =  ^  ао +  {  л , cos (х 0 +  х ) +  bx sin (х0 +  х) }

+  {  а г  c o s 2 (х0 +  х ) +  Ьг  s in 2  (х0 +  х)  }  +  • • •
И

О = ~fao +  { a t c o s (х 0 —  х)  +  bx s in (x 0 —  x )  }

+  {  a 2 cos 2 (x0 —  x)  +  b.z sin 2 (x 0 —  x )  }  H------ ,

находимъ:

0 =  A 0 - j -At co sx - j - A 2 c o s 2 x  -|------- .

Это равенство пригодно для всякаго х .  Но мы теперь знаемъ, что 
по абсолютной величине коэффищенты Л п меньше, чемъ А .

Рядъ

А„х1 . A- cosx  . A.  co s2x  . A, cos Зх .
 2“  +  - у -  +  ^ — + - ^ з — +•••

сходится равномерно въ каждомъ интервале (ср. §  172) ,  ибо

А_ cosnx
<  —  ^  я*

и рядъ

1»- Г  2 » т -  31 т

сходится ') . Сумма <р (х )  перваго ряда будетъ поэтому повсюду не
прерывна, такъ какъ его члены непрерывны.

А такъ какъ

cos п ( х  +  2 b) +  cos и (х  —  2 h) —  2 cos п х  

=  2 (cos 2 ий —  1) cos пх =  —  4 sin^nh cos nx,

•) Рядъ ^ 2  +  2 ^ +  - - , г .  е. рядъ(1 - у )  +  ( у - у ) +• схо-

1 1  Л 1 , 1 ,дится и < j n _  ^  п; поэтому сходится и рядъ -^ + у Н  , а потому

1 , 1 , 1 , сходится также рядъ +  у  Н------
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то при i z O

- +  =  А в +  A,  c o s х № - ) '  +
(2 h)

+  A2 c o s 2 x ( ^ - ^ j  +

въ виду сходимости ряда А х c o s x -) -  А 2 cos 2х-\------ мы можемъ
здесь применить теорему, изложенную въ No. 8 § 172-го, и заклю
чить, что для значешй Ь,  стремящихся къ нулю,

и™ <? (х +  2b)  +  o ( x  — 2h)  — 2® (х ) 
m (2 h f

=  А 0 -j- А х co sx  -f- А г cos 2 x  +  • • • =  0 .

По теореме Ш в а р ц а ,  приведенной въ § 106, мы можемъ 
отсюда заключить, что

<р(х) =  а х  - f - 13

(ас, р суть постоянныя).
Мы имеемъ, такимъ образомъ,

А. „ , . д A.  co s х  . A,  c o s 2 x  . ^ с о б З *  .
- ^ x 2 +  a x  +  £ =  - J - p  h 2 , h “ S j r --------1----- •

при замещенш х  на —  х  правая часть остается неизменяемой. П о 
этому должно быть а =  0 .

При х =  0  и при х =  2 т: правая часть имеетъ одно и то же
значеше; поэтому необходимо А 0 =  0 ,  такъ что имеетъ место

равенство

п 0 , Л, cos .г , ^jCOs2x . А3 cos3x .
О — Р Н "̂а I 2 1 ' 3 2 " ' '

Такъ какъ этотъ тригонометрическШ рядъ сходится равномерно, то 
для коэффищентовъ верны формулы Э й л е р а .  Коэффищенты должны 
поэтому быть равны нулю, ибо сумма ряда равна нулю.

Этимъ мы показали, что

а0 — 0  и а„ cos п х0 -f- b„ sin я х 0 =  0

(при п =  1, 2 ,  3 ,  . . .), при чемъ х 0 означаетъ любое число.
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Такимъ образомъ, при каждомъ значенш х

а„ с os nx-\-bns\nnx =  0 .

Дифференцируя, получаемъ отсюда

—  ап sin nx  +  b„ cos п х  — 0 .

Имеемъ, следовательно,

=  ( f l , , c o s « x -| -£ „ s in w x )c o sw x

—  (—  а п sin nx  +  bn cos nx)  sin пх  =  0 ,

Ьп =  {ап cos п х  +  К  sin пх)  sin пх

+  ( — а„ sm nx - { -bKc o s n x ) c o s n x  — 0 .

§  179. П р и м е р ы . 1. Положимъ, что функщя / (х )  определена 
въ интервале (— it, тс) следующимъ образомъ:

/ (  тс) =  / ( 0 )  =  /(тс) =  0 ,

/ ( * )  =  —  с ( пРи —  т с < х < 0 ) ,

/ ( х )  =  +  с (при 0 <  х  <  тс).

Подчиняя функщю / ( х )  требовашю / ( х  + 2 тс) = / ( х ) ,  мы распро-
I j ,   ,__ страняемъ определеше на все  значе-
J ! • j ! шя х .  Кривая изображешя функщй| I I | •
f  ..... }  f  t  I J\x)  Указана на фигура 11.

| ^  По § 176  рядъ Ф у р ь е  въ этомъ
— I !-----------1 !---------- 1 случае сходится и его сумма по

стоянна равна f ix ) .
Фиг. 11. г. ^

Вычислимъ постоянныя Ф у р ь е .

Мы получаемъ
0  71

кар =  — с J *  cospxdx-\-c ̂ J*cospxdx =  0,
-тс о

0 х- тс

тс Ьр *=— с ^ sinpxdx  +  cJ l  sinpxdx
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тс

— 2 с  J * sinp x d x  = — 2 с ^ с° у  XJ . 

о

Для четнаго р  будетъ Ър — 0 ;  напротивъ, для нечетнаго р  будетъ
т 4 с 1 4скЬр такъ что Ь„ =  —
у Р е  р ъ

Такимъ образомъ, при с — рядъ Ф у р ь е  принимаетъ видъ

sinx .s in  Ъх  , sin 5л: ,
~л Г '1 -Г  з  - г  5

Онъ сходится для каждаго значешя х  и представляетъ изобра

женную на фигуре 11 функщю ^для случая с — .

При х  = -~ мы вновь находимъ рядъ Л е б н и ц а .

*  1 _ ±  +  ± _ .  
1 7. I S4 3 5

(ср. §  122).

2. Пусть функщя / ( х )  имеетъ указанную на фигуре 12 кривую 
изображешя, такъ что

/ ( _ * ) = / ( ( ) )  = / ( * )  =  О,

/ ( х )  =  сх

Пусть, далее, будетъ / ( х + 2 тг) = / ( * ) .  Фиг. 12.

По § 176 рядъ Ф у р ь е  постоянно сходится и сумма e ra  
равна / ( х ) .

Что касается постоянныхъ Ф у р ь е ,  то

ТС ТС
•кар =  сJ '  х cos p x d x ,  ъЬр =  сJ *  х  sin p x d x ,
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или
и  7t

Шр =  с S *  cos p x d x  -f- cS x  cos p x d x  =  0 .
- «  0

0  ТС Tt

Ttbp =  c J *  x  sin p x d x - \ - с J * x s m  p x d x  =  2 c J * x s m p x d x .
- *  о о

Tt TZ

J * x s m p x d x  =  —  - j - ~ ^ cosp x d x = — USS-P* .
о

Такимъ образомъ,

l    1 _ 2 с ,   2c
vi — 1 > p2  2  ’ 3 ------ 3~ * ‘ "

и рядъ Ф у р ь е  при с — \ принимаетъ видъ

sinx sin2x . sin Зх
~1 2 1 3

Онъ сходится при каждомъ значенш х  и представляетъ собою 
функщю, изображенную на фигуре 12 (для случая с =  ^). Такимъ 
образомъ, въ интервале (— х , тс)

х _  sin х sin 2х . sin Зх
2 Г~ 2 |_~ 3  •

3. В ъ  заключеше мы станемъ искать рядъ Ф у р ь е  функщй 
cos кх.  Мы полагаемъ поэтому

/ ( * )  =  c o s k x  ( — т с ^ х ^ х )

и требуемъ, сверхъ того, чтобы было Д х  +  2 х )  =  Д х ) .  Изъ § 176 
и следующихъ мы можемъ заключить, что рядъ Ф у р ь е  повсюду 
сходится и имеетъ сумму f { x ) .
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Исключимъ трив1альный случай, когда к есть ц-Ьлое число;
тогда

ъар =  J  coskxcosPx d x +  Jc o s k x c o s p x d x
- т с  о

тс

=  2 ' j ' c o s k x c o s  p x d x  у 
о

О тс

%Ьр =  J * cos k x s x n p x d x  -f- J * c o s k x s m p x d x  =  Q.
- i t  о

2 cos k x  cos p x  — cos (p  —  k) x  +  cos (p-\-k)x,

Дал-fee,

такъ что

х а ,

или

/ s i n  { p  —  k ) x ^  / s i n  ( р  +  k ) X

~ \  Р ~ Ь  >0 \ Р +  к / 0

= { ( т Ь ) _  } sin ь  cosp*'

2 к sin £ тс , /. „ , _ _ .
* at =  k'- р ~ C0SPT-  (Р =  0 , 1 , 2 ,  3 , . . . )

Такимъ образомъ, при — х ^ х ^ х  имЪетъ м-fecro формула:

 _  s i n  &% | 1 2f e  c o s *  , 2 k  c o s  2 x  |
c os kx  — ——  ■p3“fT +  -jn .'2»  J '

Такъ какъ s i n & x ^ O ,  то, положивъ x  =  x ,  находимъ:

1 , 2 f t  . 2kx  cot kit = k ~ k '  — V ~ k ' ~ 2 %

§  180. Т е о р е м а  Ф ей ер а . Положимъ, что функшя f { x )  не
п р е р ы в н а  при каждомъ значенш х  и имеетъ перюдъ 2 х .

Мы будемъ заниматься не сходимостью ряда Фурье, а с р е д -  
н и м ъ  а р и е м е т и ч е с к и м ъ  его первыхъ р  частныхъ суммъ.
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Какъ мы нашли въ § 175, это среднее равно

ТС

/ ( * + « )
—тс

или равно

Составнмъ разложеше

тс 0  тс

/ - / + /
- т с  - 1 C  о

и
и въ первый интегралъ справа введемъ новую переменную —  ~2 ~  V > 

а во второй— новую переменную ^  =  Тогда

У № - 2 » ) + / ( * + 2 , ) } ( * e ) V

О

Е с л и / ( х ) = 1 ,  то все  частный суммы ряда Ф у р ь е  равны 1 
такъ что и ify (х )  =  1 .  Такимъ образомъ,

о

и разность Ity ( х ) — / ( х )  можно представить въ следующемъ виде: 

mt ( x ) - f ( x )  =  J * \ f ( x ~ 2 v ) + f ( x + 2 v ) - 2 f { x ) }  ( ^ ) ' d v .
О

Если дано положительное число е , то мы можемъ теперь вы
брать положительное число 8 такъ, ' )  что наибольшее значеше 
выражешя
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| f ( x  —  2v)  + / ( *  +  2 v) —  2 / ( * )  | 

меньше, чЪмъ s . Тогда абсолютная величина интеграла

5

\ p f ' { f ( x  —  2 v ) + f ( x  +  2v)  —  2 / ( * ) } ( 5 ^ )7U р
О

меньше, чЪмъ

/»
е Г e й г

ър  J  \ sin г» / кр /  \sinv I 2
0 о

при р  =  1 , 2 ,  3 ............

Если обозначить черезъ М  наибольшее значеше, которое 
\f(x)  | вообще принимаетъ *), то абсолютная величина интеграла

I *  1

1;р / ' { / ( *  —  2 г ') +  / ( *  +  Щ  —  2 / ( х ) }  dv
8

будетъ меньше, ч-Ьмъ

З М  Г  d v  3 мI  Г  d v
I /  sin’
Г

Если, сл%довательно,

r . p j  sin2 г/ 2/> sin2 о
8

з м€ Sin'

то абсолютная величина посл-Ьдняго интеграла меньше, чЪмъ '  , и 

абсолютная величина разности m? ( x ) — f ( x )  меньше, чЪмъ е, к а 
к о в о  бы  ни б ы л о  х.

‘) Такое значеше существуетъ въ силу непрерывности и nepio- 
дичности.

К о в а л е в с к ш . Дифферевдальное и интегральное исчислеше. 21
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Это означаетъ, что

lim т Д х )  = / ( * ) .

Однако, мы доказали больше. Мы знаемъ не только то, что при 
каждомъ х

Д х )  =  ш , (я )  +  { тп2 ( * )  —  ш , ( * ) }  +  {  тп, (х) — тг (х) }  +  •••, ‘ )

но мы знаемъ также, что этотъ рядъ р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  для 
в с е х ъ  з н а ч е ш й  х.

Это есть теорема Ф е й е р а  ( F e j e r ) .
Члены предыдущаго ряда суть конечныя тригонометричесюя 

выражешя, т. е. выражешя вида

^ й 0 +  й, c o s x +  6, sin лг -f- йа cos 2 x  +

- f  b2 sin 2 x  4--------(- at c o s p x  +  bp sin p x .

Н е п р е р ы в н у ю  ф у н к ц ш  с ъ  п е р ш д о м ъ  2п  м о ж н о ,  с л е 
д о в а т е л ь н о ,  р а з л о ж и т ь  в ъ  р авн о м -Ь р н о с х о д я и и й с я  р я д ъ  
к о н е ч н ы х ъ  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ъ  вы ражений.

§ 181. Прим1>нен1е. Пусть /(х)  будетъ функщя, непрерывная 
въ интервал-fe (а ,  b),  а  <  Ь. Мы беремъ число с, которое больше, 
чемъ Ь, и составляемъ линейную въ интервале (b , с> функщю, ко
торая при х =  b имеетъ значеше f { b )  и при х =  с — значеше / (я ) .  
Эта функщя вместе съ функщей f ( x )  представляетъ непрерывную 
въ интервале ( а ,  с) функщю F (x ) ,  имеющую то свойство, что

F ( a )  =  F ( c ) .

Если мы положимъ

_  а  + с  , (с — а)  и 
х ~  2 2тг ’

то ^ ( х )  превратится въ функщю Ф (и ) ,  непрерывную въ интервале 
(  ТГ, Тг) и имеющую то свойство, что

Ф ( —  к) - ф(тг).

*) р-ая частная сумма этого ряда есть тр(х).
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Требуя, чтобы равенство Ф (и +  2 тс) =  Ф (и) выполнялось, мы мо
жемъ распространить эту функщю на все  значешя и.  Такъ какъ 
она непрерывна и имеетъ перюдъ 2тт, то къ ней применима тео
рема, приведенная въ конце § 180. Существуетъ равномерно схо- 
дящШся рядъ

( и) +  Т2 (и)  - f  Т3 (и) -f------

конечныхъ тригонометрическихъ выраженШ, имеющШ сумму Ф (м ).

Функщй c o s p u  и sinр и  ( р  — 1 , 2 ,  3 ,  . . .) могутъ быть раз
ложены въ постоянно сходяпцеся степенные ряды. То же относится 
къ конечному тригонометрическому выражешю, а потому и къ вы- 
ражешю

Си) =  (и) +  Т2 (и) -f------ f  Тр (и).

Степенной рядъ, въ который разлагается функщя Хр (и), с х о 
д и т с я  р а в н о м е р н о  (§  17 2 )  въ интервале (— тг, тг). Если гр есть 
положительное число, то въ интервале ( — тг, тг) абсолютныя вели
чины почти всехъ  остатковъ будутъ меньше, чемъ гр . Отнявъ та
кой остатокъ отъ %р (и), мы получаемъ целую ращональную функ
щю &р (и), которая во всемъ интервале (— тг, тг) удовлетворяетъ 
неравенству

\% (и) — ® Д м)| <  гр.

Если распорядиться такъ, чтобы lims? =  0 ,  положивъ, на- 

примеръ, eP= [ \ ) i  т0  Рядъ

® 1  ( и )  +  { @ 2  ( м )  —  ® 1  ( м )  }  +  { ® 3  ( “ )  —  © а  ( и )  }  +  ■

будетъ иметь сумму, равную \\т%р{и) — Ф(и).

Члены этого ряда суть ращональныя функцш, и рядъ сходится 
равномерно въ интервале (— тг, тг). Ибо почти все  остатки, т. е. 
почти все  разности Ф (и) —  (и) отличаются отъ соответствен-

ныхъ разностей Ф (и) —  Хр (и) меньше, чемъ на и притомъ во 

всемъ интервале (— тг, тг). А такъ какъ абсолютныя величины почти 
всехъ  разностей Ф (м )  —  2^, (и) въ интервале (— и, тг) меньше, чемъ
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то въ интервале (— х ,  х> почти все  Ф ( м ) — ®р (ч)  по абсо

лютной величине меньше, чемъ s.

Если заместить и черезъ

2 х ( *  —  : ( с  —  а) ,

то функщй @ 2 (и) —  & ,  (и ) ,  & 3 (и) —  ® г (и ) ,  . . . становятся
целыми ращональными функщями G t ( x ) ,  G 2 ( x ) ,  G 3 (x ) ,  - . Рядъ

Gy (х )  +  G 2 (х )  +  G 3 (х )  -|------

сходится равномерно въ интервале ( а ,  с) и имеетъ сумму F { x ) .  
В ъ  интервале (д ,  Ь) его сумма равна, следовательно, / (х ) .

Этимъ мы доказали следующую принадлежащую В е й е р -  
ш т р а с с у  теорему:

Е с л и  ф у н к щ я  / ( х )  н е п р е р ы в н а  в ъ  и н т е р в а л е  { а ,  Ь),то 
с у щ е с т в у е т ъ  р я д ъ  ц е л ы х ъ  р а щ о н а л ь н ы х ъ  ф у н к щ й ,  к о т о 
рый в ъ  и н т е р в а л е  (а,  Ь) с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  и и м е е т ъ  
с у м м у  / (х ) .

Г л а в а  X V I .

Несобственные интегралы.

§ 182. Несобственные интегралы съ  конечнымъ проме- 
ж у тк ом ъ  интегрировали. Положимъ, что функщя / ( х )  не инте
грируема въ интервале (а ,  b>, но интегрируема въ каждомъ интер
вале (а ,  [3>, а  <  р <  Ь.

Неинтегрируемость функщй Д х )  въ интервале {а,  Ь) можетъ 
въ этомъ случае обусловливаться только темъ, что функщя /(х) 
не ограничена въ интервале {а,  Ь). Действительно, если бы функ
щя Д х )  была ограничена въ интервале (а , Ь >, то мы прежде всего 
могли бы взять для |3 значеше, ртоль близкое къ b , что было бы
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ЗагЬмъ, въ виду интегрируемости функщй / ( х )  въ интервале 
мы могли бы такъ разложить интервалъ {а .  (3) на частные интер
валы {a ,  х 4>, ( * j ,  х 2) ,  . . . ,  (хр- ь  р>, что выполнялось бы неравенство

( х ,—  а)а(а, * ,)  +  (* ,  —  х 1)<г(х1, х , ) +  ••

••• +  (Р —  * / - 1 )о (я > -1 ,  Р ) < у -

Ясно во всяком ь случае, что указанный въ § 150 кригерШ инте
грируемости былъ бы выполненъ.

М о ж е т ъ  с л у ч и т ь с я ,  ч т о

3

J*f (х)  dx (л <  3 <  Ь)

п о с т о я н н о  с т р е м и т с я  к ъ  п р е д е л у ,  к о г д а  $ с т р е м и т с я  к ъ  Ь. 
Этотъ пределъ не зависитъ тогда отъ способа приближения g къ 
Ь. А именно, если

lim $п =  b и lim (Зя =  Ь,

то и последовательность [3,, {5,, [52 , (32 , . . . стремится къ Ь, такъ 
что последовательность

Р» Ра
J */(х) dx, J * f(x)dx,J*f(x)dx, J * f(x)dx, .. .
a  a  a  a

сходится. В с е  ея частныя последовательности имеютъ одинъ и тотъ 
же пределъ. Поэтому въ  частности

Е с л и  п р е д е л ъ

lim J * f ( x ) d x  (а  <  £ <  b,  lim jj =  b)
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с у щ е с т в у е т ъ ,  т о  е г о  о б о з н а ч а ю т ъ  з н а к о м ъ

ъ
J *f { * ) d x
а

и н а з ы в а ю т ъ  н е с о б с т в е н н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ .

Если функщя / (х )  интегрируема въ интервале {а ,  Ь), то также 
(ср. §  157).

J ' f ( x ) d x  =  lim J *f { x ) d x .
a  a

Мы хотимъ также вкратце остановиться на случае ') ,  когда функ
щя / ( х )  интегрируема въ каждомъ интервале (а ,  Ь), а  <  а <  Ь, но 
не въ интервале (а , Ь). И здесь  неинтегрируемость въ интервале 
(а , Ъ) обусловливается темъ, что ф у н к щ я / (х )  не ограничена въ 
<а , Ъ).

Е с л и  п р е д е л ъ
ъ

lim J * f ( x ) d x  (а  <  а <  b,  Нш а =  а)
а

с у щ е с т в у е т ъ ,  т о  е г о  о б о з н а ч а ю т ъ  з н а к о м ъ

ь

f / ( * )  d x
а

и н а з ы в а ю т ъ  н е с о б с т в е н н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ .

ь
Символъ J ' f ( x )  d х  употребляютъ также въ следующемъ, бо-

а
лее общемъ случае:

Интервалъ ( а ,  Ь) можно разложить на конечное число част- 
ныхъ интерваловъ (а ,  Р) такимъ образомъ, что функщя / ( х )  инте
грируема либо въ каждомъ интервале (а ,  (3), либо въ каждомъ 
интервале ( а 1, (}), а <  а' <  [J, либо въ каждомъ интервале <а, |3'),

*) Этотъ случай сводится къ другому положешемъ х =  — и.
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П о л а г а ю т ъ  ■,

J * f ( x ) d x  =  s j f K  x )d x
a  a

въ  с л у ч а й ,  е сл и  с о б с т в е н н ы е  или н е с о б с т в е н н ы е  и н т е г р а л ы

|
У * f ( x ) d x
OL

с у щ е с т в у ю т ъ

§ 183. П р и м Ъ р ъ . Пусть [х будетъ положительное число, от
личное отъ 1. Тогда функщя

/<*> -  ^  

интегрируема въ каждомъ интервале

<а, Р>. ( а < ? > < Ь )

Напротивъ, въ интервале ( д , ^ ) 1)  функщя / ( х )  неинтегрируема, 
ибо въ  этомъ интервале она не о г р а н и ч е н а .

Теперь

а

- Если ix <  1 ,  то
Р

lim J f̂ ( x ) d x  =  ~ ~ ^ —  • (limfi =  b)
а

Если, напротивъ, [х >  1 ,  то пределъ не существуетъ.
В ъ  случае ja — 1

в
J * f { x ) d x  =  — ( l o g (b —  x ) ) ^  =  l o g (b — a) —  l o g  (b —  0 ) .

a

*) Следуетъ представить себе, что значеше f(b)  какимъ-нибудь 
образомъ установлено.
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И здесь  lim J f ( x ) d  х  не существуетъ.
а

Н е с о б с т в е н н ы й  и н т е г р а л ъ

/
ъ

d x
( t _ , f  ( - < * '  < * > “ > 

а

с у щ е с т в у е т ъ  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  (j . <  1 .

В ъ  случае [1 ~  0  мы будемъ иметь собственный интегралъ. 

Точно такъ же н е с о б с т в е н н ы й  и н т е г р а л ъ

/
ь

d x

« - г  ( а < ь }
а

с у щ е с т в у е т ъ  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  | х < 1 .

§ 184. Случаи, въ  к отор ы хъ  несобственный интегралъ  
сущ ествуетъ . Предположимъ, что функщя / ( * )  интегрируема въ 
каждомъ интервале (а , j3) но не въ интервале <а , Ъ ). Тогда и функ- 
щя \f(x) | интегрируема въ интервале (я , |3>. Можетъ теперь слу
читься, что

ь

У \/(х)\Лх
а

существуетъ. В ъ  э т о м ъ  с л у ч а й  с у щ е с т в у е т ъ  и

ь

J * f (x ) d x .
а

А именно, при а ^ х  < Ь

X X  X

f m i x  = f  ш и +i m j x ^ J ’  i/w i-/W fc .
a  a  a

Оба интеграла въ  правой части суть функцш возрастакнщ'я, но
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ь
о г р а н и ч е н н ы я ,  ибо ни одна изъ нихъ не больше, чемъ J* |/(х) | dx.

а

Поэтому существуютъ пределы

ш / \ т + / м 4х и „„ f \ ' i x n i f M d * ,
а а

а, следовательно, и пределъ

Р ь
х, т. z . J * f{x)dx.

а а

Т е о р е м а  1. П о л о ж и м ъ ,  ч т о  ф у н к ш я  / ( х )  и н т е г р и р у е м а  
в ъ  к а ж д о м ъ  и н т е р в а л е  <л , {3), д < [ 3 < £ ,  но не в ъ  и н т е р 
в а л е  (а , Ь ). Е с л и  т о г д а  м е ж д у  0 и 1 с у щ е с т в у е т ъ  ч и с л о  [а 
т а к о г о  р о д а ,  ч т о  ф у н к ш я

<р (х )  =  {Ъ —  ху/(х)
о г р а н и ч е н а  в ъ  и н т е р в а л е  {а,  Ь), т о  с у щ е с т в у е т ъ  н е с о б 
с т в е н н ы й  и н т е г р а л ъ

ь
J*f(x)dx.
а

Обозначивъ черезъ К  верхнюю границу функщй | <р (х )  | въ интер
вале (а , Ь ), имеемъ при а ш х < Ь

I ' M l - p z y
А такъ какъ

ь
d x

1 Р - * Т
а

существуетъ, то существуетъ и ' )

ъ
*) Ибо интегралъ j  f(x)  | dx возрастаетъ и ограниченъ (a s  х < Ъ).
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ь
У *  \m \dx,
а

а, следовательно, и
ъ

J * f {x ) d x .
а

Теорема 2. Положимъ,  что функщя f(x)  интегрируема  
въ каждомъ интервале (а, (3), а <  [3 <  Ь, но не въ интер
вале (а,Ь ). Если тог да  с у щ ес тв у е тъ  не меньшее 1 число 
(1 такого  рода ,  что функщя

<р (х) =  (b — xYf{x)

имеетъ въ интервале (а , Ь) положительную нижнюю гра
н и ц у 1), то  несобственный интегралъ

ь
J f { x )  dx.
а

не существ уе тъ.

Если к есть нижняя граница функщй <р (х ), то при а ^  х  <  />

Если бы существовалъ интегралъ

ь
J ' f i x )  dx,
а

то долженъ былъ бы существовать и интегралъ

ь

Г  dx 
J  (Ь - х /
а

Это, однако, невозможно, такъ какъ ja ;> 1.

*) или отрицательную верхнюю границу. При замещенш f (x)  че
резъ —/ (х) одинъ случай переходитъ въ другой.
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Теоремы, подобный предыдущимъ, имеютъ место, когда функ
шя / ( * )  интегрируема въ каждомъ интервале {а,  Ь), но не въ ин
тервале (а, Ь).

§ 185.  С вязь съ  неопред'Ьленнымъ интеграломъ. П у с т ь  
f ( x )  б у д е т ъ  ф у н к ш я ,  и н т е г р и р у е м а я  в ъ  к а ж д о м ъ  и н т е р в а л е  
(а ,  Р), й < ^ < ^ ,  и п о л о ж и м ъ ,  что  в ъ  и н т е р в а л е  (а ,  Ь) с у щ е 
с т в у е т ъ  ф у н к ш я  F( x ) ,  и м е ю щ а я  при а ^ х < Ь  п р о и з в о д н у ю  
fix')  и н е п р е р ы в н а я  в ъ  т о ч к е  Ь.

Тогда, по § 156,
Р

f f ( x ) d x  =  F Q ) - F { a ) .
а

А такъ какъ при lim (3 =  b

lim F Q )  =  F { b ) ,

ибо функщя F ( x )  непрерывна въ точке Ь, то

Р

lim J f ( x ) d x  — F (b )  — F ( a ) ,
a

т. e.
b

J *f ( x ) d x  =  ( F  (x))1’ .
a

Такимъ образомъ, одна и та же формула имеетъ место какъ 
для собственнаго, такъ и для несобственнаго интеграла.

Подобнымъ же образомъ можно доказать следующее: пусть 
f ( х )  и g  (x )  будутъ функщй, интегрируемыя въ каждомъ интервале 
(а,  Р), а <  р <  Ь. Пусть, далее, будетъ

х
F ( x )  =  A + J ' f ( x ) d x ,  G (x )  =  B  +

а  а

Тогда
ъ ъ

(F(x) G (*))* =  J * f (x )G {x )d x +  у *g (х) F(x) dx,

J *S ( * )  dx.
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А

въ предположены, что оба интеграла въ правой части существуютъ. 
Подъ F(b)G(b) сл%дуетъ здесь понимать пределъ произведешя 
F(x)G(x) при l im x = b. А, В суть произвольныя постоянныя.

Г dx / -ПримЪръ. /  у - '  Здесь / ’’(х ) =  2 у  х. Эта функщя имеетъ

о

производную у  -_ при 0 <  .V и непрерывна въ точке х =  0. Поэтому
1

о

§ 186. Эйлеровъ интегралъ перваго рода. Интегралъ
1

B(P>cl ) = J * х Р ~ ' — x)i~l dx
о

всегда имеетъ смыслъ, если

Р >  0 и q >  0.

Его называютъ Эйлеровымъ интеграломъ перваго рода.
При р Si 1 и q ;> 1 мы имеемъ передъ собою собственный 

интегралъ. Въ противномь случае B(p,q)  есть несобственный ин
тегралъ, который, однако, по § 184 существуетъ. Это есть пределъ 
собственнаго интеграла

1- ! '

J * х?"1 ( 1 — x) ‘>-1d x ,  (s >  0 ,  г 1 >  0)
S

если оба числа е и s' стремятся къ нулю. Такимъ образомъ,

1 — е'

B ( p ,q ) =  lim J*x P -x(\— x)i~l dx.
e

(e >  0 ,  s' >  0 ,  l ims =  0 ,  lim s' =  0 )

Преобразоваше x — 1 —  у дзетъ:
.

l-t' ' l-s
J * x t - 1 (1 — x)*~l dx=  J *  уч-1(\— уУ~Чу,
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такъ что

В ( р ,  q) =  B ( q ,  р).

Выражеше B ( p , q )  остается, такимъ образомъ, неизменнымь при 
перестановке р  и q или, какъ говорятъ, оно с и м м е т р и ч н о  по 
о т н о ш е н и е  к ъ  р  и q.

Интегрируя по частямъ (ср. §  185),  находимъ, что при q >  1

1 1

У  хР~х(\— x)i~xdx = ~—)o +  qy  t/ iхР — x)q~2 dx
о о

1 1

J *  x^ \ \ — x'Y-4x — q-^y- J *  хР-Щ— х у -Ч х ,
о

т. е.

Эту формулу можно применять съ целью уменьшешя q,  пока 

q остается больше 1. Такъ какъ В ( р ,  q) =  B ( q ,  р ) ,  то при Р >  1 
имеетъ место равенство

Можно поэтому уменьшать также и р, пока оно остается 
больше 1.

Е с л и  q е с т ь  ц е л о е  ч и сл о ,  то

1).

А такъ какъ

то

1

В ( р ,  1) - /

п/ . ч ? — 1 ? — 2 1 1
КР’ q , ~  p +  q - 1 ' p  +  q - 2  >  +  \ Р
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Е с л и  и р  е с т ь  ц е л о е  ч и с л о ,  то можно написать:

{ Р ’ Ю (/> +  ? - ! ) !

Эта формула пригодна и въ томъ случай, когда р  или q или оба 
числа/) и q равны 1, въ предположены, что 0 !  означаетъ 1.

§ 187. Несобственные интегралы съ  безконечны мъ про- 
м еж утком ъ и н тегри р овал и . ' )  П у с т ь  / ( * )  б у д е т ъ  ф у н к щ я ,  
и н т е г р и р у е м а я  в ъ  к а ж д о м ъ  и н т е р в а л е  ( а , х ) ,  х > д .  Е с л и  
в ъ  э т о м ъ  с л у ч а е  и н т е г р а л ъ

х
J f ( x ) d x
а

при б е з к о н е ч н о м ъ  в о з р а с т а л и  х  п о с т о я н н о  с т р е м и т с я  къ 
н е к о т о р о м у  п р е д е л у ,  т о  е г о  о б о з н а ч а ю т ъ  ч е р е з ъ

00

J f { x ) d x
а

и н а з ы в а ю т ъ  н е с о б с т в е н н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ .

Выражеше „х б е з к о н е ч н о  в о з р а с т а е т ъ "  или „становится 
положительной безконечностью" означаетъ (ср. § 43 ) :  „х п р о б е -  
г а е т ъ  т а к у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  х , ,  х2У х3, . . . ,  ч т о  п о ч т и  
в с е  ч л ен ы  э т о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  б у д у т ъ  б о л ь ш е  каж 
даго ч и с л а " .

Къ приведенному опредЬлешю мы должны присоединить еще 
следующее замечаше. П р е д е л ъ  и н т е г р а л а  б у д е т ъ  о д и н ъ  и

*) Эти несобственные интегралы могутъ быть преобразованы въ 
интегралы, разсмотренные выше, и наоборотъ. Положимъ а > b и сде-

1 *
лаемъ подстановку и =  х _ ^ ' Тогда f / ( x ) d x  переходить въ интегралъ

а
3 / 1 \ 1 00J o  (и) du, при чемъ о (и) = /  lb +  — ) —5, (3 =  1: (а — Ъ). Интегралъ j f ( x )d x

и '  '  а

существуетъ тогда и только тогда, когда существуетъ J o (u )d u.
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тотъ же, какимъ бы образомъ х ни возрастало безко- нечно. Если безкоиечно возрастающая переменная х пробегаетъ одинъ разъ последовательность х2, х3, . . а другой разъ —последовательность xt, х 2 , х3,...,то, пробегая последовательность xi,xi,xi,x2, *„ . . переменная также будетъ безко- нечно возрастать. Поэтому последовательность
xt x t x t XjУ*f(x)dx, J'f(x)dx, J*f(x)dx,

a  a  a  a

сходится. Такъ какъ все ея части имеютъ одинъ и тотъ же пределъ, то
хк хя

lim J fit) d х =  lim f f{.x)dx.
a  a

Вполне аналогично опредЬляютъ интегралъ
аJ' f(x)dx.

—  00

Если функщя f(x) интегрируема въ каждомъ интервале (х.а>, х < а, и интегралъ
аff{x)dx

X

при безконечно возрастающемъ —х постоянно стремится къ не-
акоторому пределу, то его обозначаютъ черезъ J*f(x) dx.

—  00Если оба интеграла
а  ооJ*f(x)dx и J*f(x)dx,

— 00 а

существуютъ, то ихъ сумму обозначаютъ черезъ
00/f{x)dx.
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Этотъ интегралъ есть пределъ интеграла

х
j * f (x )d x
X

при безконечно возрастающемъ х и безконечно возрастающемъ —  х.

§ 188. Примеры. Пусть будетъ число, отличное отъ еди
ницы. Мы займемся разыскашемъ условШ, при которыхъ интегралъ

00

f * d x
J  х* (л !> 0)

а 

х

/ d x  _  f x ^ Y  _  * 1~ 1* _ _  Д1 | х  
_  1 - ц  1 — SJ.'

а

Въ случае [А <  1 число х1~р безконечно возрастаетъ одновремен
но съ х, такъ что интегралъ не имеетъ никакого предела.

Напротивъ, въ случае ja >  1, онъ имеетъ пределъ а х~^ : (|а — 1). 
Если ji, =  1, то

существуетъ.
Здесь

/ ^  =  logx — log а,

и при безграничномъ возрастали х интегралъ не имеетъ никакого 
предела.

Н есобственный интегралъ
00

/
d  х

( < * >  о)

сущ ествуетъ  тогда и то лько  то гд а, когда ^ >  1.

§ 189. Случаи, въ которы хъ несобственный интегралъ
со

f m  d x  сущ ествуетъ. 1. Пусть f(x)  будетъ функщя, инте-
а
грируемая въ каждомъ интервале (а, х), х >  д. Если интегралъ
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а

00

j ' \ f ( x ) \ d x
а

существуетъ, то существуетъ и интегралъ

00

J * f i x )  d x .
а

При сдЪланныхъ предположешяхъ интегралы

а а

существуютъ, такъ какъ функщй

J* I/WI+/W dx /  К ̂ 2  ̂̂ dx
а а

суть функщй возрастающая и ограниченныя (а именно об-h не больше,
оо

ч^мъ у *  \f{x)\dx).
а

Существуетъ, следовательно, и интегралъ

/ / ( * ) < * * - lim f  \ n * ) \ + l i * ) d x -  lim У  \ m \ - m d x .
a n  a

Если при x а  постоянно

| / { * ) | a S ? ( * ) .

00

то изъ существовали интеграла J*< p (x) dx  следуетъ существова-
a

oo *

Hie интеграла f  \f (x)\dx,  ибо j *  |/(x)| dx  есть функшя возрастаю-
a  a

К о в а д е в с к ш . Дифференщальное и интегральное исчислеше. 22



3 3 8  с л у ч а и ,  в ъ  к о т о р ы х ъ  и н т е г р а л ъ  J  f ( x )  d x  с у щ е с т в у е т ъ .
а

00

щая и ограниченная (она не больше, ч-Ьмъ у * <p(x)dx).
а

Т е о р е м а  1 .  П у с т ь  f ( x )  б у д е т ъ  ф у н к щ я ,  и н т е г р и р у е м а я  
в ъ  к а ж д о м ъ  и н т е р в а л ^  {а ,  х),  * > а > 0 .  Е с л и  с у щ е с т в у е т ъ  
п р е в о с х о д я щ е е  1 ч и с л о  ц т а к о г о  р о д а ,  ч т о  ф у н к щ я

* * / ( * )

о г р а н и ч е н а  при х ^ > а ,  т о  с у щ е с т в у е т ъ  и н т е г р а л ъ

00

J '

Если при х > , а

то
I ^  / ( * )  I <  А .

№ ) ! < £ •

А такъ какъ
ос

/
dx

существуетъ, то существуютъ также интегралы

00  00 

У *  ! / ( * ) !  d x  и J tf(x)dx.

Т е о р е м а  2. П у с т ь  / ( * )  б у д е т ъ  ф у н к щ я ,  и н т е г р и р у е м а я  
в ъ  к а ж д о м ъ  и н т е р в а л -fe { а ,  х),  х  >  а  >  0 .  Е с л и  с у щ е с т в у е т ъ  
не п р е в о с х о д я щ е е  1 ч и с л о  (а т а к о г о  р о д а ,  ч т о  н и ж няя 
гр а н и ц а  ф у н к щ й  xv-f(x)  б у д е т ъ  п о л о ж и т е л ь н о й , 1) т о

00

У / О )  dx

не с у щ е с т в у е т ъ .

*) или верхняя граница отрицательной.



со

случаи, въ которыхъ и н тегр ал ъ /f ( x ) d x  сущ ествуетъ. 3 3 9
а

В ъ самомъ д е л е , если при х  а

* 7 (* ) ^  А  >  о,
то отсюда следуетъ, что

4 - л * ) -X̂

Такимъ образомъ, изъ существовашя интеграла

со

J ' f ( x ) d x
а

вытекало бы сущ ествоваш е интеграла
00

P i x

J  *“*а

Этотъ интегралъ, однако, не сущ ествуетъ, такъ какъ |л ^  1 .

2 . П о л о ж и м ъ ,  ч т о  ф у н к щ я  <р(х) м о н о т о н н а  при х ^ а  
и с т р е м и т с я  к ъ  н у л ю  при б е з г р а н и ч н о м ъ  в о з р а с т а л и  х .  
П у с т ь  f ( x ) б у д е т ъ  ф у н к щ я ,  и н т е г р и р у е м а я  в ъ  к а ж д о м ъ  
и н т е р в а л -fe ( а ,  х ) ,  х  >  а .  П о л о ж и м ъ ,  н а к о н е ц ъ ,  ч т о  ф у н к щ я

х
J * f ( x ) d x  ( х  Si  а )
а

о г р а н и ч е н а .  При  э т и х ъ  п р е д п о л о ж е щ я х ъ  с у щ е с т в у е т ъ  ин
т е г р а л ъ

00

J * f ( x ) c p { x ) d x .
а

Пусть х  безконечно возрастаетъ, пробегая последовательность 

* ! » * * , * , * • • •  Намъ нужно показать, что последовательность

*» *1 *1 
У f ( x ) < f ( x ) d x ,  / / w  < f ( x ) d x ,  / / ( > )  < p { x ) d x , .  . .
а а а

СХОДИТСЯ.



3 4 0  с л у ч а и ,  в ъ  к о т о р ы х ъ  и н т е г р а л ъ  j  / (х ) d x  с у щ е с т в у е т ъ .
____________________________ _____ а______

Допустимъ, что при х  ^  а

X
[У * f ( x ) d x  \ < А .
а

Такъ какъ lim <р (х„) =  0 , то мы можемъ выбрать число v такъ, чтобы 
выполнялось неравенство

И О К з Х

Почти B et х я больше, чемъ х , .  Но если х п >  x v, то къ интегралу

Хп  X't х п

j * f { x )  ,Р (х )  d x  — J ' f i x )  <Р (х )  d x  =  J '  f { x )  <Р {х )  d x
a  a

можно применить вторую теорему о среднемъ значенш. Такъ какъ 
функшя <р (х ) монотонно стремится къ нулю, то она остается мо
нотонной въ интервале (х„, х„), если заменить ^ (х„) нулемъ. Тогда 
вторая теорема о среднемъ значенш приводитъ къ равенству

хп  vn
У * f ( x )<p O') i x  =  <? ix.,)у * f ( x )  d x .  (x v 2= ^  XH)

J * f { x ) d x ,  какъ разность интеграловъ J * f ( x ) d x  и J * f ( x ) d x ,
xv a  a

будетъ по абсолютной величине меньше, чемъ 2 А , такъ что при 
всех ъ  значешяхъ индекса п

п v

j У * f  ( * )  <Р ( * )  d  х  — у * / ( х )  <Р (х ) d x <  е.

На основанш критер1я К о ш и  (§  2 7 ) сущ ествуетъ, следовательно,
А.

х п

lim У * f ( x ) y ( x ) d x .



СЛУЧАИ, В Ъ  К О Т О Р Ы Х Ъ  И Н ТЕГРА Л Ъ  I  f { x ) d x  С У Щ Е С Т В У Е Т Ъ . 3 4 1

а

00

00

* X У
d x  (а  >  0 )  с у щ е с т в у е т ъ . 1 )  В ъ  с а м о м ъ

о

д Ъ л - Ь ,  з д - f e c b  (p ( x ) = l  и  / ( x )  =  s i n x .  Д а л е е ,  и н т е г р а л ъ

X ж
J * f { x ) d x  — /  s i n  x d x  =  c o s  a  —  c o s  x

a a

n o  с в о е й  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  м е н ь ш е ,  ч е м ъ  2 .  Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  

в с е  у с л о в ! я  п р е д ы д у щ е й  т е о р е м ы  в ы п о л н е н ы .

Л е г к о  о п р е д е л и т ь  з н а ч е ш е  и н т е г р а л а .  М ы  з н а е м ъ ,  ч т о

h

П ш  у  ( i > 0 )

О

к о г д а  п п р о б е г а е т ъ  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  1 , 2 , 3 , . . . .  П о л о ж и в ъ  

п х  — и ,  и м е е м ъ :

;> nh

/
s i n  п х  , f  s i n  и ,

  d x =  /   d u .

x J  “
Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,

о

tt  b

/  sinw , ^
lim  /   d u = - f r iJ  и 2

0
т. e.

oo

/ s i n  т с

— ■ " - r
0

Е с л и  a  >  0  и  е с л и  x  =  а  у ,  t o

x ay

/ s i n  *  т /  s i n  a  w  7 ,  .  л Ч

~  J  ~ y  y ' (x > ° )
  0 0

00

’) Достаточно доказать существоваше интеграла /  ^ ^ .d x  (д > 0)J х
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Отсюда при а >  0 слЪдуетъ:
ОО

/ sin <хх j  т

- Г - 1* -  2

Поэтому при * < 0

При а =  0  имеемъ:

О

/ sin а х ,  те— — dx =  — -w 
х  2

/ -
sina* dx — 0.

§ 190 . Связь съ  неопред-Ьленнымъ интеграломъ. Допу- 
стимъ, что функшя F(x) при х а имеетъ производную f(x)  и что 
функщя f(x)  интегрируема въ  каждомъ интервале (а, х), х^>а. 
Тогда при х >  а

X
f f ( x ) d x  = F (x )-F (a ) ,
а

оо
и J * f ( x ) d x  сущ ествуетъ тогда и только тогда, когда F ( x )  при

а

безконечно возрастающемъ х стремится къ некоторому пределу 
F ( с о ) . Если этотъ пределъ F ( о о )  сущ ествуетъ, то

00

/ 'f(*)dx =  F ( < x > ) - F ( a )  = (F(x)fa -
О

Такъ, наприм%ръ,
00

У  e~xdx — —  (е~х)д =  1.

Положимъ, что функщй f (x )  и g (х) интегрируемы въ интер
вале (а , х)  и что

х х
F(x) =  A + J ' f ( x ) d x ,  G(x) =  B + J * g ( x ) d x .
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Тогда, предполагая, что интегралы
00 у  ооJf(x)G(x)dx, J'g(x)F(x)dx

а  а

и пределы F ( оо) и G (o o )  существуютъ, мы будемъ иметь:
00 00 (F(x) G{x))1 = J'f(x)G(x)dx+ J'g(x)F(x)dx.

a  a

§ 191. Эйлеровъ интегралъ второго рода. Эйлеровымъ интеграломъ второго рода называютъ интегралъ
00

Г ( ^ )  =  J  е~хх Р ~ Ч х .
о

Г(/>) называютъ также функшей гамма.Этотъ интегралъ существуетъ, коль скоро существуютъ оба интеграла
1 ооJ* e~xxf~1dx и J'e-xxt~ldx. 

о 1Второй интегралъ существуетъ, каково бы ни было число р, ибо
e I = 1 + r i + ! i  +  - - - ’такъ что при х  > О

(*=1,2,3,...)
Если взять число к, большее, чемъ р, то будемъ иметь:

е-хР-'̂ . (? = k-p + 1)
Такъ какъ jx > 1, то существуетъ

J а, следовательно, и J  e~xx*~xdx.
1 1
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Согласно теоремамъ 1 и 2 , изложеннымъ въ § 1 8 4 ,
интегралъ 

1

/ е ~хх р-\ d x  сущ ествуетъ тогда и только тогда, когда / > > 0 .

Поэтому интегралъ для Г  ( р ) также сущ ествуетъ тогда и 

только тогда, когда р  >  0 .
Интегрируя по частямъ, находимъ. что при р  >  1 (ср. §  185 

и § 190)
СО ОО

У  e~*xP~l d x — — (e- 1 */’-1)”  +(/> — 1) J *  e~*x f - 2d x ,  
о о

T ( P ) = { P - 1 ) T ( P - 1 ) .  (P >  1)

Если p  есть положительное целое число, то эта формула даетъ:

Г (р )  — {р  1 ) (р  —  2 )  . . . 1 - Г ( 1 ) .

А такъ какъ
оо оо

Y ( \ ) = J e - * d x = — ( e - ^  = 1 ,

Г  (/>) =  (/>—  1 )!

Эта формула применима и при р  =  1, если положить 0 !  =  1 .

§ 192 . Эйлеровы интегралы, к акъ  пределы произве
д е т ? ! .1) В ъ  § 18 6  мы имели формулу

В (Р1 (?) = "i В(Р> ч - О- (/>>о.г>0
Если въ ней заместить q черезъ q 1 , q -f- 2 ,  . . . ,  q -j- 1г —  1, то 
получатся формулы: ^

о о
то

‘) Ср. «Дифференщ'альное и интегральное исчислеше» Д ж ен окки- 
П еано (G e n o c c h i-P e a n o )  (немецюй переводъ B o h lm a n n ’ a) и моно- 
графш о функцш гамма Г одеф руа (G o d efro y s).
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В ( р , ч ) ± ^ В { р , 9 +  1 ) ,

В(Р' Ч +  0= В ( р ,  q +  2),
B ( P , q  +  k - l )  =  P + l + ^ B ( P , q  +  k), 

а отсюда следуетъ, что для р >  О, q >  0 и к — 1 , 2 , 3 , . . .

Ж/> л) =  O’ +  g) (/> +  ? + 1) ± .? „ + j —,1) д  ( л „_|_/л

Мы заключимъ теперь B ( p ,q - \ - k )  между двумя пределами. 
Пусть т будетъ такое целое число, что т ^  q < т +  1 .

В ъ  интервале ( 0 ,  1) имеютъ тогда место неравенства

(1 —  *)>»+*-1 S i (1 — x )«+i_1 >  (1 — x)m+k,

такъ что

В  (р ,  т +  к) ^  В (р ,  q +  к) >  В  (/>, т +  к +  1)

=  у 4 . - Ц ъ В ( р ,  т +  ку,
поэтому

В { р ,  q +  к) =  1 В ( р ,  т +  к),
И

т + к ; < Xasl .
р  +  т  +  ft

Такъ какъ т +  к есть целое число, то по § 186

л / .  , , ч  о т  +  f t  —  1 о т  +  ft  —  2 1 1
-8 (/>, W +  &) — ^ +  +  +  +  +

И такъ 1),

П (ь  1 - 2 - - - ( * - 1 ) ( A  +  g) (A +  g +  1 ) - - - ( ^  +  g +  f t - 1 )
+  *  — ! ) ? ( ?  + !)• • • («  + * - 1 ) ‘ 

ft (ft+  !)...(,» + ft — l)X
(Р + Ъ) ( р  +  ft +  1) • • • [ р  +  т  +  ft —  1) 

Если к безгранично возрастаетъ, то

lim X =  1 , ибо lim -  т =  1 •р - f  га +  ft

') Въ случае от — 0 вторымъ множителемъ будетъ только число X.



34 6  Э Й Л Е Р О В Ы  И Н Т Е Г Р А Л Ы , К А К Ъ  ПРЕД-ЬЛЫ  П Р 0 И З В Е Д Е Н 1Й .

Точно такъ же
fe(fe +  1 ) (wt +  fe — 1 )

(p +  k)(p +  k +  \)..-(p +  m + k -  1) ~
Поэтому

к / а 0\ _  ijm (fc —  1)!  (/> +  ?) (Z1 +  ? +  1) • • • ( р +  g +  fe —  1) 
а ш р(р  +  1} . . .  ( Л - k - 1 ) j ( ? +  ! ) . . .  ( ,  +  * _ ! ) •

Принявъ въ соображеш е, что

, ________ I ?  ^  + у)
(/> +  V) (? +  V) (/> +  v) (? +  v)

(v =  1 , 2 , 3 , . . можно предыдущей формуле дать сл-ЬдующШ 
видъ: В(р, q) =
P ± l \ i m i  ( l  ^ ___________ )  . . .  f l ___________________________ ^ _____________________)  1 .

Рч И  (/> +  ! ) (? +1) /  Г  (* +  * - 1 ) ( ? + * - 1 ) М

Вм есто этого пишутъ обыкновенно:

В ( р ,  ? )  =  ^  (  1 ~ ( ^  +  1 Н ?  +  1 ) )  ( l ~ ( P  +  2)\q +  2)) • * •

и правую часть называютъ с х о д я щ и м с я  б е з к о н е ч н ы м ъ  п р о и з - 
в е д е ш е м ъ .

Мы хотимъ теперь получить безконечное п рои зведете для Г(/>). 

В ъ  интеграле
а

J 1е~х xt~ l dx (0  <  е <  а)
Е

положимъ х  =  k u (k  >  0 ) .  Тогда

а а,'

J * е~*х*~1 dx =  kf J ' e-’,uup~l du. (s =  ke't a — ka')
s s'

Если сначала приближать s' къ нулю, а затем ъ безконечно увели
чивать а', то получимъ:

2 г
ОО

r(p )  =  kf’J * e - * uu i'-1du. {р >  0 )
о
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Теперь ясно, что
1

Г (/ > )> * >  J * е~ки ир~х du .  
о

Но въ интервале ( 0 ,  1)

* я =  1 + П  +  Й  +  - - - < 1 + и  +  и2 +  - - -  =  } 4

поэтому

е~и >  1 —  и и e~iu >  ( 1 — и )*.

Следовательно,
1

T ( p ) > k f  J ' uP-l ( l  —  u y d u  =  k P B ( p , k + l ) .
О

Такъ какъ при и >  О 

е“ > 1 + м ,  такъ что <?"*" <  ,~ ~ цу7 > *)

ТО

О
Введемъ въ интегралъ

а
*м^-1  (Z и 

(1 +  и)*/ (О <  е <  а )

частное м : ( 1  +  м) =   ̂ въ  качестве новой переменной, т. е. по
ложимъ м =  ^ : ( 1 — £)- При этомъ получимъ:

/ Ш - /
е е'

Если сначала приближать е' къ нулю, а затем ъ л' къ единице, то 
выйдетъ:

T ( p ) < k P B { p , k - p ) .

1) Следующей интегралъ существуетъ, если k > р. Въ самомъ д ел е ,
и?_1: (1 +  и)* меньше, чемъ u f ~ l : u k =  t : и*~̂ +1. (и > 0)
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Зам-Ьстивъ зд-Ьсь k черезъ к -\-р +  1 , получаютъ для Г  ( р )  два не
равенства: * )

k p В ( р ,  к +  1) <  Г  (/,) <  ( * + / > +  1У  В ( р ,  k  1).

Такимъ образомъ, Т(р) = П>В(р,к+\)
1 <х< ( 1  +г±1)'.

Мы ограничимъ теперь к ц%лыми значешями. Такъ какъ 
по § 186

в ( Р , к + 1) =  ^ . ^ ^ . . . ^ . ! ,

ТО

ГС б) =  к *  1 ' 2 ' '-' к ' К
} Р(Р +  ' )-- (Р  +  Ю

Когда к безгранично возрастаетъ, то lim X =  1; поэтому

г 0 >) =  " т Я ? Г Т F T f  +  Ч - (> > 0 )
Такъ какъ

к = i.2.’.3(fe'̂T) = (1 + т) I1 + т)' ■' (! + k=l)*
и, следовательно,

ТО

i ' l l  1 (1 + т ) , (1 + т ) , ' " ( ’ + F = T V

и, такъ какъ lim ( 1  +  ~ )  =  0 , то

Ъ — 1

r ( / 0  =  y lim
м Ы У

> + f ' + ! ' • 1
, ( Р > 0 )

*) Первое изъ нихъ уже получено раньше.
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или, какъ обыкновенно пишутъ,

Г  (/>)
.  v' 4 ) '  Ы У  ы г

’ ’ Н  > Н  < + 1

Такъ какъ Г  (р)  не нуль, то изъ нашаго перваго пред^льнаго 
соотношешя для Г  (р)  слЪдуетъ, что

 ̂ _  ijm М  Р(Р + 1 )  • • • (р +  к)
Г ( р ) ~ П т \ кР 1 - 2 - - . к

Мы положимъ теперь

_  1 _ L  1 1 I 1
а* — т  +  т н -------- Ь т г ’

и будемъ писать:

кР 1 • 2 • ■ • к

i + f ) «  *!•J

Можно показать, что е к : & стремится къ некоторому пределу при 
безконечномъ возрастанш к.  А именно, логариемъ этого частнаго 
равенъ

at —  log /г =  1 + y - f  f y — lo g * .

Но при x  >  0

* - A -log

1
такъ что

2 3  i

l o g t = / f + / Ч + - +
1 2 i -1

и потому

1 * -1
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B e t  разности, заключенный въ скобки, будутъ отрицательными, 
твкъ какъ

V +  1

А > ^ '  ( > - 1 . 2 , 3 , . . . )

Поэтому —  log А: убываетъ съ возрасташемъ к,  ибо число отри- 
цательныхъ частей возрастаетъ.

Но, съ другой стороны, выражеше

1 2

к -  1

будетъ положительнымъ, такъ какъ

v + l

А < ±
(v =  1 , 2 , 3 , . .  .)

Такимъ образомъ, ак —  log к стремится къ некоторому пределу. 
Его обозначаютъ черезъ С и называютъ Э й л е р о в о й  п о ст о я н н о й . 
Частное г3* : к имеетъ пределъ ес .

Сообразно съ  этимъ имеемъ для 1 : Г (р)  формулу:

П й = ^ С/’{ ( 1 +  т ) <? ' } { ( 1 + т ) е - j j ( 1 + i ) ^  3j---

Она принадлежитъ В е й е р ш т р а с с у .

§ 193. О безконечны хъ произведен!яхъ. Пусть ut , и ,, м3, . . .  
будетъ числовая последовательность; составимъ произведете

Л  =  0 + « . ) 0 + « . ) • • • ( ! + * - ) •

Если lim р я сущ ествуетъ и равенъ р ,  то пишутъ

Р = (1 + «,)(! +«»)(! +«з)--‘
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и говорятъ, что б е з к о н е ч н о е  п р о и з в е д е т е  ( 1  + « , ) ( 1  +  иг) 
( 1 + м 3) - - -  с х о д и т с я  и и м е е т ъ  з н а ч е ю е  р .

Мы сначала разсмотримъ безконечное прои зведете (1 +  й ,) 
( 1  +  й2) ( 1  +  й8) • • •, въ которомъ ни одно изъ чиселъ a , ,  a t , а 3, . . .  
не будетъ отрицательными В ъ  этомъ случае

Pi ”  Pi =  Pi =  ' ' • >

и вопросъ только въ  томъ, будетъ ли последовательность p t , p it  
р 3, . .  . ограниченной или неограниченной. Вычисливъ р п, получаемъ:

1 +  (a i +  Н +  й„)-| f -д , fla - а я ,
и потому

а1 + й2 Н Ь ап <  Рп-
Отсюда мы можемъ заключить, что сходимость безконечнаго 

произведешя ( 1  -f- Д, ) ( 1  +  Д2) ( 1  +  й3) ■ ■■ влечетъ за собой сходи
мость безконечнаго ряда a , -J- -f- а 3 Н------ . Но и обратное спра
ведливо. А именно,

1 +  й, <  еа‘ , 1 -f- йа <  е^ , . . . ,  1 +  й„ <  е°п\ 

следовательно,
Р  £ « i+ « i  +  ■ ■ ■ +  “ я  ,

Поэтому, если а х-\-а^-\- а 3-\----------  А , то

Рп< с А.
Такимъ образомъ, мы имеемъ следующ ую теорему: 

Б е з к о н е ч н о е  п р о и з в е д е т е

( 1  +  а \) 0  +  +  йз ) ' ‘ • (д* =

с х о д и т с я  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а , к о г д а  р я д ъ

Й1 ------
с х о д и т с я .

Если безконечное произведете (1 +  Ъх) (1 +  b2)  (1 +  Ь3) ■■ ■ по
лучается изъ безконечнаго произведешя ( 1  + й , ) ( 1  + й 4) ( 1  + й 3) . . . 
черезъ перемещеше множителей, то первое также сходится и оба 
имеютъ одно и тоже значеше. Каждому частному п рои зведен а

A . =  0 + * » ) 0  +  *a) - - U  +  U
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соответствуетъ частное произведете

Р„ =  (1 + Д ,) (1  ’ О +  й»)

такого рода, что р тШ.рп~ Нужно только позаботиться о томъ, 

чтобы р  содержало въ себ е  всех ъ  множителей произведешя р т. 

Поэтому р т^ р .  Такимъ образомъ, lim рт—р  сущ ествуетъ и р ^  р .  
ПеремЪнивъ роли обоихъ безконечныхъ произведенШ находимъ, что

р  ^  р .  Отсюда сл-Ьдуетъ, что р  =  р .
Разсмотримъ теперь безконечкое произведете (1 - ) -и ,) (1  + мг) 

( 1  + мз ) ' “  и положимъ, что р я д ъ

I u\ I +  I и г  I +  I м з IН------

с х о д и т с я . Такъ какъ И т|и„] =  0 ,  то почти все  \u„\ будутъ 
меньше, чемъ 1/2. Выберемъ число v такъ, чтобы каждое изъ чи
селъ |и, |, | Mv+i |, |м,+г | , . . .  было меньше, чемъ 1/2 , и остано
вимся на безконечномъ произведенш

( 1  +  mv) ( 1  -f- mv+ i) ( 1  +  Mv+г)

Каждый множитель (1 -)- и„) этого произведешя можетъ быть пред- 
ставленъ въ виде

1 +  ап
1 + V

при чемъ

О ^  а п ^  2  | и„ | и 0  ^  Ья ^  2  | ип |.

В ъ  самомъ д ел е , для этого достаточно положить:

въ  случа-fc и„>  0  а п =  «„, Ь„ =  0 ,
Un 1\

въ случае ы„ <  0  а„ =  0 , Ь„ =  —  у ■ )
1 Т “я

Но

п  +  и Ш + и  л .  п  I и ) _ ( 1 ^ д0 ( 1 ~н ^ + 0 - - - ( 1 + М  
v+ 0  И + М я )  ( i  +  j , ) ( 1 + j , + 1) . . . ( t + * „ )

*) Такъ какъ 11 +  и„ | >  1 — | ия | >  J ,  то и во второмъ случае на 
самомъ д еле  | Ьп | ^  2 1 и„ |.
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Какъ числитель, такъ и знаменатель стремятся къ пределу (кото
рый не меньше I ) . 1) Поэтому

(  1 -(- Uч) ( 1  —|— Mv-f-l) - • • ( 1  —f- и„)

также имеетъ п р ед ел ъ 2) и то же относится къ произведешю

( 1  и ,) ( 1  +  и4)  ■ • • ( 1  +  м„).

Такимъ образомъ, безконечное п роизведете ( 1 + м , ) ( 1 + м 2) ( 1 + м 3) . . .  
сходится.

Такъ какъ значеше произведешя (1 +  м ,)(1  +  mv+i ) ( 1  +  м ,+г) ■ • • 
отлично отъ нуля, то п роизведете ( 1  -f- и ,) ( 1  +  и2) ( 1  +  и3) . . . 
равно нулю только тогда, когда равенъ нулю одинъ изъ множи

телей 1 +  Mj, 1 +  и4 , . . . ,  1 +  м ,_ ь
Если безконечное произведете (1 + г > ,)(1  + ^ 2) ( 1  +  г>3) • • ■ 

получается изъ безконечнаго произведешя ( l - f M , ) ( l + M 4) ( l + K 8)  . . . 
черезъ перемещеше множителей последняго, то первое сходится и 
оба имеютъ одно значеше. В ъ  самомъ д е л е , къ произведешю 
( 1  + г ^ ) ( 1  - f -  ( 1 +  v3) . . . можно придти, переместивъ сначала въ
выраженш ( 1  м, ) ( 1  + m v+ i ) ( 1  +  и^+г) • • • надлежащимъ образомъ
множителей и переставивъ затем ъ конечное число множителей во 
всемъ произведены. Первая операщя приводится къ тому, чтобы въ 
произведены ( 1  + a v) ( l  +  a v+i ) ( l  -j- Дч+г). • • совершить надлежащее 
перемещеше множителей и сделать соответствую щ ее перемещеше 

въ выраженш (1 +  i v) ( l + ^ v+i ) ( l + ^ + 2) • • • Эти произведешя 
остаются при этомъ сходящимися и сохраняютъ свои значешя. То 
же относится, следовательно, и къ произведешю ( 1  +  mv) ( 1  +  mv+ i ) .  
. ( 1  +  Mv+2)  • • • Что черезъ перемещеше конечнаго числа множителей 
ничто не изменяется ни въ сходимости, ни въ значенш безконеч
наго произведешя, само собой понятно.

Полученные результаты мы выразимъ въ форме следующ его 
предложешя:

*) Следуетъ принять въ соображеше, что ряды +   и
К  +  Ьч+ 1 Н сходятся, такъ какъ 0 ^  ап s  2 | ип |, О S  Ъя ^  2 | м„ |.

*) Этотъ пределъ есть частное чиселъ (1 +  av) (1 +  av+1) • ■ • и 
(1 + U ( 1 + \ +i ) - - '

Ковалевск1Й. Дпфференщальное н интегральное и счислеш е. 23
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Е с л и  | 1 + 1 и 2 1 +  I иа I "I  е с т ь  с х о д я ц й й с я  р я д ъ , то
с х о д и т с я  и б е з к о н е ч н о е  п р о и з в е д е т е

О н о  р а в н о  н у л ю  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а и с ч е з а е т ъ  о д и н ъ  
и з ъ  е го  м н о ж и т ел е й . П ри и з м Ъ н е т и  п о р я д к а  м н о ж и т е л е й  
б е з к о н е ч н о е  п р о и з в е д е т е  о с т а е т с я  с х о д я щ и м с я  и с о х р а -  
н я е т ъ  с в о е  з н а ч е т е .

Легко убедиться въ томъ, что безконечное п рои зведете, най
денное для B ( p , q ) ,  сходится, коль скоро р  и q не принимаютъ 
значенШ 0 , —  1 , —  2 , . . .

Безконечное п рои зведете для 1 :Г(^>) сходится при к а ж д о м ъ  
значенш р.  В ъ  самомъ дЬл-Ь, по теореме Т э й л о р а

ТО рядъ j Mj I 4 -  I u.,\ +  | иг I H  сходится *).

§  194 . Зависим ость меж ду Эйлеровыми интегралами 
перваго и второго рода. По § 192  для безконечно возрастаю
щего k

( 1  -{- их) ( 1  +  иг) ( 1  +  w3) • • •

(О <  & <  1 )

Сообразно съ этимъ

(О <  <  1 )
т. е.

Такъ какъ, очевидно,
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Отсюда сл^дует-ь:

г (Р) Г ( ? )  _  I j —  Я  (Р +  ?) (/’ +  ? +  1) • • • (.Р +  ¥ +  Ь)
г (/> + 9) />(/> + + * )  ?(?+!)•••(? + *)'

Но по § 192  этотъ пределъ равенъ B ( p ,q ) .
Такимъ образомъ, каждый Эйлеровъ интегралъ перваго рода 

можно выразить при посредстве функщй Г :

о

Этотъ интегралъ легко найти, какъ это следуетъ изъ § 1 3 6 . 
Всего проще этотъ интегралъ вычисляется следующимъ образомъ. 

Вводятъ новую переменную

При р  =  q =  |

Г(/> +  ? ) =  Г ( 1 ) = 1 ,

и легко вывести, что

и — arc sin К х  ( 0  й  х  1 ) .
Тогда

х  2( 1 — х) 2d x =  2 du — 2 ( u l —  и0) .

*»
При этомъ

О <  и0 <  м4 <  у  и х0 =  sin2 M0 , х х =  sin2 и,.

При приближены и0 къ 0  и и, къ тг/2

lim x 0 =  0 , lim x , =  1 ,
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такъ что
А - 1  - 1

1 х  2 ( 1  — х) 2 d x  — тг.
о

Такъ какъ Г (^ ) >  0, то

т. е.

о
Если въ интеграл^

J *  e ~ * - ^ L = V  тг.
d x

у - х

( 0  < , < * )

е

сделать преобразоваше х  =  и2, то получимъ:

с е'

Приближая сначала е ' къ нулю и увеличивая загЬмъ а'безкон ечн о, 
получимъ:

Поэтому
О о

00

J * е~и' du =  y  V n .

Э тотъ интегралъ, играющШ роль въ исчисленш вероятностей, назы
ваютъ интеграломъ П у а с с о н а  (Poisson).

§ 195. Интегральный признакъ сходимости безконеч
ны хъ рядовъ. Положимъ, что функщя Д х )  у б ы в а е т ъ  и о с т а 
е т с я  п о л о ж и т е л ь н о й  при х  й. Разсмотримъ безконечный рядъ

f ( a ) + / ( й +  1 ) + / ( а  +  2 )  +  • • •
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Такъ какъ въ интервале (а-\-р—  1, а + р ) ,  р — 1 , 2 ,  3 ,  . . . ,  

f { a + p  —  1 )  ^  / ( * )  ^ / ( а + р ) ,
ТО

а + р

f { a + p —-1) ;>  / / ( * )  d x ^ f ( a + p ) .
а + р - 1

Положивъ

f ( a ) + f { a + l )  +  . . . + f ( a + p - l )  =  st , 

мы найдемъ отсюда, что

р

и

а + р

S. г / / ( * )  d x

а + р  — \

st  = / ( д) +  У * /‘(x )flfx .

Если рядъ сходится, всл ед агае  чего lim sp — s существуетъ, 
то  изъ перваго неравенства вытекаетъ, что возрастающая функщя

*

f f ( x ) d x

ограничена. Действительно, если х  есть некоторое число а), то 
можно выбрать целое число р  такъ, что а  -)- р  >  х. Тогда

*  а + р

J * f ( x ) d x < i  J * f ( x ) d x < _ s  (ибо sf < s ) .
а  а

Такимъ образомъ, въ случае сходимости ряда сущ ествуетъ 
интегралъ

У f ( x ) d x .

Обратное утверждеше также справедливо. Если этотъ интегралъ су
щ ествуетъ, то

а + р — 1 со

5? ^ / ( д ) + У f ( x ) d x < f ( a )  +  у * f ( x ) d x .
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Поэтому возрастающая последовательность 5, ,  52, *3, . .  . ограничена, 
и lim сущ ествуетъ.

Сообразно съ  этимъ будетъ верна следующ ая теорема К ош и. 
Пусть / ( * )  б у д е т ъ  ф у н к ш я , к о т о р а я  у б ы в а е т ъ  и о с т а 

е т с я  п о л о ж и т е л ь н о й  при х ^ а .  Т о г д а  р я д ъ

f ( a) + / ( л +  0 + / ( д +  2) Н-----

с х о д и т с я  или р а с х о д и т с я , см о т р я  по т о м у , с у щ е с т в у е т ъ  ли 
или не с у щ е с т в у е т ъ  и н т е г р а л ъ

оо

f f ( x ) d x .
а

П р и м ер ы . 1 . Рядъ

^  +  J :  +  ^  +  • • • 0 х =  ° )

принимаетъ видъ

/ 0 )  + / ( 2 ) + / ( 3 )  -|------- ,
если положить

/ < * ) - £ •

Функщя / (* ) ,  будучи убывающей и положительной при х  ;>  1, удо
влетворяетъ, следовательно, вышеуказаннымъ требовашямъ.

По теореме К ош и , разсматриваемый рядъ сходится или рас
ходится, смотря по тому, сущ ествуетъ ли или не сущ ествуетъ ин
тегралъ

оо
d х

Но этотъ интегралъ, какъ мы знаемъ, сущ ествуетъ тогда и только 
тогда, когда [а >  1 .

Такимъ образомъ, рядъ ^  -f- ^  -| сходится, если fx >  1,

и расходится, если н- =  1 .
2 . Рядъ

— !—  +  1 _ L _  +  _ J —  +  . . .
2 (log  2)* ^  3 ( l o g 3 f  ^  4 ( I o g 4 f
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принимаетъ видъ

/ (2 )  + / ( 3 ) + / ( 4 ) Н ------- ,

если положить

/ ( * )  =  - т г Ч г  ( ^ ° )X (log х)г

Функщя f ( x )  убываетъ и остается положительной при х  ^  2. Мы 
можемъ, следовательно, и здЬсь применить теорему К ош и , такъ что 
все приводится къ тому, сущ ествуетъ ли или не сущ ествуетъ ин
тегралъ

СО

d х
x(log х)^

2

Введя новую переменную £ =  lo g x , находимъ, что

Р  dx _  f ' d i
J  *(lo g  хГ  ~  J  ?  ’
2 log2

При безграничномъ возрастали x  возрастаетъ безконечно и

dx
х (log А-)1*

2

сущ ествуетъ поэтому тогда и только тогда, ког

да сущ ествуетъ /  —  > т. е. тогда и только тогда, когда ;х >  1 .
J  *
log2

Разсматриваемый рядъ сходится, следовательно, при |х >  1 и 
расходится при р ^  1 .

3 . Если имеется въ виду рядъ

1 , 1
3 log3 (log log3)!i 4 log 4 (log log4)^

TO

f ( x )  = ------------ --------------
x log x (log log x)|i'

+  • • • i (u. S i 0 )
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При х  3 эта функщя убываетъ и остается положительной. 
Введя новую переменную  ̂ =  lo g x , находимъ, что

5
dzГ  £  -  г

J  х log X (log log *)“■ J  *  (log*)11
3 log3

Отсюда можно вывести, что интегралъ

dx

А X log ж (log log xf-
3

сущ ествуетъ тогда и только тогда, когда [х >  1 .

Такимъ образомъ, разсматриваемый рядъ сходится при |а >  1 
и расходится при [i ^  1 .

Этотъ рядъ примЪровъ можно, очевидно, безгранично про
должать.

Сообразно съ  вышеизложеннымъ, все  ряды

Т  +  У  +  Т  +  ' " ’

1 , 1 , 1 ,
2 log 2 1 3 log 3 1 4 log 4

 \_______+ _____ __L_______+ _______ 1_______
2 log 2 log log 2 ~  3 log 3 log log 3 ' 4 log 4 log log 4 +

расходятся.
Сумму p  членовъ перваго ряда мы обозначимъ черезъ Ар, вто

рого ряда— черезъ Вр, третьяго ряда черезъ С^,,. . .

Тогда оказывается, что

в .  с
lim ~  =  0 , lim - J -  =  0 , • • • 

л р вр

Говорятъ поэтому, что второй рядъ расходится слабее перваго, 
третШ— слабее второго и т. д.

Если имеемъ 2 расходящихся ряда

/ ( а ) + / ( я + ! ) + / ( *  + 2 ) +  - .
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£ ( д)  +  £ ( д + ! )  +  £ >  + 2 ) +  -

гд-fe / ( * )  и g(x)  удовлетворяютъ требоваш ямътеоремы К ош и , и если 
sp есть р -ая частная сумма перваго, a sf  есть р -ая частная сумма 
второго ряда, то

а +  р - 1  а + р

sp = / ( д) +  ■ J ' f ( * ) d x < f ( a ) +  J * f ( x ) d x ,
а а

а + р

У * ( * ) < * * ;V
поэтому

а+/>
//(*)<**

/(а) I Д______
7  —  ; + /  ; + *

р fg (x)dx fg(x) dx
а а

st> Q
Если =*- есть одно изъ частныхъ , -=?, . . . ! ), то / ( * ) : £ ( * )

$ Л р

приближается къ нулю, убывая при безконечномъ возрастанш х. 
Что въ такомъ случае

lim J -  — О,
s p

можно показать следующ имъ образомъ.
Пусть будетъ д <  д ' <  д -\-р. Тогда по первой теореме о 

среднемъ значенш

а + р  *+ •  р

J *f { x ) d x  =  j^ y ” g ( x ) d x .  (д ' < % < а + р )

Поэтому
а + р  а-\-р

(х ) d x

*) Следуетъ представить себе, что въ обоихъ предложенныхъ ря
дахъ опущены первые к членовъ, такъ что все  члены имеютъ положи
тельный зиакъ.
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Л а )  +  / / (х) dx
SP ^  « | / И
1 i+ P  "Г  g(a')
р f g ( * ) dx

Если выбрать а' такъ, что

/(«') ^  «
2  ’

то почти при всЪхъ значешяхъ индекса р

■S*

ибо

f ( a) + J f ( x) dx
а

а + р

fg { x ) d x
lim  ^ ------------=  0 .

а + Р

Впрочемъ, к а ж д о м у  р а с х о д я щ е м у с я  р яд у  с ъ  п о л о ж и 
т ел ь н ы м и  ч л ен ам и  с о о т в Ъ т с т в у е т ъ  д р у г о й  т а к о й  ж е  р я д ъ , 
к о т о р ы й  р а с х о д и т с я  с л а б Ъ е  п е р в а г о .

Если Mt +  и* +  Щ Н есть расходящШся рядъ съ положитель
ными членами и sp есть его р -ая частная сумма, то и

У7х + ( Уь—УТХ) + (У7, - V7t)+ ■ ■ ■
есть расходящШся рядъ съ положительными членами, но онъ расхо
дится слаб-fee перваго, такъ какъ

Y~s7 1
lim —— =  lim - 4 =  =  0 .

SP Т*Тр

Когда им-Ьются два с х о д я щ и х с я  ряда съ  положительными 
членами

«1 +  ма +  и8 +  --- и vx +  vt +  v3 +  ---, 

то говорятъ, что второй с х о д и т с я  с л а б -fee перваго, если
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При этомъ

rp =  Up +  Up +  ! +  •■• И f p =  V,  +  V,  +  ! +  •••

К а ж д о м у  с х о д я щ е м у с я  р я д у  с ъ  п о л о ж и т е л ь н ы м и  чл е
нами с о о т в Ъ т с т в у е т ъ  т а к о й  ж е  р я д ъ , к о т о р ы й  с х о д и т с я  
с л а б -fee п е р в а г о .

Если +  %  +  мз "I есть сходящШся рядъ съ положитель
ными членами и г =  uf  +  и j +  • • • есть его р-ый остатокъ, т о

очевидно, есть сходяппйся рядъ съ положительными членами. Н о 
онъ сходится слаб-fee перваго, ибо его р -ый остатокъ равенъ У  г  и

lim —1=. =  lim V~̂ P =  0 .Vr,

Г л а в а  X V II.

Геометричестя прим-ьнешя опредьленныхъ инте-
граловъ.

§ 196. В ы ч и сл е н !е  п лощ адей . Пусть f ( x )  будетъ функщя, 
интегрируемая въ интервал-fe (а,Ь)  и не им-Ьющая отрицательныхъ 
значенШ. Кривая у  =  f (x ) ,  а  ^ х  лежитъ тогда ц-Ьликомъ съ 
одной стороны оси х -овъ  *).

Мы опустимъ перпендикуляры изъ концовъ кривой на ось 
х-въ  и разсмотримъ часть плоскости 21, ограниченную этими 
обоими перпендикулярами, осью х -о въ  и кривой *).

*) х, у означаютъ прям оугольн ы й  координаты. 

’) Эта часть плоскости состоитъ изъ точекъ
х =  а +  &{Ъ — а), у =  9 / ( х ) ,

гд-Ь 0 £  9, ё  S  1 .
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Возьмемъ какое-либо разложеше 3  основашя разсматривае- 
мой части плоскости, т. е. интервала 
(а , Ь), и возставимъ въ точкахъ дЪле- 
шя перпендикуляры къ оси дг-овъ; часть 
плоскости 51 разлагается тогда на не
которое число однородныхъ частей.

Пусть (a , JS) будетъ частный ин
тервалъ интервала {а, Ь) и пусть р.(а, @) 
будетъ нижняя, а М (а , (3)— верхняя гра
ница функщй f ( x )  въ (а , р>. Располо

женная надъ {а, (3) часть площади 31, очевидно, не больше прямо
угольника

(|3 —  а) М ( а , (3) 

и не меньше прямоугольника

(Р  —  а ) ( х ( а ,  ,3).

Поэтому часть 2{ не больше, чемъ

5 ( 3 )  =  2 , ( ^ - « ) М ( а , 1 3 )
и не меньше, чемъ

* ( 3 ) =  —  « )[*(«>  3 ),

при чемъ суммоваше распространяется на все  частные интервалы 
разложешя 3 -

Если теперь 3  пробегаетъ особенную последовательность З ' въ > 
то о б е  суммы 5 ( 3 )  и 5 ( 3 )  стремятся къ пределу

ь
J * f ( x ) d x .
а

Поэтому и
ь

31 =  J * f ( x ) d x .
а

Противъ приведенныхъ разсуждешй можно возразить, что въ 
нихъ говорится о площади 31, которая не была предварительно 
определена.

Если хотятъ избегнуть этого упрека, то нужно о п р е д е л и т ь
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площадь, какъ общШ пределъ суммъ 5 ( 3 )  и 5 ( 3 )  для случая, ког
да 3  проб%гаетъ особенную последовательность разложешй.

§ 197 . П р и м е р ы .1) 1. Кривая

у = £р (° = * = *<>)
есть дуга параболы. Площадь 21 за
штрихованной на фигуре части равна

h J ' x 4 x = U S )  о=т*0*,2 Р,
(

Такимъ образомъ, дуга параболы д е - 
литъ въ отношенш 1 : 2  прямоугольникъ, определяемый точкою  
(х 0, у0) и осями.

2. Кривая у = У а 2 — х2 (— а   ̂х ̂  а }

есть полукругъ. Площадь заштрихованной на фигуре части пло
скости выражается черезъ

или черезъ

хо —x2dx,
о

“оV1 —и2 du, (х0 = аи0)
если положить х — аи.Но интегрироваше по частямъ даетъ:

У~\—u2du=uV\—и2 -j- J*
= иУТ̂ й2 — J *  V ^ ~ H 2 du + J 4' y = =

2 J*У 1 — и2 du — и У 1 — и2 -f- arc sin и -f- С.
поэтому

‘) х,у повсюду означаютъ прямоугольныя координаты.
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•Следовательно,
«о

2 У  1 —  и4 du =  и0 У  I —  V  ~Ь arc sin ио =  “ г 5 +  arc s>n ~  ’
о

и искомая площадь равна

х„ у„ а 1 . х 0_ X  +  _ arcSm - .

Площадь полукруга, такимъ образомъ, равна ^г. а2, а площадь ц-fe- 
лаго круга есть та2. Число it есть, следовательно, площадь круга, 
котораго рад1усъ равенъ 1 .

3 . Кривая

у =  — У  а*  —  *5

есть половина эллипса. Площадь заштрихованной на фигуре части 
плоскости равна

-~о

—  Г V a i —  x * d x  =  ’̂  +  a£  arc sin 
a  J  2  1 2  а

О

>  Площадь всего эллипса, выражаемаго урав- 
нешемъ

х1 V1
—  4 - —  =  1 
а 1 ^  г>*

Фиг. 16.

равна поэтому r.ab.
4 . Кривая

=  -  У х 5 - ( *  2? Д)

есть дуга гиперболы. Мы вычислимъ площадь заштрихованной на 
•фигур* части плоскости. Эта площадь равна

О !

—  /  V x * —  a* dx.

q — Интегрируя по частямъ, находимъ:

Фиг. 17. Г  Vx* — a? dx = xV **—~tf — Г - * --?* -
J  J  У х ' - а '
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у

= хУх2— а2— / Ух2 — a2 dx — а.2 / ■ dxJ J
П оэтому

2 / Ух2—a2 dx = хУ х2 — а2 — а2 / . **J J У^-а'

Чтобы найти интегралъ /  —-   ̂- — , следуетъ ввести новую пе-
е /  У  X х —  а г

рем%нную, определяемую равенствомъ

х  +  У х 2 —  а 2 =  и.
Тогда

, . x d x  u d x  jdx-\—■-■■■■-- = = du,
y i ^ -  а1 У  *’ - a 1

такъ что
d x  du

r> _  Л» tt

/  . 4 х .- =  С +  log (x+ Ух2 — a 2) .
J  У  x' — a*

Такимъ образомъ, площадь разсматриваемой части плоскости есть

* оУо  “ Ь , _______ +
2 2 ё а

5. Э л л и п т и ч е с к и  с е к т о р ъ  и г и п е р б о л и ч е с к и  с е к т о р ъ . 
В ъ  No. 3 и No. 4 площадь треугольника O Q 0P0 равна ^ х 0у0. О т
сюда следуетъ, что площадь эллиптическаго сектора O S P 0 равна

аЪ . х„
-тг arc sm — *2  а

и что площадь гиперболическаго сектора OSP0 равна
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§ 198. Вычислен1е длинъ дугъ. Мы определимъ, что слЪду- 
етъ разуметь подъ д л и н о ю  дуги кривой

У =  / (* )  ( a s s x z s b ) .  
Разлагаемъ интервалъ (а, Ь) на част

ные интервалы
(й, х х) , (X j, х2) , . . . ,  (Хр_\, Ь),(а < х, < • • • < Xf-i < V) 

и это разложеше называемъ разложешемъ 
3 -  Точки кривой, коихъ абсциссы суть и, хх, х2...., Xp—i, b] 

пусть будутъ
А, X t, Х2, . . . ,  Xp-h В.

Длину ломанной линш A  Z t Х2 . . .  ХР-\В мы обозначаемъ черезъ I ( 3 ) .
М о ж е т ъ  с л у ч и т ь с я , ч т о  / (3 )  в с е г д а  с т р е м и т с я  к ъ  п р е 

д е л у , к о г д а  3  п р о б е г а е т ъ  о с о б е н н у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  
3 " В ъ .  В ъ  э т о м ъ  с л у ч а е  / ( 3 )  и м е е т ъ  п о с т о я н н о  о д и н ъ  и 
т о т ъ  ж е  п р е д е л ъ 1). Е г о  н а з ы в а ю т ъ  д л и н о ю  р а з с м а т р и в а -  
ем о й  д у ги , а д у г у  н а зы в а ю т ъ  сп р я м л я ем о й  2).

Каждое разложеше 3  можно сделать первымъ членомъ ц е п и  
З 'В ъ . Если же 3  пробегаетъ цепь З ' въ> то ^ ( 3 )  пробегаетъ во з
растающую последовательность. Поэтому, обозначивъ черезъ I длину 
разсматриваемой нами дуги кривой, мы будемъ постоянно иметь

/ ( 3 )  ^  /.

Отсюда мы можемъ заключить, что f ( x )  есть функщя съ  
о гр а н и ч е н н о й  B a p ia u ie ft  въ  интервале {а ,  Ь), когда I сущ е
ствуетъ.

В ъ  самомъ д е л е  3)

г ( 3 )  +  ( у ,  -  ? , - ! ) * ■V =  1

') Если з , ,  3 , ,  3 , , . . . _ и  3 t, Зг, 3 , , . - .  суть особенныя последо
вательности 3 -въ , то и 8 t, 3 », 3 i, 3 »••• есть особенная последователь
ность 3 -въ .

А.

*) Говорятъ также, что функщя / (х) спрямляема въ интервале <а, Ъ).
3) Мы полагаемъ а =  х„, Ъ =  хр и / (* ,)  —У-,.
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Такъ какъ

^  (* — * _ i)2 +  О*—v,- 1)* >  У{у,—у,-1>* = I уv—У,—ii»
то

2 7 1 / ( 0 -  Д *,-,)|  <  /.

Но это обозначаетъ, что Д х ) есть функщя съ ограничен
ной B a p i a u i e f t  въ интервале (а, Ь).

Дал-fee, въ случай существовали / должно выполняться еще 
другое ycfloeie. Пусть х0 будетъ точка между а и Ь, 3 — такое раз
ложеше интервала (а, Ь), въ которомъ х0 не встречается, какъ 
точка дЬлешя, и положимъ, что ( а ,  Р> есть частный интервалъ, въ 
которомъ лежитъ х0. Введя х0, какъ точку делешя, мы получимъ 
разложеше 3 -  Теперь ясно, что

т - т = У(*о -« ) * + { /( * ь ) -л » ) } *
+  У ( * о  -  р)» +  { / ( * „ )  - / ( Р )  }  *  -  У ( р  -  « )»  +  { / ( Р )  - / ( « )  }  4 . 

Если 3  проб-Ьгаетъ особенную последовательность 3 " въ> т0

Н т { / ( 3 ) - / ( 3 ) }  =  / - /  =  0 .

Съ другой стороны, *)

l im { / ( 3 )  —  / ( 3 ) }  -  | / ( * о ) - Д * о - 0 ) |  +  | / ( * о ) - / ( * о  +  0)|

—  I / ( * о + 0 ) — Д * о  —  0 ) |  •

Сообразно съ этимъ должно быть:

| / ( * 0  +  0 )  —  / ( л 0 —  0 )  | =  | / ( * 0 +  0 ) — Д * о )  | +  | / ( * о )  — / ( * 0  —  0 )  I

Изъ равенства же
\А —  В\ =  \А —  С\ +  \С —  В\

следуетъ, что С содержится въ интервале {А, В). Въ самомъ деле> 
если бы С лежало вне интервала (А, В), то одно изъ двухъ чи
селъ \А — С\ и | С —  Б| было бы больше, чемъ | А —  В |.

*) Пределы / (* , +  0) и /(*о — 0) существуютъ, ибо /(*) можно пред
ставить въ интервале (а, Ъ), какъ сумму двухъ монотонныхъ функцШ.

Ковалевскш. Дифференц1альное и интегральное исчислеше. 24
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Такимъ образомъ, функшя / О )  имеетъ то свойство, что / О о) 
п о с т о я н н о  п р и н а д л е ж и т ъ  и н т е р в а л у  < / О о —  0 ) , f ( x 0 +  0 ))  
(д  <  х0 <  Ь). Разности

/ О о  —  0 )  —  / ( * 0), / О о  +  0 )  — / О о ) 

никогда поэтому не имеютъ одинаковаго знака.
Е с л и  /(лг) в ъ  и н т е р в а л е  (д , Ь) е с т ь  ф у н к щ я  с ъ  о г р а 

н и ч ен н о й  Ba p i a u i e f l ,  к о т о р а я , с в е р х ъ  т о г о , и м е е т ъ  т о л ь к о -  
ч т о  у к а з а н н о е  с в о й с т в о ,  т о  д у г а  к р и в о й  у  =  / ( * ) ,  а ^ х  ^ Ь ,  
сп р я м л я е м а .

Такъ какъ f ( x )  есть функщя съ  ограниченной Bapiauiefl въ 
интервале (д , Ъ), то сущ ествуетъ такое число К ,  что

2 \ т - № \ < к ,
какъ бы мы ни разлагали интервалъ {а, Ъ) на частные интервалы 
(а , £>. Но

v c p - « ) • + { / ( ? ) - / ( « ) } •  ^  р - « +  i/(P) - т  I •

Поэтому постоянно
И В ) < Ь  —  а  +  К.

Пусть I будетъ верхняя граница числовой последовательности, 
составленной изъ всех ъ  чиселъ / (3 ) .  Тогда сущ ествуетъ такое раз
ложеш е а ,  что

(г >  0 ). Теперь мы покажемъ, что4mZ(3J = /,
если 3 i>  За» З а . • • • представляетъ какую-либо особенную последо
вательность З ‘ въ -

Если 3 „  3 a i З з »  • • • есть особенная последовательность 3 ' въ 
то почти все  разложешя 3 „ имеютъ то свойство, что въ  каждомъ 
частномъ интервале содержится не больше одной точки дЬлешя изъ 
разложешя 3 * Мы оставляемъ въ стороне остальныя 3 „*

Черезъ 3 „  мы обозначаемъ разложеше, которое получается 
изъ разложешя 3 „ присоединешемъ точекъ дЬлешя разложешя 3 - 
Тогда

; ( 3 „ ) ^ ( 3 ) > г - |
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и

К Е Я) ^ К Ю -

Если х  есть точка дЬлешя въ разложенш 3 )  содержащаяся въ 
частномъ интервал-fc (а„, [}„) разложения то

Y ( x - a ny  +  [/ ( * )  - Д о , ) ] *  + V ( x - W  + [ / ( * ) - / №

-l/K-PJ* + [/(«„)-ДО* b
при чемъ суммован1е распространяется на вс-fc частные интервалы 
этого рода. Но эта сумма стремится къ предЪлу нуль, ибо выражеше

2 4  0 )  I + 1/ ( * ) - / ( *  +  0 )  I

I/ O  0 )  f { x  +  0 ) }
равно нулю.

Поэтому почти для всЪхъ

' ( I D - 4 8 , ) < f

Отсюда и изъ неравенства

слЪдуетъ, что

Такъ какъ, сверхъ того,

то почти вс-fc /(3 „) лежатъ въ интервал-fc (/— е , /), т. е.

Ит/Ш  =  /-

Если f ( x )  въ  интервале (а, Ь) есть непрерывная функщя съ 
ограниченной Bapiauiefl, то услов1я предыдущей теоремы выполнены. 
В ъ  самомъ д-Ьл-fc, въ  силу непрерывности

f ( x о —  0 ) =  f ( x 0 +  0 ) =  / (* „ ) .  (я  <  *„  <  Ь)

§ 199 . С в о й с т в а  дли ны  дуги . Если функщя f ( x )  спрямля
ема въ интервал-fc (а, Ь), то она спрямляема также въ  каждой части
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(а , (3) интервала (а, Ь). Ибо оба характеристическихъ услов1я спря
мляемости выполнены въ части {а , (3), если они выполнены во всемъ 
интервал^ {а, Ь).

Длину дуги
у = } ( х )  ( « г = х г § | 3 )

мы обозначимъ черезъ / (а, [}). Ясно, что / (а , |3) не меньше, чемъ 
$ —  а.

При а  <  с <  b

1(а, Ь) =  /(а, с) +  1(с, Ь).

В ъ  этомъ убеждаю тся, разсматривая особенную цепь 3 ~ в ъ  интервала 
(а, Ь), начинающуюся съ  разложешя интервала (а, Ь) на части
{а, с) и {с, Ъ).

И зъ вышеприведениаго свойства следуетъ , что I (а, х)  есть 
функщя в о з р а с т а ю щ а я 1) въ интервале (а, Ъ), такъ что

1{а, х) < 1 ( а ,  х  h). (а  ш  х  <  х  - f  h ^  b)

Е с л и  ф у н к ц 1я f ( x ) н е п р е р ы в н а  в ъ  и н т е р в а л е  (а, b>, т о  
и 1(а ,х )  е с т ь  ф у н к ц 1я, н е п р е р ы в н а я  в ъ  {а, Ь). Достаточно до
казать непрерывность функцш I (д , х) или I (х , b) — 1 (a , b) —  I [а, х) 
при х =  а  и х  =  Ь. В ъ  самомъ д е л е , если а  •< с <  Ь, то въ  интер
вале (с, Ь)

I <а , х)  =  / {а, с) / (с, х ) .

Если известно, что функщй I (а, х ) , а  ^  х ^  с, и I (с, х ) , 
с ^  х  ^ Ъ ,  непрерывны въ  точке с, то этимъ обезпечена непрерыв
ность функщй I (а, х ) въ  точке с.

Чтобы доказать непрерывность функщй I (х , Ь) въ  точке Ъ, мы 
поступимъ такъ:

Пусть х0 будетъ значеше между а  и b и пусть 3  обознача
е м  разложеше интервала (х 0, Ь) на частные интервалы

( X q ,  X j ) ,  ( X j ,  X j ) ,  .  .  .  ( X ^ _ J ,  b)

(x0 <  X j  <  • • • <  X p_ 1 <  b). Выражеше

*) Мы полагаемъ разъ навсегда: 1 (а, а) =  0.
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Р ■____________________________________________

2  у  (ж, — *»-1 у +{/(*,)—/(*»- о >2 с*=*>)
v=l

будемъ обозначать черезъ

*С8)-*0

Когда 3  проб*Ьгаетъ особенную последовательность 3 ~ въ интервала 
(х0у Ь), то

Hm / (3 )  =  1(х0, Ъ).
*о

Но мы предположили, что функшя / ( * )  н е п р е р ы в н а  въ 
интервал^ (а, Ъ). Такъ какъ

xt _t =  b,

lim У ( x — xt_vf  +  { /(x t) — j  {xt_x) }  *

=  lim V (b  -  xf _ y  +  { / ( * )  - K x p_ j y  =  0 ; 

следовательно,

p - 1 ___________________________________________________

l i m ^  У (x,  —  x „ _ i) 2 +  {  f ( x , )  —  / (x 4_ i ) } 2 =  I (x0 , b).
V= 1

Поэтому при иадлежащемъ выборе чиселъ xv х2, . . . ,  
( * о < * ,  <  •••< x f  l < b )

p - 1  ______________ ___________________________________

2  У ( х ,  —  x , _ j ) 4 +  { / ( x v) —  } 2 >  /(x0 , b) —  e
V= 1

>  / ( i  —  0 , i )  —  s

(s  >  0 ). На томъ же основанш при надлежащемъ выборе чиселъ

хн и . . . ,  (*#_ x < ^ < * " < V 1 < i )

? - 1  ___________________
—  X v -l) 2 +  {/ ( * v )  — / ( * ,_ ! ) } •  > / ( * , _ , ,  * )  —  в

>  /(&—  0 , £ ) —  s.
и т. д.
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Если бы было 1(Ь —  О, Ь) >  0 , то мы могли бы положить 
1{Ь —  О, Ь) =  2е. Тогда безконечный рядъ

—  x v_ i ) 2 +  { / ( x v) —  / ( x ,_ i ) } 4 ( v = l ,  2 , 3 , . . . )

расходился бы, такъ какъ рядъ е -|~ е +  е -| расходится. Но и рядъ

- 2 7 l/ (*v ) — / ■ (**-1) I  (v =  i ,  2 , 3 , . . . )

расходился бы. В ъ  самомъ дЪлЪ,

V O v - i — * , ) * - ) - { / ( * < )  —  / ( x „ _ i ) } a

== Х ,_ 1  —  X v +  |/(xv)  — / ( * , _ l )  |,

такъ что сходимость суммы J ^ l / O * ) — / 0 * - 0 1  влечетъ за собою

сходимость суммы 2 J  V  ( х ,  X.(_ i ) 2 +  {/ (х „ ) — / (x v_ i )  } a ') .
Но расходимость суммы ^ |  —  / ( x v_i)| противоречить

предполож ен а, что / (x )  въ  интервал^ (а ,  Ь) есть функщя съ  огра
ниченной Bapiauiefl. В ъ  самомъ д%лЪ, я -ая  частная сумма ряда не 
больше, чЪмъ

я

2 1 / ( * 0  - / ( * - 0 1 +  1 / ( й )  - / О о ) ! +  I / O » )  - / ( * ) I
v=l

(д  <  Х 0 <  • • • <  х„ <  Ь).

Но B et эти суммы меньше нЪкотораго постояннаго числа К.
Сообразно съ этимъ должно быть 1{Ь —  О, V) — 0 . Поэтому 

/(х , Ь) есть непрерывная функщя при х  =  Ь. То же относится и къ 
функщй 1(а,  х).

Совершенно такъ же доказывается, что функщя 1{а,  х) непре

рывна въ  точк-Ь а .
Такимъ образомъ, въ  случаЪ непрерывности функщй / О )  въ 

интервалЪ (а ,  Ь) функщя 1(а,  х) будетъ непрерывной и возраста
ющей въ интервал^ (а ,  Ь). В ъ  интepвaлt { а ,  Ь) функщя 1(а,  х ) 
принимаетъ одинъ и только одинъ разъ каждое значеше X, удовле

творяющее неравенствамъ

0  ^  X ^  / (я , Ь).

*) есть сходящШся рядъ съ положительными членами.
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§ 200. Длина дуги, выраженная опредЬленнымъ инте
граломъ. Положимъ, что въ интервале (а, Ъ) функщя f ( x )  имеетъ 
производную / ' (х )  и что / ' (х )  есть функщя, интегрируемая въ 
(а, Ь). Что при этихъ предположешяхъ сущ ествуетъ I (а, Ь), мож
но вывести изъ того, что въ силу существован!я производной / ' (х) 
въ интервале (а, Ь) функщя f ( x )  непрерывна, а въ  силу равенства

*

/ ( * )  =  / ( « )  + J * f  (х) dx ( а ^ х ш Ъ )
а

она имеетъ ограниченную Bapiauiio (ср . §  157).
Но можно прямо доказать существование числа 1(а, Ь). Если 

а  — х0, b =  х  и

а < х , < ■  < х р Х< Ь ,

то при помощи теоремы о среднемъ значенш, приведенной въ §  6 7 , 
выражеше

т  = 2
V =1

можетъ быть представлено въ видЪ

Д З ) = 2 ( ^ - \ _ , )  > ^ + ! 7 №  ( V i  <  < 0
V=1

Такъ какъ функщя / ' (х )  должна быть интегрируемой въ ин
тервале {а, Ь), то (по § 1 5 2 ) и функщя

* ( * ) =  1 +  [ / ' ( * ) ] *

интегрируема въ (а, Ь). Но

V<p(x)^<p  (х ).

Такимъ образомъ, V<р (х ) есть функщя, ограниченная въ интервале 
(а , b) , ибо это же свойство принадлежитъ функщй <р (х).

Далее,

r v j x j -  Y v ix ' )  =  ,
У Н » ) + / ? ( * » )

такъ что

I V<p(x) -  w e * 7) ( * ' )  I .
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ибо ч> (х )  ;>  1, ' (х )  >  1. Обозначивъ черезъ о (а , [3) колебаше
функщй 1(х), черезъ а (а, [}) колебаше функщй У<р(х) въ интер
вале (а , (J), мы будемъ иметь:

ff (at, (3) з= у  <т (а, 0).

Поэтому среднее колебаше функши У <р (х) въ интервале (а, Ъ) 
такъ ж е, какъ и среднее колебаше функщй ч>(х), равно нулю.

Такимъ образомъ, функщя У <р (х )  интегрируема въ интер
вал t  (а, Ь).

Поэтому, если 3  пробегаетъ особенную последовательность 
З - в ъ ,  то ^

V =1

стремится къ пределу /, а именно:

ь

1 - f V T  +  [/' О )]2 dx.
а

Положивъ Д х )  — у  и, следовательно, / ' (х )  dx =  dy, можно написать 
эту формулу еще проще такъ:

ъ
I — f  У dx*-{-dy2.

а

Если функщя / ' (х ) непрерывна *), то функщя

X
J *  V 1 +  [/' ( * )Р  dx (а ^  х ^  b)
а

имеетъ дифференщалъ

У 1 +  [/' О )]2 dx = У dx* +  dy*.

Его называютъ д и ф ф е р е н щ а л о м ъ  д у ги  кривой у — Д х ) .

§ 2 0 1 . Длины д у г ъ , в ы р а ж а е м ы й  несобственны мъ инте
г р а л о м ъ . Положимъ, что / (х )  въ интервале (а, Ь) есть непрерыв

*) Тогда и функшя У 1 [/ ' (х) J1 непрерывна.
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ная функщя съ ограниченной eapiauieft, имеющая производную по
всюду между а и Ь. Пусть [ /' (х) ]* будетъ функщя, интегрируемая 
въ каждомъ интервале <а V ) ,  а <  а' <  Ь' <  Ь, но не въ интервале
(а, Ь).

Тогда, по § 200,
у

Ка\ V ) ~ f  V T + [T (x j? d x .
а'

Если а ' стремится къ а и V къ Ъ, то l(a\ \V) стремится къ 
1{а , Ь). Существуетъ, следовательно, несобственный интегралъ

ь

f  V i + [ f  (х)]йх,
а

который имеетъ значеше /(д, Ь).

§ 202. Примеры. 1. Длина /(0, х0) дуги параболы

У =  ^р ( O s = x s g x 0)

определяется следующей формулой:

*0 *0 

/ (0 ,х о) =  Г  У dxi +  dyi -  " У  1 + j i dx.
О о

Интегрироваше по частямъ даетъ:

/ у ^ - . у г

= ,у т т | - / у т т | „ +| у = | -
такъ что

2/ у г Т | ^ , у Т Т | +  J y = |
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Полагая х  — р^, имеемъ:

/ f  p 'o g k + Y T T 7 , ■

Наконецъ,

( р .  * . ) = i , t ? >’ -+ < " + | ' ° g , - -+ y ; - ’ + p ’ -

2 . Длина <р0 дуги круга

y =  V \  —  х 2 (х 0 == х  == 1, —  I з § х 0)

выражается несобственнымъ интеграломъ, сущ ествоваш е котораго 
можно предвидеть по § 2 0 1 , а именно:

1

<Р о
f 8 d x

J  У Т = г * ‘

В ъ самомъ д е л е , при —  1 <  х  <  1

j o ,  i n  dx

Такъ какъ въ интервале (—  1 , 1) функщя arc cos х  непре
рывна и при —  1 <  х <  1 имеетъ производную —  1 : У  1 — х 2 , то

1
<Р0  —  —  (arc cos х)  ,

хо
т. е.

<р0 =  arc cos x 0i такъ что х 0 =  cos^>0 ;

a r c c o s x 0 =  ir при х0 — — 1 , такъ что % есть д л и н а п о л у к р у г а  
р а д 1 у са  1. Поэтому 0 ^  <р0 ^  .

Такъ какъ въ интервале ( 0 ,  it )  функ
щя s in x  остается положительной, то изъ 
равенства х 0 =  cos <р0 мы можемъ заклю
чить, что

Уо =  У  1 —  х 02 =  sin <р0 .
ф иг 19 0 Этим> раскрывается связь функщй

косинусъ и синусъ съ к р у г о м ъ  ед и н и ц ы  
(т . е. кругомъ, рад1усъ  котораго равенъ 1 ).
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В ъ  элементарной математике эта связь является точкой от- 
правлешя.

На фигуре 19 пусть будетъ О А  =  1 . Тогда O Q 0 — cos <р0, 
Q P 0 =  sin <р0 и <р0 есть длина дуги Л Р 0.

Длина дуги

J  =  V а 2 —  х % (х 0 g i g a ,  —  а  ш  х0)
равна

dx

У  а1 — х1
*О

ИЛИ
1

du
у т { х  =  а и )  

Положивъ
1

/ Idu

“о

найдемъ, что разсматриваемая дуга равна а  <р0.

<Р0 есть соответственная дуга на круге единицы. Ее нахо- 
дятъ, соединяя концы разсматриваемой дуги круга съ центромъ.

Уголъ, который образуютъ другъ съ другомъ д ве  прямыя, пе- 
ресекаюпцяся въ точке О, измеряется въ высшемъ анализе дугою,, 
которую оне определяютъ на круге единицы центра О. Сообразно 

съ этимъ прямой уголъ равенъ а выпрямленный уголъ равенъ тс.

По вышеизложенному дл и н а д у ги  к р у г а  р а д 1 у са  а  р а в н а  
ч и сл у  а ,  п о м н о ж е н н о м у  на с о о т в е т с т в е н н ы й  ц е н т р а л ь н ы й  
у г о л ъ .

3. Длина д у ги  э л л и п са

у =  ~ У а 2 —  х* ( 0  х  == Xq, х 0 == а )

равна

— (а* -  Ь1) х1 , 
а 1 (а 1 —  х 1)

О

*

/  у ?
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Мы примемъ, что д >  & >  0, и положимъ 

Тогда 0 < £ <  1, и предыдущШ интегралъ равенъ

/ A E H , , .

о о

Интегралъ имеетъ форму

|
У * 9* ( х ,  У  Р ( х ) )  й?х ,
ос

гд е  Р ( х )  есть целая ращональная функщя четвертой степени.
означаетъ рашональную onepaniio. TaKie интегралы называются 

э л л и п т и ч е с к и м и . Они дали поводъ къ построение обширной теорш.
Мы теперь упростимъ найденный нами 

для дуги эллипса интегралъ, введя новую 
переменную

arc sin — =  <р.а
При этомъ интегралъ преобразуется въ

Фиг. 20. ■/а  / У I —  № sin2 <р d<p.

Указанный здЬсь интегралъ обозначаютъ знакомъ E ( k ,  у 0); 
f >0 называется а м п л и т у д о й , a k —  м о д у л е м ъ  интеграла.

Для вычислешя интеграла Е { к , <рп)  можно поступить т а к ъ :2) 

по формуле бинома и м еем ъ:3)

У  1 —  k2 sin2 <р =

1 —  ~  k2 sin2 <р —  2 ^ 4  s i ° 4 Ф '
1 -3

2 - 4 - 6
к6 sin6 <р-----

*) к есть численный эксцентриситетъ эллипса.
’) Этотъ способъ представляется особенно целесообразнымъ при 

весьма маломъ к.
*) Нужно принять во вниман!е, что кг sin1 ?  ^  к* <  1.
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Рядъ, находящШся въ правой части, сходится равномерно при 
bc-Ьх ъ  значешяхъ у (ср. §  172, No. 7 ), ибо абсолютныя величины 
его членовъ меньше соответственныхъ членовъ сходящагося ряда

1 +  * * + н—

По § 172, No 4, имеемъ, следовательно:

E(k,<p0)= J* dtp— у *2 ̂  sin 2<pd<p—  ̂ 'sin4?p̂̂ -
о о о

В ъ  частности (ср. § 16 0 )

В м есто E(k,~j пишутъ обыкновенно E(k). Тогда а Е(к) есть 

длина дуги четвертой части нашего эллипса.
4. Разсмотримъ геометрическое м есто точки Р , которой разстоя- 

шя отъ двухъ постоянныхъ точекъ Г  и F' имеютъ постоянное 
произведете.

За ось х -въ  мы примемъ прямую, соединяющую о б е  постоян
ныя точки; за начало— середину отрезка F F ,  а ось у-въ  возьмемъ 
перпендикулярной къ оси х-въ .

Тогда услов1я, наложенныя на точку 
Р , выражаются уравнешемъ

{ ( *  —  <0 * - f  y2 } { ( x - f c ) 2- f y » }  =  а*,
или

(х 2 +  г/2 +  с2) 1 —  4 сгхг =  а*.

В ъ  случае а  =  с мы получаемъ такъ называемую л е м н и ск а т у  
(фиг. 2 2 ). Ея уравнеше имеетъ видъ:

(х 2 +  г/ 2) 2 —  2  с2(х 2 —  г/2) =  0 .

Уравнен!е значительно упрощается при переходе къ поляр- 
нымъ координатамъ.

Съ полярными координатами мы 
уже встречались. Мы знаемъ изъ 
§ 136, что въ случае х 2 +  г/ 2 >  0 
можно найти (и при томъ однимъ 

только способомъ) такое число tp, что Фиг. 22.
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■ r , ; - i = c o s ^ ’ i - i =  s in y - ( — *  =  ? < “)у  x1 -j- у У*а+ г

Это число <p и число г =  ]/ х 2 -\- У1 суть полярный координаты 
точки (х ,  ij). Для начала г  равно нулю, а <р остается неопределенными 

г есть разстояш е отъ начала и называется р а д 1у с о м ъ -в е к -  
т о р о м ъ ; <р есть уголъ, образуемый рад!усомъ-векторомъ съ поло
жительною осью х-въ  4).

Мы должны еще кое-что сказать объ измЪренш этого угла. 
Положительную ось х -въ  можно вращать около начала въ 

д вухъ  различныхъ направлешяхъ. Одно изъ нихъ мы называемъ 
п о л о ж и т е л ь н ы м ъ . На фигуре оно отмечено 
стр%лкой. Чтобы измерить йращеше, мы при- 
нимаемъ во внимаше дугу круга, описываемую 
точкою Е  оси абсциссъ, отстоящей отъ О на 
разстоянш 1. Длину этой дуги круга мы снаб-

Е  жаемъ знакомъ -f- при положительномъ вра-
Фиг 23 щенш и знакомъ — , когда вращеше происхо- 

дитъ въ отрицательную сторону.
Если после вращешя на уголъ <р положительная ось х-въ  про

ходить черезъ точку Р, отличную отъ О, то мы говоримъ, что 
О Р  о б р а з у е т ъ  с ъ  п о л о ж и т е л ь н о ю  о с ь ю  х - в ъ  у г о л ъ  <р.

Положительное направлеше вращешя обыкновенно выбираютъ
такъ, что п о л о ж и т е л ь н а я  о с ь  у-въ о б р а з у е т ъ  с ъ  п о л о ж и 

те
т е л ь н о ю  о с ь ю  х -въ  уголъ •

Если теперь ввести полярныя координаты въ уравнеше лем
нискаты, т. е. положить

x  — r  cos <р, у — г  sin <р,
то получимъ:

г 4 —  2  r 2£2 (cos2 >̂ —  sin4 (р) =  0 ,
или 2)

г2 —  2 c2 c o s 2 y =  0  или r =  a V c o s 2 ( p .  (a =  c V 2)

‘) Вместо «положительной половины оси х-въ» мы кратко говоримъ 
«положительная ось х-въ». Она составляется изъ точекъ, имеющихъ 
положительныя абсциссы.

*) Мы можемъ вычеркнуть множитель г1, такъ какъ и новое урав-

неше удовлетворяется при г — 0 , а именно, когда ? =
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Есла <р возрастаетъ отъ 0  до то величины г  и x  =  rcosq> 
убываютъ отъ  а  до 0 ; при этомъ описывается дуга Л Р 0О.

Обозначимъ черезъ s длину дуги Л Р 0 лемнискаты. Пусть 
г0, <р0 будутъ полярныя координаты, а х0, у 0 —  Декартовы коорди
наты точки Р0. Тогда

=  У  У  d x 2-j-dy2.

Введя теперь новую переменную <р, получаемъ:

d x  =  d ( r  cos (р) =  —  г  sin <pd<p -f- cos <p d r ,  
dy  — r f ( r s in ^ )  =  rcoscpdip  -f- s i n ^ r ;

поэтому
d x 2 -)- d y 2 — r2dtp2-{-dr2,

а такъ какъ

r =  aV cos2<p  и d r  — — ---s'n ^  dip
V c o i 2 ?

TO

d x 2 +  d y 2 =1 7  cos 2 ®
Такимъ образомъ,

V d x 2 +  d y 2 = --------------------‘)
T/cos2 ?

Интегралъ имеетъ теперь видъ:

/<А> ?0
d <р /  do

у т Щ = а У  у т = ъ Щ '
Такъ какъ <р0 ^  то

sin < р ^ ~ ^ ,  поэтому V~2 sin (/) ^  1 .

Мы можемъ, следовательно, положить

t}< =  arc sin ( У 2  sin <р).
Тогда

y 2 cos®do

*) Такъ какъ dx >  0 *), то do <  0.
* ) При измененш х отъ х„ до а.
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s in ?  =  -^= sin ф, c o s , = y i  —  - j s i n 4^ ;

поэтому
Ф.

а 1 (sin ф0 =  V2 sin <р0)

К t v '
S V 2  I 1 / n

f -

1 — sin 1 ф
o

Обыкновенно интегралъ
Ф.

У  I — fe’ s in * ! ^  ^
о

обозначаютъ ‘)  черезъ
F ( k , U

поэтому

s==V iF ( w  *0) '
Для вычислешя величины F(k, ф0) существуетъ прекрасный 

способъ Гаусса  (Gauss), состояний въ следующемъ.
Положимъ, что требуется вычислить*) интегралъ

/

d Ф ,
У  а1 соб*Ф +  sin* ф * >  b >  0 )

о
гд-t Os=4>0 = g y -

Введемъ новую переменную <р, связанную®) съ ф соотно- 
шешемъ

2 a sin ? _____
sln V — а ь (а _  ь) sin8 ? ‘

Тогда
. ,  * а +  Ъ —  (д —  Ь) s i n V  о  j

cos Щ  =  f l  • { а  +\  +  ( а  _  k)'sintf } i  2  cos У d<p,

V 9 ^ o e « + + J* s in * t  -  a • +

*) F(k,  ф0) есть эллиптическш интегралъ. Въ этомъ убеждаемся 
непосредственно, введя новую переменную sin ф =  и.

а) Чтобы иметь F(k,  ф„), нужно положить а =  1, b =  У  \ — к\
%

3) Если ? возрастаетъ отъ 0 до , то и ф возрастаетъ отъ 0 до •



С П О С О Б Ъ  Г А У С С А  ДЛЯ В Ы Ч И С Л Е Н 1Я  F(k, ф ). 385

такъ что
_  do

V a* c o s ’ di +  i ’ s in 2^  " I / ( a  +  b\* /а —  b \ i .
V b r - )  - Ь Н  sin?

do

V(H+  £\г' cos1© +  ab sin1 <

Vo ¥o
p _________ Ц ____________  ( ‘__________ dj__________

J  V  a} cos1 ф +  b1 sin1 (j) J  У a, 1 cos1 о -j- b 2 sin2  ̂
о 0

b, =  Y T t ) .

Введя новую переменную X , связанную съ  <р соотношешемъ

2 а. sin у
Sin <Р =  ---- :- ; ■■■■ , )------\  ■ . - ,

7  «1 +  К +  (а, — У  sm1 х
будемъ им%ть:

?• 7л

<»ХГ — = = = М = = = = =  =  Г —
J  У  a, 1 cos1 © +  V  sin1 Ф J  У"о^ 
О ’ о

cos1 х  +  V  sin1 х

дг =  *■+ А , b ^ V a X )

и т. д.
Если а >  $ >  О, то постоянно

а > Ц ^ > У ^ > | 3 .

И зъ этого замечашя можно вывести, что при п =  1, 2 , 3 , . . .

Д «-1 > л * > £ я > £ * - 1 . (a0 =  a , b 0 =  b)

Поэтому последовательности a ,  a t , а 2, . . . и b, bt , Ь2, . . . будутъ 
монотонными и ограниченными. Сущ ествуетъ, следовательно, Нш д„ 
и lim bn. Такъ какъ

ап-\ +  Ьп-1
а » -  —  2 ~  )

то

lim а„ — — (Н т д я_ ! + lim Ъл-.{) =  ~ ( l im  ап +  lim b„ ) , 

К овалевсый. Дифференщальное и интегральное исчисление. 25
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т. е.
lim а я =  lim bn.

Г а у с с ъ  называетъ этотъ общШ пределъ величинъ а„ и Ьп 
а р и е м е т и ч е с к и -г е о м е т р и ч е с к и м ъ  ср е д н и м ъ  и обозначаетъ 

его черезъ [а. ( а , Ь). При п =  О, 1 , 2 , . . .

К  <  Н-(д . Ь) <  а„.

Допустимъ, что вышеуказанный способъ преобразовашя про- 
долженъ до интеграла

________ сЫ________
J  У  ап1 cos1 о) +  bn* sin1 со
о

Такъ какъ, очевидно, *)

ы» ^  Г __________ d a __________ ^  Ч  (
ан J  У cos1 w ~f“ Ья sin2 о) Ьп

о
то и

ф.

- <  С - р =  a. J  V*1 cos’ ф +  b1 sin1 ф К

Легко убедиться въ  томъ, что

фо >  <р0 ^  Хо ^  •

Положительныя числа ф0 , <р0, Х0 , . . . образую тъ поэтому убываю
щую последовательность. Пусть X будетъ пределъ этой последо
вательности. Тогда о б е  последовательности

фл ?0 /о „ Фо ?0 Хо> ~  у *Т~» * • • и Т ~ * ~1Г * ~Г1 * ' 'а  а х а 2 и ох ог

имеютъ пределъ 

Такимъ образомъ,
Ф.
_______ d-b

J  Y а* cos1; !  +  s*n’ ф И- (<*, ь)

*) Следуетъ принять во внимаше, что Ъяг <  ая* cos’ o) +  Ьях sin’ co <  а ,1.
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ТГ 7"
В ъ  случае ф0 =  - -̂ все  величины <р0,У .0 , . . . р а в н ы п о -

1 Xэтому и i  =  |  и

К
2
_________ dji_________ __  -
У  а2 cos2 ф +  b1 sin2 6  2  ;* (а, Ь)

О

§  2 0 3 . Длины дугъ  пространственны хъ кривы хъ. Пусть 
f i t ) ,  g ( t ) ,  h(t)  будутъ функши, дифференцируемыя въ интервале 
<а, р>. Положимъ, что п р о и зво д н ы я / '^ ), g'(t), h' (t) интегрируемы 
въ (a ,  (J) и что функщя [/' (/)]* 4 * [£ '( * ) ] *  +  [^ Ч О ] 2 имеетъ п о
л о ж и т е л ь н у ю  нижнюю границу въ интервале (а , $).

Если положить

x = f ( t ) ,  у =  g(t), z = h(t)

и разсматривать х ,  у,%> какъ прямоугольныя декартовы координаты, 
т о  каждому значешю / изъ интервала (а , (3) будетъ соответство
вать точка въ пространстве. Совокупность этихъ точекъ мы назы
ваемъ к р и в о й  в ъ  п р о с т р а н с т в е .

Положивъ а <  •< •••<  <С $ и соединивъ прямою точку

* = / ( А - О *  У =  £ (*» -* )«  Z =  b(U-x)
с ъ  точкой

X = / (/ .,) , у =  £(/„), *  =  h (t, ) ,

(v =  1, 2 t0 =  a , tp =  ,3)

мы получимъ в п и са н н у ю  в ъ  к р и в у ю  л о м а н н у ю  л и н 1ю.
Длину этой ломанной мы назовемъ / (3 )»  обозначая при этомъ 

чер езъ  3  употребленное нами разложеше интервала (а ,  [}>.
Мы покажемъ, что / ( 3 )  стремится къ некоторому пределу I, 

когда 3  пробегаетъ какую - либо особенную последовательность 

3 - в ъ .  Э тотъ пределъ мы называемъ д л и н о й  д у ги  к р и в о й 1).
Для / ( 3 )  получается выражеше 

р

ч= 1

*) Здесь  можно произвести изследоваше, подобное тому, какое 
выло сделано въ § 198. Мы оставляемъ это читателю.
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или. по применены теоремы о среднемъ значенш,

/ ( 3 )  +  I / W  +  [ / ' Ы Р .
т , < 0

Мы обозначимъ теперь черезъ

by, Су нижшя границы
и черезъ

A y , B y , Су верхшя границы
функшй

[ f ' m  [g’№  [ * w

въ интервал^ /,). Тогда

i f  у —  U - i ) y  &у +  by -(- Су tSi I ( 3 )  =  2 { U  —  ^i-i) У  Ay -f- By -f- Су. 

Такъ какъ

У  Ау -}- By -f- Су   У  dy -j- by -j- С у  =
( Л  -  < g  +  (5 , -  К)  +  (С , -  О  _  ( Л ,  -  а .)  +  (B.t -  b j  +  (С , -  О  

V Яу +  К +  сч +  у  4 ,  +  Вч +  Сч~  А'

если 1 C4 означаетъ положительную нижнюю границу функшй 
/ '*  +  £ ' 2 +  £ ' 4 въ  интервале ( а ,  J3), то разность величинъ

^  (ty fv-l)V A y  -{- By -f- С у, ^  (/, ---  ty-l) У  d y  -)— by -j- C y

не можетъ быть больше, чемъ

*24*.— ty-l)(Ay — Яч) + -ty-l)(By — 3,) -f-
+  J r ^ ( t y  —  * ,_ ,)(C ,— c4).

Каждая изъ трехъ составныхъ частей этого выражешя стремится 
къ нулю, когда 3  пробегаетъ особенную последовательность 3 ‘B'b- 

Пусть т, будетъ произвольное значеше изъ интервала (# ,_ ь  /,).
Тогда

2 4 ' * — * . - 0 ^ 4 "  Ь  ■+■

^ ( ^ - ^ О У Т Т Ы Р  +  к 'Ы Г  +  [б 'Ы Р
=  ̂ T(̂ V t y - l ) V Ау +  -Sv -f- Су.

t
И зъ этихъ неравенствъ мы можемъ сделать заключеше объ инте
грируемости функшй У  f  * g'г В ъ  самомъ д е л е , если
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mv есть нижняя, Шч — верхняя граница, 8, — колебаше этой функщй въ интервал̂ (/,_ь А»), то
— ^v-i) У  s= 2 U — 1+-1)  ш .= — Al-l)2Шч = Ач + Вч+Сч,такъ что

2 (Ai v̂-l) &Ч = (}'!- V̂-l) (Ач   flv) (fl   Ан-l) (fit   Ъч)
Н” —  U-\) (C v —  Сч)и

Пш2 7  (*ч — U -\) 8ч = о ,

если 3 пробегаетъ особенную последовательность З'въ- Теперь мы уверены въ томъ, что
Н ш 2 7 ( А  —  /м- i )  V й ч -\ -Ь ч -{- с ,  =  lim —  ty -x ) V А ч -\ - Вч +  Сч

Р

= / V W W + W J W T W W ^ d t - ,
аследовательно, и

в

/ =  нш / ( з )  =  f  V W W + Y W + W W d t .
аПринявъ во вниман1е, что

dx=f(i)dt, dy = g'(f)dt, d̂ = h'(t)dt, 
можно также писать

g   _I— J* Vdx2-\-dy% + d̂.
а

Если функщй /', g', h' непрерывны въ интервале (a, {J>, тодуга
tJ*Vdx2 +dy*-\-ds* (agî P)

ctимеетъ дифференщалъ
У dx2 +  dyf1 -f- di2.

Это выражеше называютъ дифференщаломъ дуги.
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§  2 0 4 . П рим 'Ъ ръ. Уравнешя

x = acost, y =  asint, % = bt

представляютъ обыкновенную в и н т о в у ю  л и н 1ю.
Зд есь

dx — — asintdt, dy — acostdl, d ^ - b d t ,  

такъ что дифференщалъ дуги равенъ

V lf i  +  P d t
и длина дуги есть

и
J * У  a 2 +  b2 dt  =  (ij — 10) V a 2 -f- b'1.

Г л а в а  X V I I I .

Двойные интегралы и криволинейные интегралы.

§ 2 0 5 . Опред!>леше двойного интеграла въ  одномъ ч аст -  
номъ случай. Положимъ, что въ  прямоугольнике *)

а ^  х ^ b ,

определена функщя f { x ,  у). Разлагаемъ интервалъ {а ,  Ь) на част
ные интервалы

(х,,.-!, X,,.) ([j. =  1 , 2 ,  . . . , р ;  х0 =  а,  хр =  и)

и интервалъ (с, d) на частные интервалы

(У ,-v  У)-  (v =  1 . 2 , . . . , q ; y 0 =  c , y t ^ d )

Такимъ образомъ получается разложеше 3  прямоугольника (а, Ь; с, а )  
на p q  частныхъ прямоугольниковъ

<Vi> V  ^-1’ V (*v-i < V  У- 1 < *о-
Пусть /  будетъ какое-либо значеше, принимаемое функщей / ( * ,  у)  
въ  прямоугольнике (X^_v  х^\ у-1 , ,  у,).

*) Мы разсматриваемъ х, у, какъ прямоугольны* координаты.
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Мы разсмотримъ выpaжeнie

2 7  ( \ — V i )  ( у ,  —  v , - i )  / ^  ®  0 8 ) -

М ожетъ случиться, что оно ностоянно стремится къ одному 
пределу, когда 3  пробегаетъ особенную последовательность 3 *въ- 1) 
Тогда мы говоримъ, что ф ун кщ я/(х, у) и н т е гр и р у е м а  въ <а , Ь\ с, d) 
и называемъ п р ед елъ 2)  выражешя 2 7 —  x^_i)(z/v —  У<-\)/^v ин
т е г р а л о м ъ  функщй / ( х ,  у), распространеннымъ на прямоугольникъ 
(д , Ь\ с, d). Этотъ интегралъ обозначаютъ черезъ

/ ( х ,  у ) d x d y .

При этомъ еще должно быть добавлено, что {а ,  Ь; с , d) есть о б 
л а с т ь  и н т е г р и р о в а н 1я.

§ 206. Монотонныя последовательности, им1иощ1я пре- 

дблъ J *  J * f f a ,  у ) d x d y .  Если распространенный на прямо

угольникъ (а ,  Ъ\ с, d) интегралъ / функщй / ( х ,  у) сущ ествуетъ, 
то справедливо следую щ ее предложеше.

К а ж д о м у  п о л о ж и т е л ь н о м у  ч и сл у  е м о ж н о  п р о т и в о п о 
с т а в и т ь  т а к о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и сл о  8, ч т о

IJ — 2 7 0 > — V i )  (у » — y . - i K J < £’
к о л ь  с к о р о

у —  V  Л* +  (у»—  Уv - 1)2 < 3 .
([1 = 1 , 2 , . . . , / ) ;  v =  1 , 2 , . .  . , q)

т. е. коль скоро д 1'агонали частныхъ прямоугольниковъ меньше, 
чемъ В.

')  3 , ,  3 , ,  З3, - - .  называется особенною последовательностью 3 -въ, 
если lim 3„ =  0. При этомъ В„ есть наибольшая длина доагоналей или, ко
роче, н аи б о л ьш ая  д 1а г о н а л ь  частныхъ прямоугольниковъ разло
жешя З я.

2) Если 3 „ 3 ) , 3 11 . . . и 3 1Д ) 3 „ . . .  суть особенныя последова
тельности 3 -въ, то и 3 „ 3 ц 3 „ 3 1, . - .  есть особенная последователь
ность 3-въ . Отсюда вытекаетъ, что вышеупомянутый пределъ всегда 
одинъ и тотъ же.
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Если бы е =  г0 представляло исключеше изъ этого предло- 
жешя, то, положивъ 3 =  1 /и (я  =  1 , 2 , 3 ,  . . .), мы получили бы 
выражеше @ ( 3 „)> которое уклонялось бы отъ /, по меньшей м ер е, 
на е0 , между гём ъ какъ д 1агонали всех ъ  частныхъ прямоугольни- 
ковъ были бы меньше, чемъ 1/и. Такимъ образомъ, последова
тельность 3 „  3 4 , З з ,  . . . была бы особенною последовательностью 
3 *въ , а между тем ъ  не выполнялось бы равенство

и* © СЗ.) = J-
Мы можемъ теперь сделать заключеше, что функщя / ( х ,  у ) 

о гр а н и ч е н а  въ (а ,  Ь\ с, d ) . Такъ какъ при условш (х  — х  j ) 2 +  
-f- (y v—  yv_ , ) 2 <  § 2 выполняется неравенство

(x t —  x 0) ( y ,  —  y0) \fu  I <  I/ 1 + 2 J ' —  X^ _ j) (y ,  —  y4_ j)

то, фиксируя все  /  кроме /п ,вы ведем ъ, что f n  лежитъ между 
двумя постоянными числами, такъ что функшя / ( х ,  у ) ограничена 
въ прямоугольнике (х 0 , X j ; у0 , у , ) .  Точно такъ ж е выводится, что 
функщя / ( х ,  у) ограничена во всякомъ другомъ прямоугольнике

< V i ’ V  ^ > -
Пусть будетъ нижняя, а — верхняя граница функщй 

/ (х ,  у) въ  прямоугольнике <x(i_ 1, х^; y v l , yv>. Тогда

— V i ) ( ^ ~ y v - i ) m H-v есть нижняя>

— V i ) (У, —  У ,- 1) есть веРхняя 

граница выражешя @ ( 3 )  ПРИ постоянномъ 3 -  А такъ какъ при 
условш (х  — ^ - i ) 2 +  (У\ —  Vi-iY  <  выполняется неравенство

| / - © ( 3 ) Г < « .
то выражешя

s  ( 3 )  =  Ол —

s  ( 3 )  =  — \ _ i )  ( у , — у , - 1)

будутъ уклоняться отъ / не больше, чемъ на е.
Пусть теперь З и  За> Зз> • • • будетъ особенная последова

тельность 3 * въ - Тогда почти все  3 »  удовлетворяютъ условш

•) Черта при 1  означаетъ, что недостаетъ одного члена суммы. 
Здесь недостающ^ членъ есть (*, — х„) (yt — уа) \ ft l \.
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будутъ отличаться отъ /  не больше, чемъ на е . Но это означаетъ, 
что

Если 3 i »  ,82 > Зз> • • • есть особенная цепь З ' въ > т - е- если каждое раз- 
ложен!е З я + i  получается изъ разложешя 3 „ прибавлешемъ новыхъ 
лишй дЬлешя, то

последовательность, имеющая пределъ J .  Особенная цепь 3 * въ 
можетъ начинаться любымъ 3 -  Поэтому

В ъ  частности же

(b —  a ) ( d  —  с) m J * J 'f ( x ,  y ) d x d y ^ ( b —  a ) ( d  —  с ) 5Ш.

При этомъ nt означаетъ нижнюю, a 2JZ— верхнюю границу функщй 
f ( x ,  у)  въ  прямоугольнике ( а , Ь\ с, d ) ,

§ 207 . ВерхнШ и нижнШ интегралъ ограниченной $ункц!и.
Е сл и / (х , у)  есть функщя, ограниченная въ прямоугольнике (a ,b ;  c,d)> 
то выражешя s ( 3 )  и S ( 3 ) имеютъ смыслъ.

Если 3  пробегаетъ особенную цепь 3 " въ> то s ( 3 )  прибли
жается возрастая къ пределу s ,  a S ( 3 ) приближается убывая къ 
пределу S (= £ S ) .  Пишутъ

и называютъ s нижнимъ, a S верхнимъ интеграломъ функцш f(x, у) въ прямоугольнике {а, Ъ\ с, d).Можно доказать, что величины s(3) и S(3) соответственно стремятся къ s и S и въ томъ случае, когда 3 пробегаетъ какую- либо особенную последовательность З'въ-

l im s ( 3 * W ,  n ® S ( 3 . ) = / .

S ( 3 i ) ,  ® (З а )> ® (Зз)* * • • е с т ь  в о з р а с т а ю щ а я , S(3i). S ( 3 a) ,  S ( 3 s ) ,  • • • е с т ь  у б ы в а ю щ а я

s(3)̂  J* ff{x> y)dxdyt=k S(3).

И

(по площади (я, Ъ\ с, d))
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Когда имеются 2 разложешя 3  и В  прямоугольника (а ,  Ь\ с, d ) ,  
то частные прямоугольники разложешя 3  распадаются на два класса:

1 . таюе, которые содержатся въ  какомъ -  нибудь частномъ 
прямоугольнике разложешя 3 -

2 . таю е, которые этого свойства не имеютъ.
Члены J (уч —  разложешя S ( 3 )  мы назы

ваемъ членами перваго или второго класса, смотря по тому, при
надлежитъ ли частный прямоугольникъ къ пер
вому или ко второму классу.

Частные прямоугольники второго класса даю тъ сумму, кото
рая меньше, чемъ

{(/>—  с) +  ( д —  1)(Ь —  а ) }Ъ  =  к о . 1)

Заменимъ черезъ nt въ каждомъ числе второго класса суммы 
S  ( 3 ) .  Измененная такимъ образомъ сумма S ( 3 )  будетъ меньше, 
чемъ S ( 3 ) .  Однако же произведенное уменьшеше не больше, чем ъ
U ( m  —  m ).

Но

S  ( 3 )  =  S  ( 3 )  +  кЪ(Ш  —  ш ).

На томъ же основанш

S ( 3 ) ^  S ( 3 ) +  кЪ ( 2 )? —  т ) ,

где
k =  ( p — l ) ( d  —  c) +  ( q — l ) ( b  —  a) .

Теперь мы подъ 3 i>  Зг> Зз> • • • будемъ разуметь особенную 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  З ' въ > а подъ 3 i>  В *  Вз> • • • особенную 
ц е п ь  З ‘ въ>

Последовательность S ( 3 i ) - S ( 3 2) .  S ( 3 3) . - - -  ограничена, ибо
всегда

{Ь —  a ) { d — с) in ш  S  ( 3 „ )  =  (Ь —  а )  —  О  .

Пусть S ( 3 t  )> S ( 3 i ’)> 8 ( 3 з ') >  • • • будетъ такая часть этой после
довательности, которая сходится и имеетъ пределъ S '.  Тогда, 
следовательно,

___________________ lim S ( 3 „ )  — S и lim S  ( 3 D  =  S'.
*) Числар, q играютъ въ разложеши 3  ту же роль, что р, q въ 3 ; В 

есть наибольшая д!агональ частныхъ прямоугольниковъ разложешя 3 ,  а Ъ 
имеетъ то же значеше для 3 -
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Применяя къ суммамъ S ( 3 „ )  и S (3„^ ) неравенства, устано- 

вленныя выше для суммъ S  ( 3 )  и S ( 3 ) i  мы получаемъ

S ( 3 ; ) ^ S ( 3 J  +  M ; ( 2 K - m ) ,
s ( 3 n) ^ s ( 3 ; ) + ^ ; s „ ( 5 m - m ) .

Когда «  остается неизменнымъ, а т пробегаетъ последова
тельность 1 , 2 , 3 ,  . . . ,  то первое неравенство даетъ

S ' ^ S ( 3 J .

Когда же, наоборотъ, т остается неизменнымъ, а п пробе
гаетъ последовательность 1 , 2 , 3 ,  . .  то второе неравенство даетъ

s ^ s c s : ) .

Если въ этихъ новыхъ неравенствахъ величины т и п  о б е  
пробегаютъ последовательность 1 , 2 , 3 ,  . . то получается

S '.ssS  И S ^ S ' .
т. е. S' = S.

Этимъ доказано, что ограниченная последовательность S  (3 i)>  
S ( 3 i)> 8 ( 3 з)» • • • имеетъ только одну точку сгущешя, а именно
S .  Но это означаетъ, что

lim S ( 3 „) =  s .

Применяя предыдуцця разсуждешя къ функщй — / ( х), сле- 
дуетъ заменить S  на — S  и S ( 3 „ )  н а  —  S  (  3 „) • Предыдущее ра
венство даетъ тогда

lim s ( 3 J  =  s -

§ 2 0 8 . КритерШ интегрируемости. Функщя f ( x ,  у) инте
грируема въ прямоугольнике {а ,  Ь\ с, d)  тогда и только тогда, 
когда она ограничена въ {а ,  Ь\ с , d) и верхнШ интегралъ равенъ 
нижнему. Второе услов1е можно выразить еще несколько иначе. 
Разность 2R —  ш  называютъ к о л е б а н !е м ъ  функцш f ( x ,  у) въ  
прямоугольнике (а ,  Ь; с ,  d)  и аъ соответствш  съ  этимъ разность 

—  Tlt[JLV =  o(JLV называютъ колебашемъ функши / ( * ,  у) въ  прямо
угольнике х  ; y4_ v  уч) .  Выражеше

S (3 ) — s (3) 2 1  ( * * - * * - № - 9 1 - 0 * ^
а Ц 5 ;  (Ь — а) (d —  с) (b — a ) (d  — c)
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называется ср е д н и м ъ  к о л е б а н !е м ъ  функшй f ( x ,  у)  въ частныхъ 
прямоугольникахъ разложешя 3 *  Когда 3  пробегаетъ особенную 
последовательность З ' въ ! т 0  0 ( 3 )  стремится къ пределу

S — s
(Ъ — a)(d — с) '

Э тотъ  пределъ называется с р е д н и м ъ  к о л е б а н 1 е м ъ  функщй f ( x , y )  
въ  прямоугольнике (а ,  Ъ\ с, d ) .

Такимъ образомъ, ф у н к ш я  f ( x ,  у) и н т е г р и р у е м а  в ъ  
п р я м о у г о л ь н и к е  ( а , Ь\ с,  d) ,  е сл и  он а о г р а н и ч е н а  и и м е е т ъ  
с р е д н е е  к о л е б а ш е , р а в н о е  н у л ю .

Среднее колебаше равно нулю, если каждому положительному 
числу е можно противопоставить такое разложеше 3 > 4X0

Ошибка, съ  которою

выражаетъ распространенный на прямоугольникъ {а ,  Ь\ с , d)  инте
гралъ функщй f ( x ,  у),  по большей м ере,равн а

(b — a ) ( d — c ) o ( 3 ) .

§ 209 . Интегралы  

J ' J' (f+g)dxdy, J' J'fgdxdy, J' J'jdxdy, J *  J\f\dxdy.

Если функщй f u g  интегрируемы въ прямоугольнике (a ,b\ c ,d >, 
то  это же свойство принадлежитъ и функщямъ f-\-g, f g ,  |/|, |^|.

Если функщя /  интегрируема въ прямоугольнике ( а ,  Ь\ с, d)  
и |/| имеетъ положительную нижнюю границу, то и функщя 1 :/  
интегрируема въ прямоугольнике (а ,  Ь\ с, d)  ‘ ) .

*) Доказательство подобно тому, какое приведено въ § 152 и сл.; 
нужно воспользоваться темъ, что^сг =  2Я — от есть верхняя граница функ
цш / (* , у) — / (* , у), когда (х, у), (х, у) суть точки въ прямоугольнике 
<а, Ь; с, d).
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§  2 1 0 . Формула разлож еш я. Если функщя / { х ,  у)  инте
грируема въ прямоугольнике 91 и если разложить 91 при помощи 
прямыхъ, параллельныхъ осямъ, на р  частныхъ прямоугольниковъ

8 1 ,, Щ ,

то функщя f ( x , у)  будетъ интегрируема въ каждомъ изъ этихъ 
частныхъ прямоугольниковъ.

Наоборотъ, изъ интегрируемости функ- 
щи f ( x ,  у)  въ каждомъ частномъ прямоуголь
нике следуетъ, что она интегрируема и въ 
прямоугольнике 91. Все это прямо выводится 
изъ критер1я, даннаго въ § 2 0 8 .

Разсматривая ц е п ь  З ‘ въ > въ  которой 
первый членъ есть разложеше прямоугольника 91 на прямоугольники. 
91л  912 , . . . ,  91/, находимъ, что

ч

R, я *

Фиг. 24.

S Sfdxdy = S Sfdxdy + S Sfdxdy ̂— I- S Sfdxdij‘
SB, SB, SB p

f f / i x d y

При этомъ

Фиг. 25.

обозначаетъ интегралъ функщй f ( x ,  у),  распространенный на прямо-- 
угольникъ 91. Подобное же значеше имеютъ 
интегралы въ правой части.

Приведенная формула разложешя еще 
применима, когда прямоугольникъ 91 какимъ- 
либо инымъ образомъ разложенъ на прямо
угольники, стороны которыхъ параллельны 
осямъ (ср. фиг. 2 5 ). Продолжая эти стороны,
можно немедленно получить разложеше, подобное тому, которое 
мы выше разсмотрели.

§ 2 1 1 . Примеры интегрируемы хъ функщй. 1. Положимъ, 
что <p(x)—f ( x ,  у0)  есть функщя, убывающая въ интервале (а , Ь >, 
когда у0 есть какое-либо постоянное значеше изъ интервала (c ,‘d}  
(iя <  b , с <  d). Точно такъ же положимъ, что ф (у) =  f ( x 0 , у ) *  есть 
функщя, убывающая въ интервале (с, d), когда х0 есть какое-либсь
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постоянное значеше изъ интервала (а, Ь). Мы покажемъ, что функ
щя /(*, у) интегрируема въ прямоугольнике (а, Ь; с, d).

Первое услов1е интегрируемости выполнено. Функщя f(x,  у) 
ограничена въ прямоугольнике <а , Ь\ с, d). Н аибольш ее значеше 
есть / (д , с), а наименьшее f(b, d).

Если 3  есть разложеше прямоугольника (а, Ь\ с, d) на />а 
равныхъ частныхъ прямоугольниковъ, то среднее колебаше с ( 3 )  
въ этихъ прямоугольникахъ равно

J » 2 { / ( V  1* 2T, _i )— У , ) } -

Здесь уничтожаются все члены, въ которыхъ оба индекса больше 
нуля и меньше, чемъ р. Остаются еще только 2р —  1 членовъ

/ ( * о. Уо), /(*«о. У х ) ,  ■■ ■, f ( x о, yt _ , ) ,

/ ( * . .  Уо). ■■■> f ( xP-i> Уо)
и 2р — 1 членовъ

—f ( xp> Ух), • • —f ( xp, У р - 1) .  — / (*> . 

f(.xi> Ур)> • ■ •• f(.xp-1 > У/)*

Первая группа членовъ имеетъ сумму, которая не больше, чемъ

(2р — 1)/(а,  с),

между темъ какъ сумма членовъ второй группы не больше, чемъ

- { 2 p - \ ) f ( b ,  d).
Такимъ образомъ,

а(3 ) ^ * P = ± { f ( a , c ) - f { b ,  d) };
следовательно,

lim <i(3 ) =  0 .

2. Если функщя f ( x ,  у) непрерывна въ прямоугольнике 
{а, Ь; с, d), то она интегрируема въ {а, Ь\ с, d).

Изъ § 117 мы знаемъ, что функщя f (x ,  у) ограничена. Оста
ется только показать, что среднее колебаше равно нулю.

Этотъ вопросъ решается при помощи теоремы о равн ом ер
ной непрерывности:

Если фуикц1я / ( * ,  у) непрерывна въ прям оугольни ке 
то каждому полож ительному е можно противопоста-
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вить такое р азл о ж еш е на конечное число частны хъ прямо
угольн и ковъ, что въ каж дом ъ частномъ прямоугольнике 
колебаш е функции f ( x ,  у) б уд етъ  меньше, чЪмъ s .

Положимъ, что е0 ( >  0) составляетъ исключеше. Если разло
жить прямыми, параллельными осямъ, на р2 равныхъ частныхъ 
прямоугольниковъ, то въ одномъ изъ этихъ прямоугольни
ковъ колебаше должно быть не меньше, чемъ е0. Если 
/(*>, Ур) есть наибольшее, a f ( x ’, у') есть наименьшее значеше 
функшй въ разсматриваемыхъ частныхъ прямоугольникахъ, то

/(*>» Ур)—Я хр< Ур)^ео-

Пусть х , , xs , хг, .  . . будетъ сходящаяся часть последовательности 
х\, х9, х3, . .  ., а Ух, Угу Уз, •• • соответственная часть последова
тельности ух, У-t, Уз, - ■ ■ Если t),, t)2> 9а> • • • будетъ сходящаяся 
часть последовательности ух, у2 , уг , . . . ,  то и соответственная часть 
?i> ?а> ? з >  • • • последовательности хи х2, х3, . . . будетъ сходиться. 
Пусть теперь

Нш^ =  у и И ш =
Тогда, очевидно, и

lim у/ =  у и Нт = ty, ‘)
ибо

, ,  |  ̂ Ъ —  а , , | .  d —  сI*,-*>!<—• \ У р - У р \ <  —
и темъ более

I V. I /  Ь~ а I V, I — c
I %р I ^  р » I % h  * ^  р ‘

Но изъ равенствъ lim — jc, limty =ty , въ виду непрерыв
ности функцш f ( x ,  у),  следуетъ, что

% ) = № >  Ъ)>

и точно такъ же изъ равенствъ lim у ' =  у , lim I)’ =  t) следуетъ, что

lim / (?/ . 9 / )= / (? »  t>)-

*) Положимъ, что разсматриваемой части Sn U> 5», • • ■ последо
вательности xt , x 1, x , , . . .  со о тветству ю т въ последовательностяхъ 
х , ,  V ,  X, ’, . . .  и у/, у/, У з ',  . . .  части s ,', S,', S / , . . .  И I),', W,  9/ ■■■
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Поэтому
{ / ( ? , ,  % ) '— / (? / . V )  > =  0 >

между т-Ьмъ какъ, съ другой стороны,

Я ? , .  V )  ^  ео-
После того, какъ доказана теорема о равномерной непрерыв

ности, мы знаемъ, что всегда существуетъ такое разложеше 3> 
для котораго

° ( 3 ) < е
(е >  0). Но такъ именно и выражается второе услов1е интегрируе
мости.

3. Если функщя / (* , у) непрерывна въ прямоугольнике 
(а, Ь; с, d) повсюду за исключешемъ k местъ, то она интегрируема 
въ прямоугольнике (а, Ъ; с, d).

Сначала разложимъ прямоугольникъ {а,Ъ\с, d) на р2 равныхъ 
частныхъ прямоугольниковъ. Тогда не больше, чемъ въ 4& част
ныхъ прямоугольникахъ будутъ содержаться точки разрыва. Сово
купность этихъ прямоугольниковъ мы обозначимъ черезъ U. При
бавляя новыя линш дЬлешя, можно достигнуть того, чтобы колебаше 
въ каждомъ частномъ прямоугольнике вне Ц было меньше, чемъ 
у . Тогда для новаго разложешя

4 fe( b z . (9ft — at) +  I (b — a) (d — c) i

° ( 3 )  <  {b —  a)[d —  c) ’

где nt означаетъ нижнюю, а —  верхнюю границу въ прямо
угольнике (д, Ъ\ с, d). Если число р заранее выбрано такъ, что

т ) < | ,

ТО

5 ( 3 ) < £-
Э то  верно и при безконечн ом ъ м н ож естве точекъ раз

рыва, если только функщя f(x ,  у) ограничена и если всегда можно 
выбрать такое разложеше 3 »  чт0 сумма частныхъ прямоугольниковъ, 
содержащихъ точки разрыва, меньше чемъ В, при чемъ В означаетъ 
произвольное напередъ заданное положительное число *).

’) Подобное же примечаше мы могли бы сделать и въ § 158.
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§ 21^ . Определенный и неопределенный интегралъ.
Допустимъ, что функщя / ( х ,  г/) интегрируема въ прямоугольнике 
(а,  Ь; с , d ) и что функщя F  ( х , у)  имеетъ повсюду въ прямо
угольнике (а ,  Ь\ с , d)  производныя F '  и F " . Пусть, наконецъ, 
будетъ

у)-

Такую функщю мы будемъ называть интеграломъ функщй / ( х ,  у) 
въ прямоугольнике (а,  Ь\ с , d) .  Если F ( x ,  у)  есть интегралъ. то и 
сумма

F (х , у ) +  ?  О') +  ф (у)
будетъ интеграломъ *).

Разложимъ прямоугольникъ (а,  Ь: с, d)  на частные прямо
угольники <х j ,  х  ; уч_ г, уу> прямыми, параллельными осямъ. Тогда 
выражеше

F ( \ - v  у » - i ) — /?( V  ^ - i ) - F ( V i -  +  i O

можно будетъ представить въ виде 

где

Ф (х )  =  Р ( а-,  у ,)  —  р ( х ,  у¥_ , ) .

Но по теореме о среднемъ значенш, изложенной въ § 67 ,

ф  ( - \ )  —  ®  ( V i )  =  V i )  ф / ( * ^ )  *

( V i <
т. е.

Ф Ф  ~  (AV {  F .  ( ^ ’ У,) F x(x|iv, */,_,) }•

Д алее, по той же теореме

У , ) ~ Р ' Л х ^  У,_1) =  (УУ —  Уч_х) FJ't ( x ^ ,  у ^ ) ,

( у , - 1 <  <  Уv)
') Мы должны предполагать функцию о (л) дифференцируемой въ 

интервале (а, Ъ).

К овадевсшй. Дифференциальное и интегральное исчислеше. 26

I
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такъ что, наконецъ,

y *_ i)  —  F ( v  yv- i ) — F ( V i '  l O + ^ C V  У,)

=  (*ц  —  \ - l )  (?„ —  Уч- l )  F "y (Xf.S> ^ v )

=  ^ v ) -

Суммируя по вс'Ьмъ частнымъ прямоугольникамъ, получаемъ:

2 4 - F ( v i ’ y*~i )— F (x? - v  s O + ^ v  sO >

=  2 7 ( \ — v i ) ( ^ — У , - Ж х^> V ^ h

или, вычисливъ первую сумму, имеемъ:

Р ( д ,  с) —  F ( b ,  с) —  F ( a ,  d ) -\-F(b ,  d)

=  2 7 0 , ,  —  V i ) ( ? , - 9 v - i ) / ( V >  ^ ) -

Возьмемъ теперь особенную последовательность 3 -в ъ . Тогда правая 
часть равенства будетъ стремиться къ

« / * ♦ / / ( * ’ y ) d x d y->
т

и мы найдемъ, что

/ / / ( * ,  =  О Н * . */)%;&>
зг

где

( F ( x ,  =  F ( a ,  c) —  F ( b , c) —  F ( a ,  d) +  F ( b ,  d).

§ 213. П ри ведете двойного интеграла къ  двум ъ про- 
сты м ъ интегрироваш ямъ. Мы ограничимся сначала случаемъ, 
когда функщя / ( х ,  z/) н е п р е р ы в н а  въ прямоугольнике { a ,b \ c ,d ) .  

Тогда функщя
ь

v { y ) = f  / ( * ,
а

непрерывна въ интервале (с , i ) .  В ъ  самомъ д е л е , если

lim Уп ~  У’ ( c ^ y n ^ d )
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то
ъ

ф(у) — 9 (У„) { / ( * ,  у) — f ( x ,  y j  }  dx

=  (b a) { f ( x n, y) —  / ( * , yn) } -  
(a <  X n  <  b)

Разложимъ прямоугольникъ ( a ,  b] c, d)  прямыми, параллель
ными осямъ, на частные прямоугольники такимъ образомъ, чтобы 
въ  каждомъ частномъ прямоугольнике колебаше было меньше, чемъ 

Y  ( е > 0 ) .  Тогда д ве  точки

(х„<У) и ( * „ .  JO

лежатъ въ смежныхъ частныхъ прямоугольникахъ, коль скоро п ^  v. 
Такимъ образомъ, при п ^  v

!/ (* .>  ? ) — /(*■» Уп) i - e -

А  это означаетъ, что

« “ { Я * , » ? ) — / (*„»  уп) }  =  О . 1)
Поэтому и

lim <р(уп)  =  <р(у).

Какъ мы теперь покажемъ, интегралъ

я

/ 9  (V)dy

’) Пусть * 2, ж,, . .  . и * j ,  * 3, . . . будутъ две п р о и зв о л ь 
ныя числовыя последовательности изъ интервала (д, Ъ), a у,, yt , уг, . . . и 
У,, Уа. Уз, ■ ■ • Две п р о и зв о л ь н ы я  числовыя последовательности изъ 
интервала {с, d> такого свойства, что

lim (хп .гя) =  0 , \т(уп — у„) =  0.

Тогда при я >  v точки (xn, »/„) и (хп, уп) лежатъ въ прилегающихъ другъ 
къ другу частныхъ прямоугольникахъ. Поэтому при п >  v

I/К. Уп) —/ ( хп> Уп) \ < г-
А это означаетъ, что

lim { / К ,  yn)—f(x„,  у„)} =  0.
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равенъ интегралу функщй / ( .* ,  у), распространенному на прямо

угольникъ (а , Ь\ с , d) .
Пусть будетъ с < # ,< • ■ •  <  у?_ ,  < d  и с — у0, d  =  yq. Тогда 

(ср . §  150  и § 162 )

i  1 У-i i

J * 9 (У) dy = 2  f  9 Ш У^ ( У - У ^ ) < Р Ю >
с  ' ' = 1  V ; - \  ' = 1

при чемъ yv_ , < у ч <  Уч.
Если вм-Ьсто <р{у) вставить его значеше, то это уравнеше 

приметъ видъ:
i  ъ

J \ (у) dy = 2 (У, — У )J f ( x> y J dx

ъ

2  & — y , - i ) f ( x ’  у . ) d x -

Пусть теперь будетъ а  <  x t <  ••• <  хр 1  < 6  и а = х 0, Ь — хр. 
Тогда мы можемъ написать:

л р  >  ч

/ % ( ! / ) ^  =  2 / *  2 у- У х
с  [1=1 1 ' = 1

Р Ч

= 2  <■** -  -г н -1) 2  ^  ~  9 ^ ) я \  > уо  >
| J .=  1 4=1

при чемъ Х(1_, <  х^ <  х^.

Такимъ образомъ получилось, что

f  '<p(y)dy='2i (xVL- x^ l){y4- y . , - l) f ( \ ’ £>•
с

Суммоваше распространяется на вс% частные интервалы

1 > х£> Уч-V У*1*
Мы пользовались разложешемъ 3  интервала (й, Ь) и разло

жешемъ 3  интервала (с, d).  Если оба разложешя одновременно
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пробегаютъ особенный последовательности З ' въ> т0 получается:г У
d

f  <р (У)РУ = f  J */(*> y)dx dy,
С 81

или подробнее:
d b

S J ' f ( x 'y')d x d y =  tĵ clx) dij'
81 с a

На томъ же основанш
b  d

S S ^ x> y)dxdy= J ‘( J ‘f(x>y)dy)dx-
8 1  a

Итакъ, если функшя f(x)  непрерывна въ прямоуголь
нике {а, b; с, d), то им еетъ мЬсто равенство

л ь  ъ л

/( //(* >  y ) d x ) d y  = f [ f  f ( x '  y ) d y ] d x - 1 )

с  а  а с

Словесно эту формулу можно выразить такъ:
ь

При ин тегрирована! функц!и >р(у) = j * f { x , y ) d x  можно
а

интегрировать подъ зн аком ъ интеграла.

Если функщя А(х) непрерывна въ интервале (а,Ь ), а функ
щя С (у) — въ интервале (c,d), то функщя

/ (* ,  У) =  А (х) С (у)
непрерывна въ прямоугольнике {а, Ь\ с , d). Здесь

ъ ь
<Р (у) =  J */(*> y)dx =  С {у) J ' А (А-) dx

и
й о а.

J  y{ij)dy= [ f  А (х) dxj С {у) d y j .

*) Эта формула им’Ьетъ мЪсто и при с =  dt такъ какъ тогда обЪ 
части равны нулю.
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Такимъ образомъ,
, Ь d

S S A(x)c(y)dxdy==[J' A(x)dx] (J ' С (у) di/j .
SR а с

Если

а — с и Ь =  d
и если

С(х) = А(х),

то предыдущая формула переходить въ  следующ ую:

ь
J *  J 'А (х) А (у) dx dy = ( J * Л (х) dxj .

91 а

ч
Зд Ь сь 9 t означаетъ квадратъ (а,  b ; а ,  Ъ).

§ 214. Ди$ференцирован!е подъ знаком ъ интеграла.
Положимъ, что функцш / ( * ,  у)  и f ’ (x,  у) непрерывны въ прямо
угольнике (а ,  Ъ; с, d) .

Тогда функщя
ь

<Р(У) / (*>  у) d x
а

имеетъ въ интервал^ <с , d)  производную

ь

<р'(у) y)dx•
а

П о э т о м у  при д и ф ф е р е н ц и р о в а л и  ф у н к ц ш  <р (у) м о ж н о  
д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  п о д ъ  з н а к о м ъ  и н т е гр а л а .

Чтобы это доказать, следуетъ принять во внимаше, что

у
/(*, у) = /(*> C) + J  fy (х , у) dy>

С

такъ  что
Ь b y

f(v) = J  /(*> c) d x +  J 4 J  fy(x ’ y)dvjdx■
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Но по § 213  послЪднШ интегралъ равенъ

y ) d x ) d v -

с а

Такъ какъ J */ ' ( * ,  y ) d x  есть непрерывная функщя отъ у въ интер-
а

вале {с, d ) (ср. §  2 1 3 ) ,  то интегралъ

у ъ ь
J  (^J**/' (к, у) d x j  d y  имеетъ производную J * f ’ (х,  y )dx .
с а а

Но ту же производную имеетъ и функщя <р ( у ) .

Теорему м>жно доказать и такъ:
Пусть у и у +  k  будутъ два различныхъ значешя изъ интер

вала <с , d);  топа
ь

? (»+ Ъ) — ? (у) _  Г  f { x , y  +  b )—f ( x ,  у) d x  
k J  k

a

b

- A  ( x , y  +  » k ) d x , ( 0  <  »  <  1 )

такъ что

? (?  +  * ) - -? (» )
k е.а

-Л__

£ — Ш - J * f ; { x , y ) d x =  f  {/ ; ( x ,  y + » k ) —f^ {x,  y ) \ d x
a

У +  Щ — / у ( х , у ) } { Ь  —  а } .  ( 0 < * < 1 )

Отсюда *ъ силу равномерной непрерывности *)

ъ

<р'(у = Нт ?(у + ̂ - ?(у) = / /J(х, у)dx. (limk — 0)
а

Диффеенцировать подъ знакомъ интеграла можно и при сле- 
дующихъ улов1яхъ:

*) Ср.подстрочное примечание на стр. 403.
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Ф у н к щ й  Д х ,  у0) и / ' ( х ,  Уо) и н т е гр и р у е м ы  в ъ  и н те р 
в а л е  (а , Ь ), к а к ъ  бы ни б ы л о  в ы б р а н о  у0 въ  и н т е р в а л е  
(c , d ). Ф у н к ш я  у)  о г р а н и ч е н а  в ъ  п р я м о у г о л ь н и к е
( а ,  Ь\ с , d).

В ъ  самомъ д ел е , при этихъ предположешяхъ

ь ъ
J ' i f y  ( * .  У +  Щ  ( X , y ) } d x =  J ' » k f " y (х ,  ;  +  П )  dx.
а а

( о < 5 <  1 )

Если же въ  прямоугольнике {а ,  Ь\ с,  d)

I у ) \ <  к ,

то ъ

т. е.

I J \ f ;  { х , у  +  Щ  - / ;  (х , y ) } d x \ < [ b -  а) к К,

< { Ь  - а )  к К.

Для lim к =  0 правая, а, следовательно, и левая 1асть стремится 
къ нулю.

§ 215. Дифференцироваше и интегрироваше подъ зн а
комъ интеграла при несобственн ы хъ и н тегр ал хъ . 1. Поло
жимъ, что функщй f ( x , i y )  и f ’ (x , t j )  непрерывны !ри

х  ;>  а0 , с ^  у ^ d .

Мы примемъ, далее, что интегралы

ОО ОО

< P t y ) = J f ( x , y ) d x  и ф (у) y d x
“ о «о

сущ ествую тъ, какъ бы ни было выбрано число у въ  ин-ервале (с , d).
Пусть будетъ а0 <  а х <  д2 <  • • • и положимъ, то  а„ стано

вится безконечнымъ съ возрасташемъ я ;  тогда

« 00 

lim/■№ y)dx= J ’/*'(*> y)dx•
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Мы можемъ поэтому написать:'

«И' (у) =  f f y  (*. у) +  У *fy (*> у) dy + --- = 2.1J f '  (х, у) dx.
“о “l «V- 1

Если этотъ безконечный рядъ сходится р а в н о м е р н о  при c- ŷ- d̂, 
то мы можемъ интегрировать почленно. При этомъ получается

У V

J ’H y ) d y = U J  ( y)dx)dy. (c^y^d)
с a v _ !

Но по § 21 3

У “ •> V

S [S^x' y">dx)dy =S \fwx’ ŷdy)dx
S - l  c

“v

=  f  {/ ( * .  y)—f(x, c) }  dx,

“v -l S - l

“v - 1

такъ что

ибо

У
J 'Ф (у) <*У = 9 (у) — 9» (0.
С

av

?(?/) = 2 j f ( x> у)dx- (с = У = d)
n v - l

Такъ какъ отдельные члены ряда, которымъ выражается функ
щя ф(г/), непрерывны въ интервале (с, d) (ср. § 2 1 3 ) ,  то и функщя 
ф(г/) непрерывна въ интервале (с, d)  (ср. §  172 , No. 5 ). Поэтому

<р'(у) =  <Ну)>
т. е. при с д е л а н н ы х ъ  нами п р е д п о л о ж е н 1я х ъ  п р о и з в о д н а я  
о т ъ

р ав н а

J f i x ,  у) d х
«о

со

J / ' ( * .  y ) d * .
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Примерь
00

о

показываетъ, что нужно быть осторожнымъ при дифференцированы 
подъ знакомъ интеграла. Мы знаемъ (§  189), что

для у — 0  <р (у) =  0 ,

для у >  0  <р (у) =  ~  ,

для у <  0  <р (у)  =  —  ~ .

Поэтому должно быть <р' (у) — 0  при у >  0 и у <  0 .
Если же дифференцировать подъ знакомъ интеграла, то по- 

лучится
00

р '(у ) = J *  cos x y d x .

Но интегралъ въ правой части лишенъ какого бы то ни было зна
чешя. Ибо при О

X

J *cos x y d x  =  ( —
sin ху

a s in * ^  при безгранично возрастающ емъ х  не стремится ни къ ка
кому опред-Ьленному пределу.

Мы разсмотримъ теперь случай, где дифференцироваше подъ 
знакомъ интеграла возможно.

Изъ двухъ интеграловъ

00 00

<Р {у) =  J * e ~ x'J ^ ^ - d x  и <J* ( i f )  — J * e ~ xys\nxdx 

о о

первый сущ ествуетъ при у ^  0 , а второй при у > 0 . ‘ )

*) При j  >  0 выражеше е~ху :х  стремится къ нулю, убывая съ без- 
граничнымъ возрасташемъ х. Выражеше е~ху стремится къ нулю убывая 
только при у >  0. Далее ср. § 189.

I
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J '

Если положить Д .,  =  V 7Г (v =  0 ,  1 , 2 ,  . .  .), то рядъ 

'Н у ) =  ^ J ' e ~ xys m x d x
s - i

будетъ сходиться равномерно при 0 .
Это есть знакопеременный рядъ, и абсолютныя величины его 

членовъ образую тъ убывающую последовательность, ибо

s + i
J * е Xys\nxdx =  J ' е c*+I° ys i n ( x - f -  n ) d x

“v- 1

e c*+ '')y sin x d x .
«v_ 1

Абсолютная величина v-аго остатка меньше, чемъ

ач Ъ
| J * е~*Уsinx d x  =  e~ca'l~1 J  J * s \ n x d x  <  2 e_c<'1'_ 1 ,

aJ - l  “v- 1
т. e. при у с

\К(У)\< 2е_с,-1)*".
Поэтому, если уг, ys , . . . есть произвольная последова

тельность, члены которой не меньше, чемъ с, то

lim R, (у,) =  0 ,
ибо

\ т е - с" - 1)сж ^  0 .

Этимъ мы доказали равномерную сходимость ряда <{<(г/).
Такъ какъ с есть произвольное положительное число, то при

у >  0  
ч>\у) =  — Ф (У)-

Но мы можемъ определить ty(y). В ъ  самомъ д ел е ,

J * e ~ xys\nxdx = — - — +  “  J * e ~ * vcos x d x ,

J * e ~ xycos x d x  =  —  —— ĉos * ----- \ e~*'J sin xdx>
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такъ что

Г t ~ " s in x d x = ~  ' - xv(cosx +  ys\nx)
J  1 + у

и (ср. §  190 )

ОО

y V * »  sin x d x  =  -  (^ ( c o s x  +  y s i n . ^
1 + ?

0

Такимъ образомъ, при у >  О

* ' & > — Т Г ?
Но и

а , .

' ( y ) = 2 J  /   ̂ (г/ ^  0)
-XIJ sin х 

X
“v - 1

также есть знакопеременный рядъ, абсолютныя величины членовъ 
котораго образую гъ убывающую последовательность. Абсолютная 
величина v-ro остатка меньше, чемъ

“ v 4V

/ -x y S in x  , I f *  . ,
£  a x  = ----------- /  s in x a x

*  flv -l \J
“v - 1  “v - 1

(V >  1 )

СлЬдовательно, рядъ сходится р а в н о м е р н о  при у ^  0 . Такъ 
какъ отдельные члены непрерывны при у ;>  0  (ср. §  2 1 3 ) , то от
сюда следуетъ, что и сумма <р (у ) непрерывна при у ;>  0 .

Такимъ образомъ, <р (у) arctg у есть функщя непрерывная 
при i/ ^ O  и имеетъ производную, равную нулю при у >  0 . Отсюда 
следуетъ (ср. §  6 8 ), что

<Р ( у )  -f- arctg у  =  с. (с есть постоянная)

Если у безгранично возрастаетъ, то arctg у стремится къ я/2, 
а <р ( у), какъ легко убедиться, стремится къ нулю. Поэтому

~  =  с и у (г/) =  —  arctg?/.
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При у =  О мы находимъ, что

-d x  =  ,

—  результатъ, намъ уже известный.
2. Пусть / (х, ij) будетъ функщя, непрерывная при

х ^  а0, с ̂ =у d,
и положимъ, что

со

Ч> (у) =Jf(x, y)dx
«<,

сущ ествуетъ, каково бы ни было значеше у изъ интервала (с , d).
Если а 0 <  й, <  а 2 <  • • • и стремится къ безконечности съ 

возрасташемъ п,  то

Ч>(У) =  Uj'fi.x, y)dx. (v =  1 , 2 ,  3, . . .)

" v - l

М ожетъ случиться, что этотъ рядъ сходится постоянно')  въ 
интервал-fe (с, d) и при томъ р а в н о м е р н о .2)  В ъ  этомъ случае 
(ср. §  1 7 2 )

d  <•;

J *  <Р {у) d У J { J f i x ,  у) dx'j dy,

или
с  * v_ l  

“ v  d

j  f(y)dy=2Jj* ( / f i x ,  y) dy j  d x .
C s - i

Отсюда вытекаетъ, что
со ч

f ( f ^ х ’ y^dy)dx

*) Т. е. для каж д ой  последовательности а0, а ,, а2, . . ., имеющей 
указанное свойство.

СО

J) Принято въ такомъ случае говорить, что интегралъ ( f (x ,  y)dx
ао

с х о д и т с я  р а в н о м ер н о  въ интервале (с,  d).
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сущ ествуетъ и что
d  с о  d

J * у (y )dy  — f ( x > y)d ij j  d x .
с a0 с

Сл%довательно, здЬсь можно интегрировать подъ знакомъ ин
теграла.

3 . Положимъ, что при

х ^ а 0, у ^ с 0

функщя f ( x ,  ij) непрерывна и нигде не бываетъ отрицательной. 
Положимъ далее, что интегралъ

ОО
J f ( x , y ) d x  въ  каждомъ интервале (с0 , с)
ао

со

У * f ( x ,  y ) d y  въ каждомъ интервале (д0 , а)

и интегралъ

сходятся равномерно1). Пусть, наконецъ, интегралъ функщй f ( x ,  у), 
распространенный на прямоугольникъ (а0, а\ с0, с),  будетъ меньше 
постояннаго числа К.

Обозначимъ черезъ J  верхнюю границу функщй

S J ' f ( x >y )d x d y ( а > а 0, с > с 0)
<“о> со> с)

и выберемъ числа а х и сх такъ, чтобы выполнялось неравенство

/i — ̂ ^ f ( x  ’ У^d x  d y ^  J  £ C^i ■̂> a o* Cy >  c0)

(e >  0 ) .
Тогда при a  l > a v с ;>  cx

a  с

/, =SУ * ( У * / ( * .  y) dy j  d x  ss  J .

*) Ср. подстрочное примечаше 2 на стр. 413. По § 172, No. 6 , мы
оо

могли бы также сказать, что функщя f  / (* , y)dx непрерывна при у > с0,

00
а функшя / / (* , у) dy — при х > а0.
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Отсюда видно, что интегралъ
ОО с

dx
ао со

существуетъ и имеетъ значеше, содержащееся въ интервале (/,,/>. 
Но по No. 2 этотъ интегралъ равенъ

с оо

j ( J ' f ( x ,y )dx) dy>
со а о

такъ что
с  оо

/,г=  J * [ J * f ( x , y ) d x j d y ^ k j .
со ао

Теперь мы можемъ придти къ выводу, что интегралъ
00 00

J*(y j* f(x> y)dx] dlJ
co ao

существуетъ и что значеше этого интеграла содержится въ интер
вале (/ ,,/ ).

Точно такъ же выводится, что
00 00

f ( f  ̂ Х' V>)dy) dx
ао со

существуетъ и имеетъ значеше, лежащее въ интервале (/ ,,7 ). Такъ 
какъ ]  —  /, < е ,  а е есть произвольно выбранное положительное 
число, то отсюда вытекаетъ, что

00 00 оо 00

S  (S уУ) dy) dx=S  Сff(x,y}dx)dy'
a 0 # c o  a o

§ 216. Обобщен1е теорем ы , изложенной въ  §  213 . Мы
будемъ теперь требовать отъ функщй f(x ,y)  одной только инте
грируемости въ прямоугольнике (а, Ь; с, d). Тогда функщя f {x ,y ) 
ограничена и поэтому, согласно § 148, существуютъ интегралы

1 1  
<р(у) = J'f{x ,y)dx, Ф(у) =у*/(*. y)dx\

а  а

(cm yzsd)
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<р(у)  есть нижшй, а Ф (у ) есть верхшй интегралъ функщй f ( x , i j )  
при постоянномъ у.  Если мы раздЪлимъ при помощи прямыхъ, па- 
раллельныхъ осямъ, прямоугольникъ (а ,  Ь; с, d)  на p q  частныхъ 
прямоугольниковъ

< * > - !’ V  V4- v  У0  (р. =  1 , 2 , . . v =  1 , 2 , . .  5 )

и обозначимъ черезъ nt нижнюю, черезъ 93> верхнюю границу
jXV JJ.»

функщй f ( x , y )  въ прямоугольнике (Л р  ДГ̂ ; y y_ l , y w),  то при 

У-,-1 ^  У; Й  У„

2  к  ~ v o -  *  ю  ^  ф (у , ) = 2  ^  ~  v o  >
|±-1 (1 -1

такъ что (ср. §  2 0 6 )

S ( 3 )  SS ( Уv —  y „ _ i )  <Р ( y „ )  ^  U (У, —  Уч- i )  Ф (У ,)  ^  S  ( 3 ) .

Пусть теперь 3  пробегаетъ особенную последовательность 
3 -в ъ .  Тогда

I™s(3) = limS(3) =У*J*f(x> y)dxdv-
(a, b; сt d)

Къ тому же пределу будутъ, следовательно, стремиться и суммы

— У ,_ ,М У Ч)  и 2 ( y ,  —  y ^ i ) 4 y J -

А это означаетъ, что интегралы

d d

J ’  <>>(У)^У И У *  Ф ( у ) < / у
с  с

сущ ествую тъ и оба равны

У* J ' f ( x , y ) d x d y ,
( а ,  Ь ;  с ,

Если функщя <о(у) такова, что въ интервале ( c , d )  постоянно 
имеютъ место неравенства

v(y)ig<o(i/)±S<X>(y),
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то интегралъ
а

У* <»(y)dy

сущ ествуетъ и также равенъ разсмотр-Ьнному двойному интегралу.

В м есто функщй <р (у) и Ф (ij) можно также исходить отъ 
функщй

d  d

Ф ( * )  = % / / ( * »  lj ) d V и ^  ( * )  =  У /C*» У)й У-
с с

Если въ интервале (а,  Ь) постоянно

ф (я) w (х) sg 'F (.v),
то

а ь
У *  ® (:y)dy=  У *  w(x)dx.

§ 217. Двойные интегралы, распространенные на нор
мальный области. Положимъ, что функцш <р (х)  и ф (х) непре
рывны въ интервале ( а , Ь )  и что при а  <  х  <  b

<р(х) <  ф ( * ) .

Н азовемъ область 33, определяемую двумя прямыми 

х  =  а  и х =  Ь
и двумя кривыми

у — ip(x) и у = ф (х),

н о р м а л ь н о ю  областью (въ  отношешй оси х - о в ъ ) ’ ). Пусть f (x ,y )  
представляетъ функщю, определенную въ области 28.

Мы будемъ теперь понимать подъ с наименьшее значеше 
функщй <р(х), а подъ d наибольшее значеше функщй ф(дг) въ ин-

’) Эта область состоитъ изъ Есехъ точекъ (х, у), удовлетворяю- 
щихъ услов!ямъ а - ^ х ^ Ъ ,  а  (х) g  у  ^  ф (х). Нормальная область въ отно- 
шенш оси у - о в ъ  представляется неравенствомъ а  й  у s  Ь, <р (у) ^  х й  ф (у ).

К о ва л е в с к ш .  Дпфферевщальное п интегральное исчпслеш е. 2 7
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тервал-fe (й, b) и будемъ разсматривать прямоугольникъ (а , Ь ; с, d) .
S3 содержится въ (а, Ь\ с, d).  Мы будемъ 

^ полагать, что / (х, у) —0 въ каждой точке 
прямоугольника (а,  Ь\ с,  d) , не принад
лежащей области 53. Тогда функщя 
f ( x ,  у) будетъ определена во всемъ 

■-У-с прямоугольнике ( а , Ь\ с,  d).
Если интегралъ

Фиг. 26.
J *  J tf ( x , y ) d x d y

(а, Ъ; с, d)

сущ ествуетъ, то мы его называемъ и н т е г р а л о м ъ  ф у н к щ й  f ( x , y ) t 
р а с п р о с т р а н е н н ы м ъ  на о б л а с т ь  3 3 , и обозначаемъ его знакомъ

S S ^ х ’ y } d x d v-

Этотъ интегралъ не изменяется, если заменить с меньшимъ или d 
бблынимъ числомъ.

§ 2 1 8 . Функц1я f ( x ,  у),  непрерывная въ  области S3. Мы
теперь примемъ, что функщя f ( x ,  у) н е п р е р ы в н а  въ области S3 ,

и покажемъ, что тогда интегралъ J * J * f ( x ,  y ) d x d y  сущ ествуетъ.
SB

Функщя f ( x ,  у) будетъ ограничена1) въ прямоугольнике 
(а,  Ъ\ с, d) ,  если мы ей припишемъ значеше нуль вне области S3. 
Точки разрыва этой функщй все  будутъ лежать на кривыхъ у =  <р(х) 
и у =  ^(х) .

Разложимъ интервалъ {а ,  Ь) на р  такихъ частныхъ интерваловъ 
(х  л  х1 ) ,  чтобы въ каждомъ частномъ интервале колебаше каждой 
изъ функщй <р (х)  и ^ (х )  было меньше, чемъ е (е >  0 ) .  Если тогда 

№Д ,иц) и М^ Му) соответственно представляютъ наименышя и

*) Если положить, что функц1я F(x,  у) равна / (* , у) въ  области 23 
и, далее, что при a-g.x-s.b  и у > Ь ( х )  постоянно F(x,  у) =  } ( х ,  ф(х)), а 
при а ^ х £= I  и у <ч> {х)  постоянно F  (х-, у) = / ( * ,  о (х )) ,  то функфя F(x,  у) 
будетъ непрерывна въ прямоугольнике <а , Ь; с, d). Наибольшее (наи
меньшее) значеше функцш F(x,  у) есть вм есте с ъ т е м ъ  наибольшее (наи
меньшее) значеше функцш f ( x ,  у).
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наиболыЫя значен!я функщй <р(х) и <}(х) въ интервал-fe <х , ,  ж )»
[А 1 (А

т о  для разложешя интервала (с , а)  мы воспользуемся значешями

" V  Mv.< ((1 = 1 , 2 , . . . , / )

Такимъ образомъ получается разложеше прямоугольника (а, Ь\ с, d) 
на частные прямоугольники, и тотчасъ же видно, что сумма част
ныхъ прямоугольниковъ, содержащихъ точки кривой у =  <р (х )  или 
«/ =  ']'(*)>  меньше, чЪмъ 2 е(Ь —  а).  Выбирая надлежащимъ обра
зом ъ число е, можно эту сумму сделать сколь угодно малой. П о
этому, согласно § 2 1 1 , функщя / ( х ,  у)  интегрируема въ  прямо
угольнике <й, Ь\ с , d), и, следовательно, сущ ествуетъ интегралъ

J * J * Д х ,  y)dxdy.  
s

Тотъ же результатъ получается, если функщя / ( х ,  у) ограни
чена въ области 53 и имеетъ разрывы на кривыхъ у — <р (х) или 
у  =  ^ ( * ) ,  но не имеетъ никакихъ другихъ разрывовъ въ области 9 3 .

Когда функщя g (х , у) ограничена въ области S3 и можетъ 
быть отличной отъ  нуля только на кривыхъ у =  <р (х) и у =  Ц (х), 
то  мы имеемъ такой именно случай. Ясно, что интегралъ функщй 
£ ( * >  У), распространенный на прямоугольникъ (a , b ; c , d ), равенъ 
нулю, такъ какъ при вы боре чиселъ g для выражешя

[А V

2 7  ( \ — V i ) & —  Л - i ) ^ ,

можно постоянно избегать кривыхъ у =  <р (х ) и у — ^ (х ).

Если J *  / ( х ,  у) dx dy сущ ествуетъ, то 
8

J *  J ' ( f + g ) d x d y  J ' f d x d y + Г  Г gdx dy =  Г  Г /dxdy.
8 8 8 8

Такимъ образомъ, интегралъ

S S Я х> у) dxdy

сохраняетъ свое значеше, если изменить значешя функщй /(х ,_у) 
на кривыхъ у =  <р (х )  или у — 'Ь (х ), однако же такъ, чтобы функщя 

/ ( х ,  у) оставалась ограниченною въ области 5 3 .
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§ 2 1 9 . И нтегралъ  

J *  J ' d x d y .
s

Какъ и въ  § 2 1 8 , мы возьмемъ разложеше 3  интервала (a , b y  
на р  частныхъ интерваловъ и обозначимъ соответственно черезъ 
in?, наименьшее и черезъ Му ( М ^  наибольшее значеше функщй 
<р (ф) въ частномъ интервале Воспользуемся этими зна-
чешями от,», ту, Му, My. (;х =  1 , 2 , . . , , p )  для разложешя интер
вала (с, d).  Тогда мы будемъ иметь разложеше прямоугольника 
( a , b ; c , d ) на частные прямоугольники j , y j , и пр»
надлежащемъ вы боре чиселъ /  *)

2  ~  v o  (Уу - л - 1 > д  • , = 2  (х *  ~  ~
i i = i

= 2 {х» -  v i ) (М » ~ с) ^ — v o  к  ~ с ) -
н= 1  р-=1

Когда 3  пробегаетъ особенную последовательность З ' въ > т0' 
получается

i ъ
J *  J * d x  dy — / «  (х) —  с) d х  —J * О  {x) —  c)dx .

Ч& а  а

Первый интегралъ справа есть площадь области, ограниченной ли- 
шями у̂ =  ф (х ), у =  с и двумя прямыми х = а , х —Ь\ точно т а к ъ ж е  
второй интегралъ есть площадь области, ограниченной лишями 
у =  ср(лг), у =  с и х =  а ,  х  — Ь. Разность есть п л о щ а д ь  о б 
л а ст и  23.

§ 2 2 0 . Формула разлож ен!я. Мы ограничимся случаемъ, 
когда функщя f ( x ,  у)  непрерывна въ области © .  В н е области 23 
мы полагаемъ функщю /(лг, у)  равною нулю.

Разлагаемъ область S3 на д в е  нормальныя области S3j и 23а 
непрерывною кривою у̂ =  ш (х), выбранною такъ, чтобы при a < ^ x < i b  
выполнялись неравенства 
______________________________________  <р(х)  <  < и ( х )  <  Ф ( х ) .

*) Функфя / ( х ,  у)  въ области В  равна 1 , а вне области 33 равна нулю.
*) Суммируя сначала по v при постоянномъ [л, находимъ, что

2  (Х у . -  V - j )  -  ’Л - i )  f y ,  =  -  V i )  ^  ~  V -
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Положимъ, что , у) =  f (x ,  у) во всехъ точкахъ области 
5В,, не лежащихъ на кривой у — <о (х ) . Пусть во всЪхъ другихъ 
точкахъ / ,(х ,у )  будетъ нулемъ. Положимъ, что функщя /2(х ,у )  
равна функщй f ( x ,  у) во всехъ точкахъ области 332 и равна нулю во 
всехъ другихъ точкахъ. Тогда во всемъ прямоугольнике (a ,b ;c ,d )

f (x ,y )  = / Л х>у) + / Л х>у)-
Функщй f (x ,  у), /, (х, z/), f 2(x, у) интегрируемы въ прямо

угольнике (a , b ; c , d ) (ср. § 218). Поэтому

S  S ^Х’ y)dxdy=J' J * f i ( x ’ y)dx d y J *  J*h (x, y)dxdy,
г д е  в с е  и н т е г р а л ы  р а с п р о с т р а н я ю т с я  н а  п р я м о у г о л ь н и к ъ  (а, Ь\ с, d), 

. и л и

J ' J ' f i ? '  y ) d x d y = J  J f ( x ,  у) dxdy +  J *  f f ( x ,  y )dxdy .1)
®  S i  a ,

Область 3 5  также разлагается на две нормальныя области пря
мою х =  с (а <  с <  Ь). Назовемъ ихъ 3 3 , ,  3 3 2 .  Очевидно,

S  S ^х> y)dxdy = S S *  ,y)dxdy + J 'J*f(x, у)dxdy.
»  8 , 8 ,

П р и м е н и в ъ  к ъ  о д н о й  и з ъ  д в у х ъ  ч а с т н ы х ъ  о б л а с т е й  $ 8 , ,  Я 3 2

и л и  3 3 , ,  3 3 2  о д и н ъ  и з ъ  д в у х ъ  в ы ш е п р и в е д е н н ы х ъ  с п о с о б о в ъ  р а з л о 

ж е ш я ,  п о л у ч а ю т ъ  р а з л о ж е ш е  о б л а с т и  3 3  н а  т р и  н о р м а л ь н ы я  о б л а с т и .  

П р и м е н я я  в н о в ь  к ъ  о д н о й  и з ъ  э т и х ъ  т р е х ъ  ч а с т н ы х ъ  о б л а с т е й  

о д и н ъ  и з ъ  д в у х ъ  с п о с о б о в ъ  р а з л о ж е ш я ,  п о л у ч а ю т ъ  р а з л о ж е ш е  о б 

л а с т и  3 3  н а  ч е т ы р е  н о р м а л ь н ы я  о б л а с т и  и  т .  д .  Е с л и  т а к и м ъ  п у -  

т е м ъ  п о л у ч и л о с ь  р а з л о ж е ш е  о б л а с т и  9 3  н а  р  н о р м а л ь н ы х ъ  о б л а с т е й  

т о  и м е е т ъ  м е с т о  с л е д у ю щ а я  ф о р м у л а  р а з 

л о ж е ш я :

S  J'f(.x>y)dxdlJ=J\fK x >V)dxdy-\------- h J* J f ( x , y ) d x d y .
»  8 , 8f  .

§ 221. Теорема о среднемъ значенш. Пусть f(x,  ij) бу
детъ функщя, интегрируемая въ области 53, и пусть m будетъ

*) Следуетъ принять во внимаше замечаше въ конце § 218.
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нижняя и 5Ш— верхняя граница функши f (x ,y )  въ области S3. Тогда

J *  J *m d x d y  ^  J *  J * f (x , i j )d x d y  ш J *  J ' w d x d y .
SB SB SB

Поэтому, если В есть площадь области 33, то

J * Г f(x, у) dxdy — Вй.
sb

есть значеше изъ интервала ( т ,9 Я ) .
Точно такъ же легко доказать общую формулу

У  f / (* , у) <р (х, у) dxdy =  / , ( * .  У) dxdy,
sb sb

<p(x,y) есть интегрируемая въ области 33 функщя, которая нигде 
не бываетъ отрицательной.

Если Д х ,  у) есть функщя, непрерывная въ области 33, то числа m 
и ЭЯ принадлежатъ къ значешямъ, принимаемымъ функщей Д х , у) 
въ области 33. Ибо построенная въ § 218 (подстрочное примЪча- 
H ie  1) функшя F(x,y)  имеетъ въ прямоугольнике (a ,b\c,d ) наи
большее и наименьшее значеше (ср. § 117).

Въ области 33 эта функшя f(x ,  у) принимаетъ также каждое 
значеше SB между trt и ЗЛ. Въ самомъ деле, числа

F(x,y) — trt, F(x +  h, y +  k) = Ш
принадлежатъ къ значешямъ функши F(x-\-ht, y-{-kt), непрерыв
ной въ интервале 0 ^  t ^  1.

Следовательно, въ случае, когда функщя Д х ,  у) непрерывна 
въ области 33, мы можемъ записать теорему о среднемъ значенш 
въ виде

S f f ( x >y)*(x ’ t i dxdy =  ,P($,-ri)fiJ  v (х, у) dxdy,
SB SB

где (<;, т)) есть точка изъ области 33.

§ 222. Особенный последовательности разложенШ об
ласти 33- Пусть 3  будетъ разложеше области 33 на конечное число 
нормальныхъ областей (ср. § 220). Если
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есть одна изъ этихъ частныхъ областей, у— наименьшее значеше 
функщй р(х) и 3— наибольшее значеше функщй а(х) въ интервале 
<а, [3>, то д1агональ прямоугольника { a , b \ c , d )  мы кратко будемъ 
называть д1агональю разсматриваемой области. Пусть b будетъ 
наибольшая длина д1агоналей въ разложенш 3  или> короче,— наи
большая д 1агональ разложешя 3 -

Последовательность разложешй З и  3»> Зв> • • • > подобныхъ 
разложешю 3»  мы будемъ называть особенн ою  п о сл ед о вател ь
ностью  З ' въ области S3, если эта последовательность обладаетъ 
свойствомъ: limbn =  0 , где Ь« означаетъ наибольшую д1агональ 
разложения 3„» Мы познакомимся съ примеромъ особенной после
довательности З ‘въ въ § 223.

Пусть / (* , у) будетъ функщя, непрерывная въ области S3, и 
ап—наибольш ее колебание функщй f (x ,  у) въ частныхъ обла- 
стяхъ разложения 3 „ , такъ что ни въ одной изъ этихъ областей 
колебаше не больше, чемъ а„, и, по крайней мере, въ одной оно 
равно о„. Если теперь З и  Зг> Зз> • • • есть особенная последова
тельность З 'въ> т0

lim а„ =  0.

Это непосредственно вытекаетъ изъ того, что построенная въ § 218 
(подстрочное примечаше) функщя F(x, у) непрерывна въ прямо
угольнике (a , b ; c , d ) и потому обладаетъ свойствомъ равномерной 
непрерывности (ср. § 211, No. 2 и подстрочное примечаше на 
стр. 403).

Если
S3,, 93а.............33,

суть частныя области разложешя 3 ,  то п0 § 220

Г  У) dx d y  =  2  f  f f i * ,  y)dxdy-
S

Ho no § 221

J  y ) d x d y =  Д ,/ ,.
э

Здесь S v означаетъ площадь области 33v, a f t есть значеше функ- 
ши f(x ,  у) въ области 33.,.
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Такимъ образомъ,

, у)dxdy
а

Пусть теперь /, будетъ какое-либо значеше функщй / (х , у) 
изъ области 93,. Тогда

24/; - / / Я*,}') d^ y I s=2X | /v - / Ч | -  5а 1),
»

и, когда 3  пробегаетъ особенную последовательность З ' въ 
3 i> 82. Зз> • • то

lim 27 Д,Л = ' f f ( * , y ) d x d y .
8

Такимъ образомъ установлена следующая теорема:
П усть / (х , у) будетъ функшя, непрерывная въ нор

мальной области 93. В озьм ем ъ разлож еш е 3  области 58 
на р нормальныхъ областей 33,, 332, 933, . . . ,  93р. П усть В, 
буд етъ  площадь области 93, ,  а /,— какое-либо значеш е 
функцш / (х , г/) въ области 93, (v =  1, 2 , . . . , р). Когда 3  
п р о б егаетъ  особенную  п о сл ед о вател ьн о сть  3 " в ъ ! т0 с Умма

©(3 )=24/v
V = 1

стремится къ пределу

S S х̂' y)dxdv-
§ 223. П ри ведете двойного интеграла к ъ  двум ъ про- 

сты м ъ интегрироваш ямъ. Кривыя

и прямыя

у =  п  (х )  =  <р (х) +  J  {  ф (х ) —  9 ( х ) }

х = x v = a +  j ( b  — а)

( v =  1, 2 ,  . . . , Р —  1)

*) с есть наибольшее колебаше въ частныхъ областяхъ разложе
шя , 3 ,  а В есть площадь области 5 8 .
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разлагаютъ область S3 на р 2 йормальныхъ областей, и 3 i» 8 а> Зз> • ■ • 
есть , очевидно, особенная последовательность З ‘ въ '

Если функщя / ( х ,  у)  непрерывна въ области 33, то функщя

ФО)
F ( x ) = j ' f { x ,  y ) d y  

непрерывна въ интервале (а ,  Ь) . В ъ  самомъ д е л е 1) ,

р  T v W

F(x) =2 ,//(*• y)dy = Ш*) —*(*)}—
V=1  < P v - l «

При этомъ

П - i  (ж) < У у < 9 Л * ) -

Первый изъ двухъ сомножителей, на которые мы разложили функщю 
F ( x ) ,  непрерывенъ въ интервале (а ,  Ь).  В се приводится только къ

доказательству непрерывности второго множителя Сг(х) = — —— -■

Если lim x  =  x ,  то почти в се  числа х  будутъ удовлетворять 
неравенству

I _ 1 .. Ь — я 
—  •

Тогда точки (х ,  _уч) и (х ,  у )  лежатъ либо въ одной и той же, 
либо въ смежныхъ частныхъ областяхъ разложешя Q . Поэтому, 
если ef  есть наибольшее колебаше функщй / ( х ,  у)  въ этихъ част
ныхъ областяхъ, то

1/ ( * .  У0 — '/ (*»  y J  I =  2at>

а потому и

2 / (* , Уч) 2 / ( < / ч)
2  @р •

Такъ  какъ lim 0̂  =  0 ,  то отсюда следуетъ, что

lim G ( x )  =  G ( x ) .

*) Мы полагаемъ ® (.г) =  ф„ (х) и ф ( х )  =  о (х).
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Частныя области разложешя лежания между двумя
прямыми х =  х  и ж =  ж все  имеютъ площадьJX— 1 (1

В ,  =  ± / { * ( * ) - ?(*)}<*ж =

где ж , <  2̂  <  ж^. Выражеше

2 ’( ^  — ^ _ i )  •?■(?„).
(Х=1

въ виду соотношешй

cv \ ф CsJ — ? (Sa) V» ,,  ̂ ч

можетъ быть написано въ виде

Z Z B J K '  U -[Х=1 V=1 г Г- Г-

Когда /> пробегаетъ последовательность 1 , 2 ,  3 ,  . . . , то эта сумма 
приближается къ

S J*f(x'y)dxdy-
Съ другой стороны,

_ р

Нш

Поэтому справедлива формула

Ь ф (х)

Р Ь

У *  ' , / / ( * ' * )  d x d y —J *  / (ж , y) dy)  dx.
a 9 ( * )

Эту формулу можно доказать и такъ:
Разложимъ область SB при помощи прямыхъ ж =  х^ на р

1) а  =  х 0, Ъ =  х
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частей 3 9 ,, 9 3 » , . . . ,  33 ,̂. Обозначимъ соответственно черезъ т^{гпу) 
наименьшее, а черезъ Мц (М ^) наибольшее значеше функщй <р (х )  
и ф (х) въ  интервале <лг^_!, Мы введемъ еще символъ m'^t 
имеющШ следующ ее значеше.

Если Мр^Шу. ,  то мы полагаемъ — Если М^>тп^,  
то мы полагаемъ гп̂  — М^.  Тогда постоянно

О ^  Му. —  т\  ^  Мц —  т^.

Черезъ О,  мы обозначимъ прямоугольникъ

(Х ц -ь  Х-, Мр, ml) .

Пусть с будетъ наибольшее колебаше функщй <р(х) и ф (х) въ 
частныхъ интервалахъ (х^-1,х ^ ) ,  а 5Ш— наибольшее значение вели

чины |/(х, у)\ въ области $В.
Тогда

| J *  J ’f{x,  y)dxdy —J *  J * f ( x> у) dxdy g 2  cr (jĉ . —  ^ - i ) ;
O ' [Д.

поэтому

\ f  f f ( x , y ) d x d y - 2 f  J*f(x, y) dxdy s= 2 a ( i  —  а) 9Л.

Съ другой стороны,

Ф<4>
j f ( x ,  y ) d y —  f f ( x ,  y) dy
<? (*) \>

(лг -̂ l  =S= X 2= X,,)

следовательно,

x  Ф  ( x )  m 'n

\ f ( f f ix ,  y ) d y ) d x - f ( f  f { x , y)dyjdx ^ 2 a ( x v.— x v. - i ) m .  
*ц- 1  ?(*•> V - 1

По §  2 1 3  можно написать:

X fA w / [ i

J * ( J ' f ( . x ,y ) d y j d x  =  J * J * f { x ,  y)dxdy.
V - 1
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Поэтому

y)dy) dx~ f(x’ y)dxdV =2° {Ь — а)Ш

Такъ какъ число а можно сделать произвольно малымъ, то отсюда 
сл едуетъ , что левая часть есть нуль.

Ещ е легче придти къ этому результату, если вместо того, 
чтобы опираться на § 2 1 6 , принять, что функщя f { x , y )  равна 
нулю повсюду вне области S3 .

§ 2 2 4 . Д во й н ц е  и н те гр а л ы  в ъ  п р о и з в о л ь н ы х ъ  огр ан и - 
ч е н н ы х ъ  о б л а с т я х ъ . Пусть §1 будетъ произвольная ограниченная 
область, т. е. область, которая можетъ быть включена въ прямо
угольникъ (a , b \ c , d ) . Положимъ, что въ области 31 определена 
функщя f ( x ,  у). Мы распространяемъ определеш е функщй /  на 
прямоугольникъ { а ,Ъ \ с ,  d),  принявъ, что она равна нулю въ каж
дой точке, не принадлежащей области 31. Если интегралъ

сущ ествуетъ, то мы его называемъ интеграломъ функщй /, распро- 
страненнымъ на область 31, и обозначаемъ черезъ

Мы ограничимся случаемъ, когда область 31 можетъ быть раз
ложена на конечное число нормальныхъ областей *) (ср. фигуру 2 8  
на стр. 4 4 2 ). Пусть, далее, функщя f ( x , y )  будетъ непрерывной 
въ области 'й . Если мы обозначимъ черезъ 951( S32 , S33 , • • . ,  3 ^  
упомянутыя нормальныя области, то функщя f ( x , у) будетъ непре

*) Мы допускаемъ о б а  рода нормальныхъ областей, т. е. нормаль
ныя области относительно оси х -овъ  и таюя же области относительно 
оси у-овъ.  Въ разложеше области 31 могутъ входить нормальныя об
ласти обоихъ родовъ.

S S^x,ŷdxdy
{ а ,  Ь ;  с ,  d )

х,  у) d x d y .
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рывной въ каждой области S3,. Существуютъ, следовательно, ин
тегралы

S J f ( x>y)dxdy. (у = 1,2
a v

Пусть теперь / ,(х , у) будетъ функщя, которая равна /(%, у)- 
внутри области 23, и равна нулю повсюду вне этой области. Тогда 
въ прямоугольнике (а, Ъ\ с, d), за исключешемъ границъ отдЬль- 
ныхъ областей §3,,

/(*> У) =  / i( * .  ?/) +  ■•• + f t (х, у).
Изменяя значеше каждой функщй /, (х ,у ) на границе области 33v, 
мы можемъ достичь того, чтобы предыдущее равенство имело место 
во всемъ прямоугольнике (а,Ь; с, d).*) Принявъ во внимаше, что 
при этомъ величина интеграла

. / / / •  (лг, у) dxdy
e v

не изменяется, находимъ, что
р р

У У) dxdy = 2  J  f  /,(*, у)dxdy— J *  J'f(x,y)dxdy.
Я  v = l  S B , ^ = 1  ® v

Разложивъ область 51 на конечное число областей 31,, , . . . ,  ,
изъ коихъ каждая можетъ быть разложена на конечное число нор
мальныхъ областей, имеемъ:

г

J У * Д * -  У)dxdy = 2 /  j ' f (x ,y )d x d y ,
Я  р = 1  Я р

ибо къ каждой области 21 р можно применить только-что выведен
ную формулу

Положимъ, что функщй f(x ,  у) и f  (х, у) непрерывны въ об
ласти 31 и что функщя <р(х, у) нигде не имеетъ отрицательнаго зна
чешя. Если опять разложить область 21 на р нормальныхъ областей,
33,, то будемъ иметь (ср. § 221):

т J *  J*tpdxdy  ^  J * J ' f / p d x d y  й  МJ *  J*<pdxdy,
®, » ,  ®v 

________________ (v =  1 , 2 , . . . , / » )
*) Можно, напримеръ, принять, что /, (х, у) = -yf(x, у), если точка 

х ,  у принадлежитъ частной области 33, и еще k — 1  частнымъ областямъ.
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где т есть наименьшее, а М—наибольшее значеше функщй f (x ,  у) 
въ области 31. Отсюда следуетъ, что

т J *  J*<pdxdy ш J * j f < p d x d y  ^  МJ '  J*<pdxdy,
я

и мы можемъ положить

Г  J*fcpdxdy  =  К ^  J *  tpdxdy 
ж я

(т ш К ^ М ). Если тч есть наименьшее, а М.,— наибольшее зна
чеше функщй f{x,  у) въ области то число К  наверно распо
ложено въ одномъ изъ интерваловъ

(W jjJVfj), -Mj), • • •, {тр^Мр).
Поэтому, согласно § 221, въ области 31 имеется такая точка (?, г\), 
что Я = / (? , v]). Но тогда

Г  J' f(x ,y)<p(x,y)dxdy J*<p(x,y)dxdy.
И 31

Положивъ >р{х, у) — 1, мы имеемъ формулу

S S^x’ ŷdxdy ==f̂ > гйА'
Щ

Такимъ образомъ, Л , т. е.

Г  dxdy  — J '  f d x  dy =  Е 5 ч,
St ® v

есть площ адь области 21.
Пусть 3  будетъ разложеше области 21 на частныя области 

2Хг, 31а, . . ., Жг, изъ коихъ каждая можетъ быть разложена на ко
нечное число нормальныхъ областей. Каждую область 21р мы заклю- 
чаемъ въ возможно малый прямоугольникъ (др, с9, df) и назы
ваемъ д1агональ этого прямоугольника д1агональю области 21р. Наи
большую д1агональ, встречающуюся въ областяхъ 2Ij, 21г , . . ., 31г, 
мы называемъ наибольш ею  д1агональю разложешя 3 -  Последо
вательность З п  За» Зз> • • • разложенШ, подобныхъ разложешю 3> 
мы называемъ особенн ою  последовательностью 3 ‘ 0ВЪ> когда 
lim Ьп =  0 . Здесь Ья означаетъ наибольшую д1агональ разложешя З ге •
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Пусть Qfy, г/р) будетъ произвольная точка области 21,. Тогда

сумма
г

® ( 8 ) = 2 / ( * Р >yf) A f i A 9 = S S d x d y )
р = 1  sip

отличается отъ  выражешя

Г ff(,x,y)dxdy^2JJ' у)dxdy =£/(%’\)Ар
St Stp

менее, чемъ на а А ,  гд е  о означаетъ наибольшее среди чиселъ 
| / ( 5  , 4  ) — f ( x?, y 9)\’ Когда 3  пробегаетъ особенную последова
тельность 3 *о въ > 7 0  0 ^  0 - Чтобы убедиться въ  этомъ, следуетъ
представить себ е  область 21 разложенною на нормальныя области 
SB j, 932 , . . 58^. Следуетъ выбрать число 3 ( >  0 )  такъ, чтобы две
точки, расположенныя въ двухъ не прилегающихъ другъ къ другу 
областяхъ, были удалены другъ отъ друга больше, чемъ на 3. *) 
Если теперь

lim (хп —  х п) =  lira (уп— уп)  =  0 ,

то  при п Sg V

V  (*„ — хпУ + (Уп — У,У <  3 •
Точки (лгп, г/п) и (хп, у п) лежатъ тогда въ  одной и той же или въ 
двухъ смежныхъ нормальныхъ областяхъ. Если распорядиться раз- 
ложешемъ области 21 такъ, чтобы колебаше функцш f ( x ,  у)  въ 
каждомъ частномъ интервале было меньше, чемъ е (по §  2 2 3  это 
возможно), то при п v будетъ иметь место неравенство

!/ ( * „ . У „)—  / ( * « ,  £ ) ! < « •
А это означаетъ, что

Н® {/(*., Уп)—/(*,> Уп)} =  °-
') Легко установить существоваше такого числа 5 . Следуетъ при

нять во внимаше, что кривыя х = /(/), у =  g (t), a g  / s  Ъ и x =  F(u), 
у =  G (и), c £ n s  J ,  имеютъ кратчайшее разстояше, если функцш f , g ,  
F  и G непрерывны. Это есть наименьшее значеше функц'ш

О) (<,«) =  { Д О  -  F(u) }» +  { g (t) -  G (и) }*

въ  прямоугольнике (а, Ъ\ с, d). Если кривыя не имеютъ общей точки, 
то кратчайшее разстояше больше нуля.
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Такимъ образомъ,

f  J / (* ,  у) dxdy  =  lim H f ( x f , yf)Af 
%

въ случай, когда 3  пробегаетъ особенную последовательность раз- 
ложешй.

§ 225. Криволинейные интегралы. Пусть <p(t), ф(/) и X (i) 
будутъ функщй, непрерывныя въ интервале (а, Ь), и положимъ, что

{ 9 ( 0 - 9 > ( 0 } *  +  { Ф ( 0 - Ф ( 0 } * + { Х ( 0 - Х ( 7 ) } * > о ,

пока t, t суть два различныхъ значешя изъ интервала (а, Ь). 
Равенствами

( ! )  *  =  <*>0 0 , У =  ф (0 » К =  Х(*) ( a ^ t ^ b y

тогда представляется, какъ это принято говорить, непрерывная про
стая кривая. Точка А, соответствующая значешю t =  а, называется 
начальною точкою кривой, а точка В, соответствующая значе
шю t = b ,  называется ея конечною точкою.

При посредстве переменной t между точками кривой f уста
навливается определенный порядокъ. Если точка P t соответствуем 
значенш t =  tx, а точка Ра— значешю ( > * , ) ,  то мы скажемъ,.
что Р4 сл ед у етъ  за Рх и будемъ писать:

л - < л -

Черезъ ( Р , , Рг> мы обозначаемъ кривую

x =  q>(t), у =  <]>(*), i  =  Х (0 -  (г ,г= *£= / г>

Если на кривой f выберемъ точки Р ,, Р2, . .  Ря_ 1, такъ что

А - ^ Р ^ . - . - ^ Р ^ В ,

то кривая { разложится на п частей того же свойства, что и f ,  i  
именно на части

{А,РХ), <Plf  Р . ) ,— , <Pn_v B>.

Такое разложеше мы будемъ обозначать черезъ 3 ’ М аксималь
ною хордою  разложешя ^ мы называемъ длиннейшую изъ хордъ
Л Р 1, Р 1Р „ - > Р. _ 1 В. *)

*) Эти хорды должны измеряться положенною въ основаше еди
ницей длины.
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Подъ особенною последовательностью 3 _овъ кривой f мы по- 

нимаемъ последовательность 3 i» За» 3 »» • • • разложенШ, обладаю- 
щихъ тем ъ свойствомъ, что \\mlp =  0.  При этомъ 1р обозначаетъ 
максимальную хорду разложешя Qp •

Положимъ, что на кривой 6 определены д ве  функцш /  и g,  
т. е. каждой точке Р  на S соответствуетъ число f ( P )  и число g  (Р). 
Сделаемъ какое-либо разложеше 3  и обозначимъ черезъ Q  произволь
ную точку части , Рч) . ' )

М ожетъ случиться, что
п

© ( 3  ) = % № , )  { s { P 4) - g { P ^ ) }
•*=1

стремится къ некоторому пределу, когда 3  пробегаетъ особен
ную последовательность 3 _овъ- Мы обозначаемъ этотъ пределъ 
черезъ

f / d g
I

и называемъ его к р и в о л и н е й н ы м ъ  и н т е гр а л о м ъ .
Если иначе „ор!ентировать“ кривую f , т. е. обратить порядокъ, 

установленный для ея точекъ, то интегралъ умножится на —  1 , т. е.

f f d g  =  ~ f f d g-
( А  В )  { В  А )

Черезъ (В А)  мы обозначаемъ обратно ор1ентированную кривую Е. 
Если криволинейные интегралы

fptgp
t £

сущ ествую тъ, то ихъ сумму изображаютъ черезъ

J *  (/i d g\ +  ■ • • +  fpdgp)
t

и это выражеше также называютъ криволинейнымъ интеграломъ.
Криволинейный интегралъ есть обобщеш е простого опредЬ- 

леннаго интеграла.

*) Т о ч к у  А мы о б о з н а ч а е м ъ  ч е р е з ъ  Р0) а  т о ч к у  В ч е р е з ъ  Р„. 

К о в а л е б с к ш . Дифференциальное и интегральное исчислеш е. 2 8
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§ 2 2 6 . Формула разлож еш я. Если интегралъ

J f i l
I

сущ ествуетъ, то сущ ествуетъ и интегралъ

f / d g ,
( А Р )

при чемъ Р  есть какая-либо точка кривой t . *)
Сначала докажемъ следующ ее:
Каждому положительному числу е можно противопоставить 

такое положительное число 5 , что

t
коль скоро максимальная хорда разложения 3  меньше, ч%мъ В.

В ъ  самомъ д е л е , если б ы е  =  е0 ( > 0 )  составляло исключеше, 
то, положивъ 8 =  1/и ( я =  1 , 2 , 3 ,  . . . ) ,  можно было бы составить 

такое разложеше 3 „ и такую сумму ©  ( 3 „)> ч т 0  выполнялось бы 
неравенство

\ f f d g  —  @ ( 3 „ ) | ^ s 0l
1 t

несмотря на то, что максимальная хорда разложешя 3 „ меньше, 
чемъ 1/и.

Последовательность 3i> 3 i > 3»« • • ■ явно представляетъ собою 
особенную последовательность З ' въ - Однако же равенство

lim @ ( 3 J  =  J * f d g .
t

не выполняется.

Если сделать такое разложеше 3 *  части { P tB) ,  въ которомъ 
максимальная хорда была бы меньше, чемъ 8 , и разсмотреть на 

части ( А Р )  два разложешя 3  и 8  того же свойства, то будемъ 
иметь:

< £ , 

<  ® >

*) Мы полагаемъ этотъ интегралъ равнымъ нулю, когда точка Р 
совпадаетъ съ точкой А.



Ф О Р М У Л А  Р А З Л О Ж Е Ш Я . 4 3 5

а потому

t @ ( 3 ) - @ ( S ) i < 2 e .

Отсюда на основанш критер1я К ош и  вытекаетъ, что lim © ( З л)

сущ ествуетъ, если 3 i> 3 »» Зз> • • • есть особенная последователь
ность 3 ' 0ВЪ на {АР) .

Сущ ествуетъ поэтому интегралъ отъ fdg,  распространенный 
на (А Р) ,  а, следовательно, и на ( Р В ), и мы, очевидно, имеемъ:

f f dg =  f f d g  +  J * f d g .
I {A P) <PB)

Вообщ е справедлива формула

J ' f d g  =  J ' f d g  +  J * f d g +  Y j f d g .
t {APt) (Pt P,) (pn - l  B)

(A  - <  Pt - <  • • • - <  Pn_ x - <  В)

Подъ ц е п ь ю  простыхъ кривыхъ мы будемъ разуметь р та- 
кихъ простыхъ кривыхъ

что конецъ кривой J , ( v  =  1 , 2 , . .  , ,р  —  1 ) есть начало кривой 
E»+i- Мы обозначимъ черезъ I кривую, составленную изъ кривыхъ 
flt Еа, . . ., tp, взятыхъ въ этой последовательности.

Если интегралы

J ' f d S> J ' f d g , - - - ,  J f d g
i, t,

сущ ествуютъ, то мы полагаемъ ихъ сумму равной

J f i s

и называемъ ее интеграломъ отъ fdg ,  распространеннымъ на I .  
Если есть другое разложеше кривой I на цепь про
стыхъ кривыхъ, то оба эти разложешя совместно доставляютъ 
третье разложеше кривой I на простыя кривыя f t , Е'2 , . . . ,  t'p>. Оно 
составляется изъ первыхъ двухъ черезъ подразделеш е кривыхъ
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f v и t~. Применяя выведенную раньше формулу, находимъ, что

§ 227 . Соотношение между  

j*fdg и J  ydf.
t £

Мы допустимъ, что первый интегралъ существуетъ и дока- 
жемъ, что тогда и второй будетъ существовать.

Мы должны будемъ разсмотрЪть для этой ц-Ьли выражеше
н

©  ( 3 )  =  2  S т  { / Ю  }■
v = l

Ясно, что
п

©  ( 3 )  =  2  № )  - д ш  ] + g т  и ш  ] }  •
V = 1

Но теперь можно написать:

Н <2 , ) [ / Ю - / ( Ш ]

= g  -  *  т / т  - /  ю  t ^ ( Л )  -  *  с ш  ]
и

= ^ ( ш д ш  -  g (Р-ЖРЛ - я р - j  t g т  -  g с р ч- о  ],
такъ что

п

©  ( 3 ) = 2  -  g ( р - ж р . - j  у
V =1 

я

-  2  </Cp,- i) [ * (&) -  * ] + ДЛ) t g (Рч)-g(QJ) у.
v=l

Первая сумма справа равна
а. 1

i f g ) j = f ( B ) g ( B ) - f ( A ) g ( A ) .

Вторая сумма справа есть такое же выражеше, какъ и ©  ( 3 )  въ § 225.
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Если 3  пробегаетъ особенную последовательность 3 *о в ъ , т 0

lim® СВ ) =
I

Такимъ образомъ, мы имеемъ следующ ее предложеше:
Е сл и  о д и н ъ  и з ъ  д в у х ъ  и н т е г р а л о в ъ

J tf dS’ J * s df
Г t

с у щ е с т в у е т ъ ,  т о  с у щ е с т в у е т ъ  и д р у г о й , при ч е м ъ

f f ds + f s df = U s t f

§ 2 2 8 . С л у ч ай , к о гд а

f f d g
i

с у щ е с т в у е т ъ . Пусть /  будетъ н е п р е р ы в н о й , a g — у б ы в а ю щ е й  
функщей на кривой f ,  т. е. пусть будетъ постоянно

* (Л) £*(?,),
если

Р ~ < Р * .

Покажемъ, что при этихъ услов1яхъJ * f d g  с у щ е с т в у е т ъ .
I

Прежде всего докажемъ следующ ее:

Е с л и  3 , ,  З г»  З з !  • • • е с т ь  о с о б е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь 
н о с т ь  3 _ о в ъ  и есл и  а„ е с т ь  м а к с и м а л ь н о е  к о л е б а ш е  ф у н к- 
ш и  / ( * ,  у) на ч а с т н ы х ъ  д у г а х ъ  р а з л о ж е ш я  3 „> т о  П т а „  =  0 .

Если <г есть точка сгущешя ограниченной последовательности 

Oj, <га , и3, . . . ,  то изъ последовательности 3 i> 3 s> Зз> • • • можно 

выделить такую последовательность 3 d  3 *) Зз> • • •> что lim 3» - 5- 

Пусть ( Ап, В п) будетъ частная дуга разложешя 3 „ > н а к о т о * 

рой /  имеетъ колебаше а„. Положимъ, что точка А п соответствуетъ 
значешю t — а„, а точка В„ соответствуетъ значешю t — Ь„. Мы вы- 
деляемъ изъ последовательности а у, а.г , а э , . . . сходящуюся частную 
последовательность д / , а2', а 3', . . а изъ последовательности
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з̂> • • •> сходящуюся частную последовательность 
i'a', . . . .  Положимъ, что

lim а '  — а',  lim 6 ' =п '  п 1

и что у4и', Б я', А ’, В 1 суть точки, соответствуюиця значешямъ t =  a j ,  
t =  b j ,  t = a ' ,  t =  V. Тогда, въ виду непрерывности функщй <p(t),

m  * ( 0 .
lim Л  ' В ’%= А '  В ' \п п

А такъ какъ
lim А '  В  ' 2 =  О,п п *

иб °  3 d  Зг> Зз> • • • есть особенная последовательность 3 ‘ 0ВЪ1 то 

т . е.
а' — V . *)

Если обозначить черезъ ся' колебаше функщй f ( x ,  у) на д у ге  
( A J ,  Вп'), то lim a j  =  а. Пусть же теперь / (2I J )  будетъ наимень
шее, а / (© „ ')  наибольшее значеше функщй /  на (Л я', 2?я') ,  такъ что

/ ( » : ) - л * . 1) — :•

Если 21я' соответствуетъ  значешю г =  а я' и © я' со о т ве тст ву е м  
значешю J =  6Я' , то

a ' a s a ' - a s i '  и / x ' a s b ' s s * ' ,И Я И п 11 п 7
такъ что

lim a j  =  а 1, lim 6Я' =  а'.

Но отсюда следуетъ, что 

« =  lim

Такимъ образомъ, ограниченная последовательность o-j, a2 , cr3 , . . . 
имеетъ одну только точку сгущешя, а именно— нуль. Поэтому lim <j„=0. 

Теперь мы въ состоянш доказать сущ ествоваш е интеграла 

. Такъ какъ lim с„ =  0, то число v можно выбрать такъ, что ап
I
будетъ меньше, чемъ е при w i > v .  И зъ совокупности разложешй

*) Вспомнимъ, что I есть п р о с т а я  кривая.
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3 - .  и  3 »  (п Р* v )  п о л у ч а е т с я  р а з л о ж е ш е  3 *  к р и в о й  i . Л е г к о  у с т а 

н о в и т ь ,  ч т о

l ® ( 3 v )  —  ® C 8 . ) I  < ° A S ( A )  —  g ( B ) } < e { g ( A )  —  g ( B ) }
И

т а к ъ  ч т о

1 © ( & ) - © ( 3 „ ) 1 < 2  s { g ( A ) - g ( B ) } .

О т с ю д а  с ъ  п о м о щ ь ю  к р и т е р ! я  К о ш и  в ы в о д и т с я ,  ч т о  И ш © ( 3 „ )  С У '  

щ е с т в у е т ъ 1 ) .

Е с л и  н а  к р и в о й  t  ф у н к щ я  g е с т ь  ф у н к щ я  с ъ  о г р а н и ч е н н о ю  

Bapiauieft, а  ф у н к щ я  f (x )  н е п р е р ы в н а ,  т о  и  в ъ  э т о м ъ  с л у ч а й  с у 

щ е с т в у е т ъ  и н т е г р а л ъ  J ' f d g ,  и б о  g  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в ъ  в и д Ь  

I
р а з н о с т и  д в у х ъ  у б ы в а ю щ и х ъ  ф у н к щ й .

П р и м 1 > н е н 1 е .  П о л о ж и м ъ ,  ч т о  F ( x )  е с т ь  ф у н к щ я ,  м о н о т о н н а я  

в ъ  и н т е р в а л е  ( а ,Ъ) ,  a  G ( x )  е с т ь  ф у н к щ я ,  и н т е г р и р у е м а я  в ъ  и н т е р -

х
в а л е  {а, Ь). Т о г д а  и н т е г р а л ъ  J *  G(x)dx н е п р е р ы в е н ъ  в ъ  ( а,Ъ) .  С о -

а
о б р а з н о  с ъ  в ы ш е и з л о ж е н н ы м ъ  с у щ е с т в у е т ъ  п о э т о м у  и н т е г р а л ъ

Ь X
G(x) dxj d F (х),

a  a

а ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  ( n o  §  2 2 7 )  и  и н т е г р а л ъ

b x

f  F(x)d f  G(x) dx,
a a

п р и  ч е м ъ

b x b x b

f 'F ( * ) d  J*G + / ( / G« dxj dF(x) = F(b)y* G(x)dx.

* )  Ч т о  п р и  э т о м ъ  п о с т о я н н о  п о л у ч а е т с я  о д и н ъ  и  т о т ъ  ж е  п р е д е л ъ ,  

з а в и с и т ъ  о т ъ  т о г о ,  ч т о  3 i ,  3 j ,  3 2 ,  3 > , . . .  б у д е т ъ  о с о б е н н о ю  п о с л е д о в а 

т е л ь н о с т ь ю  3 - о в ъ ,  к о л ь  с к о р о  3 » ,  3 2 ,  Sz, ■ • • и  3 , ,  3 2, З 3 ).■. с у т ь  о с о б е н -  

н ы я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .
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Но при х ,_ 1  ^  X., ^  Хч выражешя

%
F ( х , ) у  G { x ) d x  и F ( x )  G (х ,)  (x v—  x v_ i)

*v-l

различаются не больше, чемъ на

М2?(Хч —  x v_ i ) a v,

где ач есть колебаше функщй G ( x )  въ интервале ( x „ _ i ,x v), а М  
обозначаетъ наибольшее изъ чиселъ | jF(a)| , |F(^ )| . Поэтому

Ъ х ъ
J * F { x )  d ( J * G  (x )  dx  'j — J * F ( x )  G ( x ) d x . ' )
a a a

Принявъ во внимаше, что F ( x )  есть монотонная функщя и
X

что функщя J * G ( x ) d x  непрерывна, легко убедиться въ томъ, что
а

Ь х  £

G  (х )  dx)  d F ( x )  =  {  F(b)  —  F  ( a ) }  J * G ( x ) d x
a a a

{a  ^  5 =  b). Такимъ образомъ, мы наконецъ получимъ (ср. §  162) 
формулу второй теоремы о среднемъ значенш:

Ъ i Ъ
J F ( x )  G ( x ) d x  =  F ( a )  J G ( x ) d x  +  F ( b )  j *G ( x ) d x .
и a 4

§ 2 2 9 . Ф о р м у л а  Гри н а (G r e e n ) . Положимъ, что функщй 
/ ( х ,  у) и f ' ( x ,  у)  непрерывны въ нормальной области 3 3 .

По § 2 2 3
ь ф о )

I f f ;  (х,  y ) d x d y  =  f ( f f y( x , y ) dlj ) d x.
Э « '■? О)

*) Эта формула справедлива всегда, когда функцш F  и G интегри
руемы въ интервале {а, Ъ). Если G(x) — H'(x), то она переходитъ въ

ь >
f  F  (х) d Н (х) =  f  F  (х) IV (х) dx.
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А такъ какъ (по § 156 )
К*)

/ „ '( * ,  y ) d y = f ( x ,  ty(x))— f ( x ,  <р{х)).
?оо

то
о и

S S^(x' y)dij= ff(x’ ̂ )̂dx~J'f(x' <p(x))dx-
58 a  a

Если обозначить черезъ f2, f 3 , (ср. фиг. 2 7 )  четыре 
кривыя, ограничиваюиця область 3 3 , то

J* f ix ,  y)dx =  О , J *f(x, у) dx =  О,

t,
b

J * f i x  у У) dx =  J * f  (x , 4>{x)) dx,
I, a

b

J * f  (x, y) dx =  — J* f (x ,  x))dx.
i.

Мы можемъ поэтому написать:

S S ^ i - X' y)dxdy = — J f i x , y)dx>
»  so

при чемъ J ' f d x  означаетъ интегралъ отъ fdx,  распространенный на
50

всю границу области 33. З д Ъ с ь  э т а  гр а н и ц а  о р 1е н т и р о в а н а  
т а к ъ , к а к ъ  э т о  п о к а з а н о  на ф и гу р -fe. Если двигаться вдоль гра
ницы въ направленш стрелки, то мы будемъ обходить область 33 
такъ же, какъ обходимъ кругъ единицы при положительномъ вра- 
щенш рад1уса (ср. стр. 3 8 2 ). Этотъ обходъ мы будемъ называть 
п о л о ж и т е л ь н ы м ъ . Если выбрать положительныя направлешя осей 
такъ, что положительное вращеше будетъ 
противоположно вращешю часовой стрЪлки, 
то при положительномъ обход^ области 33  
она будетъ расположена сл-Ьва. Мы предпо- 
лагаемъ, что наблюдатель остается постоянно 
на одной и той же сторонЪ координатной 
плоскости.

Предыдущую формулу можно еще обоб- о  . 
щить. Если 21 есть область, которая разла- Фиг. 27.



442 Ф О Р М У Л А  Г Р И Н А .

гается на р нормальныхъ областей въ отношенш оси х -овъ  (ср. 
§  2 1 7 ), то предыдущая формула имЪетъ м-Ьсто для каждой изъ 
этихъ нормальныхъ областей. Путемъ сложешя найдемъ, ч т о ')

/ y ) d x d y  =  —  y ) d x .
a 21

Интегралъ въ  правой части распространяется на всю границу, ко
торая ор!ентирована такъ, что при пробЪганш ея область 21 остается

слЪва! Пусть читатель самъ дастъ доказа
тельство для фигуры 2 8 .

Положимъ теперь, что 21 разлагается 
на нормальныя области также и въ  отно- 
шенш оси у-овъ. Если функщй g ( x ,  у)  и 
g ' ( x , y )  непрерывны въ области 2 1 , т о * )

f  / ( * »  y)dxdV = S *(*. y).dy ■
я

Ч ерезъ вычитание обЪихъ формулъ найдемъ, что

f  (fdx +  gdy) = /  /  (g'x /J) dxdy. 
я я

Это есть формула Гр и н а.

Пусть 35 будетъ нормальная область въ отношенш оси х-овъ, 
а 58 —  нормальная область въ отношенш оси у-овъ. Формула

f  f f 'dxdy = - f fdx
SB »

при f  — у даетъ

J "* f  dxdy — —  J * y d x — J * xdy.  (§ 2 2 7 )
a  a  sb

Формула

I f f -  dx dy = f f d y

‘) Предполагается, что функцш / л  f y’ непрерывны въ области 2t.

2) Оси обменялись ролями; при этомъ направлеше положительныхъ 
вращенш стало обратнымъ. Вотъ почему справа нЪтъ знака — .
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при /  — х даетъ

J *  J *  dxdy — J*xd y .

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ , н о р м а л ь н а я  о б л а с т ь  ©  и м е е т ъ  п о с т о 
янно  п л о щ а д ь , р а в н у ю

У xdy,

независимо отъ того, будетъ ли она нормальной въ отношенш оси 
х -овъ  или оси ij-овъ. Интегралъ долженъ быть взятъ вдоль границы 
въ положительномъ направленш.

Отсюда вытекаетъ следующ ее общ ее предложеше:
Е с л и  е с т ь  о б л а с т ь , к о т о р а я  м о ж е т ъ  б ы т ь  р а з л о 

ж е н а  на к о н е ч н о е  ч и с л о  н о р м а л ь н ы х ъ  о б л а с т е й , 1) т о  ея 
п л о щ а д ь  р а в н а

J *  х ^у,
%

п р и  ч е м ъ  и н т е г р а л ъ  д о л ж е н ъ  б ы т ь  в з я т ъ  в д о л ь  к о н т у р а  

о б л а с т и  3 1  в ъ  п о л о ж и т е л ь н о м ъ  н а п р а в л е н ш .

Вм есто f  xdy мы можемъ также писать —  J *  ydx или
я я

Ь J *  { x d y  — y d x ) .
at

§ 230. И нтегралъ

У* f(x,y)dg(x,y).

Положимъ, что въ прямоугольнике (а,  Ь', с, d) функщй f ( x ,  у)  
и g ( x ,  у) имеютъ непрерывныя частныя производныя

Л  ( * .  У) =  Л' ( * .  У)> к  (*> У) =  fy (х, У),
it  (х > У) =  i i  (х, гА  i i  (х, У) =  g ’ (х, у) .

Тогда функцш f ( x , y ) ,  g ( x ,  у)  также непрерывны въ  прямоуголь
нике (а ,  Ь; с,  d)  (ср. §  1 1 1 ).

*) Здесь допустимы оба рода нормальныхъ областей (т. е. какъ 
области, нормальныя въ отношенш оси х-овъ, такъ и области, нормальныя 
въ отношенш оси г/-овъ).
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Пусть S3 будетъ нормальной областью, содержащейся въ прямо
угольник-t (а,  Ь; с, d,) ,  и притомъ нормальной областью относи
тельно оси х -овъ , такъ что эта область определяется неравенствами 
вида:

а  =  х  ^  [3 ^  Ь, 

с Ч> (х) ^  у Ф (х)  s= d ').

Мы примемъ, что область ©  с п р я м л я е м а ,  т. е. что гра
ница области S3 имеетъ д л и н у .  Для этого <р(х) и ф (х) должны 
быть функщями съ о г р а н и ч е н н о й  B a p i a u i e f t  въ интервале ( а ,  [3). 

Если мы обозначимъ черезъ X (х 0) сумму обеи хъ дугъ

у =  <р(х) и у =  ф (х)
(ас = = x s £ x 0) ,

то  X (х) будетъ непрерывной функщей въ интервале ( а , [3) (ср. § 1 9 9 )  
и X (а ) =  0 .

Такъ какъ при переходе отъ одного значешя къ другоцу 
непрерывная функщя принимаетъ все  промежуточныя значешя, то 
м еж д у числами а =  ас0 и £ =  af  можно выбрать такой рядъ значе
шй a j , ai f  . . . ,  af _i,  что

Ч О  =  у Х ( В )

< v = 0 , 1 , 2

О бласть S3 разлагается прямыми

х  =  асч ( v =  1 , 2 , I )

на р  нормальныхъ областей.

Если, кроме этихъ прямыхъ, воспользо
ваться еще кривыми

-<р(х)}

( v =  1 , 2 , . . .  , р —  1 ), 

какъ лишями дЬлешя, то мы получимъ раз
ложеш е области ©  на р г нормальныхъ обла
стей. (Фигура 29  показываетъ это для слу
чая, когда р  =  4).

у =  5Рч (х ) =  <р(х)+  !-{<!/(х)-

’) Функцж ® (х), ф (х) непрерывны въ интервале (a , j}) и при 
а  < х < (3 постоянно ® (х) <  ф (х).
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Такая частная область определяется неравенствами

К 1-\-1.

Действительно, если s, s, суть соответственный хорды 8)  кривыхъ

у =  <р{х), у =  4 ( х ) ,  у =  ч>,(х),

Sy < ^  S  S .

Граница области 33^, „ содержитъ два куска, которые парал
лельны оси х -о въ . Ихъ сумма не больше, чемъ

По предыдущему, каждый изъ двухъ другихъ кусковъ границы 
меньше, чемъ

Такимъ образомъ, вся граница области ЗЗцч меньше, чемъ

’) Мы полагаемъ ® (*) =  ®0 (х), ф (х) =  ор (х).
J) U существуетъ, ибо функщя ®v (х) непрерывна и имеетъ огра

ниченную вар1ащю въ интервале (а, (3>.
3) Начала, а также и концы этихъ хордъ имеютъ одну и ту же 

абсциссу.
*) 1(ац-1, ау.) означаетъ ту часть дуги кривой ;/ =  ? (*), которая 

содержится между х  =  a y - i  и х  =  ау* Подобное же значеше имеетъ 
Ч *!*-!»  Ху.).

то

1 ( ^ - 1 ,  ССу.)  +  s ) = ^ - - 4)
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При сдЬланныхъ нами предположешяхъ интегралы 

J f d g  и f f d g .
58 5Вцч

сущ ествую тъ.

Мы можемъ опереться на теорему, изложенную въ § 2 2 8 . 
Функщя /  непрерывна вдоль пути интегрировашя, а функщя g  имЪ- 
етъ на этомъ пути ограниченную B a p ia u iio . В ъ  самомъ д е л е , изъ 
равенства

g ( x ', y') — g ( * ,  У) =  (x'  —  x ) g i ( x > у )  +  (у' — y ) i i ( x , y )

следуетъ (ср. §  1 1 1 ):

Ig{x ' ,y ' )  —  g ( x ,  у ) \ < 2 М У ( х '  —  х у  +  (у' —  у У ,

гд е  М  означаетъ наибольшее изъ значешй функщй | gt \ и | g2 | въ 
прямоугольник^ (д , Ь\ с, d , ) .  Применивъ это неравенство къ про
извольно большому числу точекъ пути интегрировашя и принявъ 
во внимаше, что въ разсматриваемомъ случае путь интегрировашя 
имеетъ длину, найдемъ, что на немъ функщя g  имеетъ ограни
ченную B ap iau iio .

Имеемъ, очевидно,

• f f  к  =  2  § f dg-
58 58f v

В ъ  последующ емъ мы вместо f ( x ,  у),  g ( x ,  у) будемъ кратко 
писать / ( р ) ,£ ( р ) ,  понимая подъ р точку (х ,  у).

Применимъ къ двумъ точкамъ j] к  р0 области 33 и. ч формулу 
§ 111.  По этой формуле

я р )  —Я р о ) = ( * — x0) h  G o + ( у — уо)А (jo ■

Точка р лежитъ на о тр езк е , соединяющемъ точки р0 и

Такъ какъ функщй gt , g2 непрерывны въ прямоугольнике
{а,Ь\ с, d ) , то въ  силу равномерной непрерывности (ср . §  2 1 1 ) 
можно выбрать число р  столь большимъ, чтобы абсолютныя вели
чины разностей л

/Л Р ') - /Л Р " ) ,  /Л Р ') - /Л Р " ) ,  
g l ( p ' ) — g l ( p " ) ’ g»i.p')— g t ( p " )
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были меньше, чемъ е, коль скоро р' и р" суть точки прямоуголь
ника { а, Ь\с,  d ) , разстояше между которыми меньше, чемъ выше
указанное число Ър.

А такъ какъ разстояше между точками р и р0 меньше, чемъ 
периметръ области 33|iv, а, следовательно, и меньше, чемъ Ър, то и 
точка р удалена отъ точки р0 меньше, чемъ на Ър ,  и можно заклю
чить, что каждое изъ чиселъ | / t ( р ) — / ,  ( р 0)  | ,  | / 2 ( р ) — / 2  (Р о ) I м е н ь '  
ше, чемъ е.

Если разсмотреть еще неравенства

I X  Х д  | < [  Ъ р  ,  \ у  У о  | Ъ р  ,

то получится:

Ар) = Аро) + ( х  — *о)Л (ро) + (у — У о) /» (Ро) + Р.
| р | <  2  еЬ р .

Такимъ образомъ, *)

(*)  J ‘f dS = f i ( P o )  У * * d g + f t ( $ о) f y d g  +  J ' pdg.
23jxv

Теперь следуетъ принять во внимаше, что интегралъ 

есть пред'Ьлъ суммы вида 2)

N

©  =  2 р (<r- ^  & _  8  •
я =  1

Пусть хп, уп будутъ координатами точки qn. Тогда

g  ( О — g(4n-i)  =  ( * , — i) gi ( О + ( у . — уя. х) gt (  О ,

*) Интегралъ f d g  равенъ нулю.

5) Чо» Чи- - - ,  <\n сУть последовательный точки границы SS^v, a 
совпадаетъ съ q0.
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такъ что

k ( < 0 — —  х%_х\ +  \ул — y „ _ i| }.‘) 

Поэтому

| @ | ^ 2 М г 5 , 2 7 { | * „  —  хп_г \ +  \уп —  

следовательно,

\ f f i l < 4 М е З / .

“И-ч

и что

Возвращ аясь къ формуле, отмеченной знакомъ ( * ) ,  мы нахо- 
димъ (ср. §  2 2 7 ) , что

У *xdg = —у *gdx

/  y d S =  — J g d y -

Но теперь имеетъ место равенство

g (Р ) =  S (Ро) +  (х —  х0) gl  (*)„) +  {у —  Уо) (ро) +  Р,
где

| p | < 2 efy

Поэтому, принявъ во внимаше, что интегралы

У*dx, у *dy, у *xdx, у *ydy
ĴXV ®|AV ®(XV

ъ:

J'gdx = g2(\)о) J'ydx + J'pdx
S 5 jx  V V ^[JL  V

J*gdy — g\ (Po) fxdy + J*pdy.

исчезаютъ, имеемъ

y|XV

‘) Принимая во внимаше последующее, мы прямо беремъ число М 
такимъ, чтобы въ прямоугольнике (а , Ь; с ,  d ) абсолютныя величины 
функцш /,(*, у), f x̂, у), gt(x, у), gl(x, у) были меньше, чемъ М.
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Абсолютный величины интеграловъ J * рdx,J *pdy  будутъ

меньше, чЪмъ 2  ей / .
Итакъ, мы нашли, что

f f d g  =  /1 (Ро) £2 (Ро) f y d x  ft(po)g\ (ро) f  xdy-\-р^,
®|xv ®{av

или, въ  виду равенства

J * y d x  = —  J "*xdy ,
®|AV

f  f d  g =  {/ , (po) g* (po) —  f i  (Po) gi  (Po) } J * x d y  +  p ^ .

что

Для p ^  имеетъ м-Ьсто равенство:
V

P|1V =  f  pd g  — f d P o )  J  P d x — M p 0) J * pdy.
®|i.v

Согласно съ  этимъ
|P(J < 8 M e B / .

Мы знаемъ, что

f  x d y  
*v„

есть площадь области 93р.,. Но при надлежащемъ вы боре точ
ки ро (ср. § 2 2 1 )

J  f  {/1 (х, у) g* {х, у)  — /, (х,  у) g t (х,  у) } d x d y
Я3|х v

\f\ (Ро) g 2 (Ро) f l  (ро) £ l (ро) }  Вуч ,
такъ что

( * * )  f  f d g  =  f  f  ( Ц )  d x d y  +  Pftv.
v v

При этомъ мы вместо функцюнальнаго определителя

/1  (*> У) gi  ( * .  У) — к  ( * .  У) gx (х,  у) 
написали символъ

« ) •
Ковалевск1й. Дифференщальное и интегральное иечислеше. 29
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Если сложить все  формулы ( * * ) ,  то выйдетъ:

а а
и мы будемъ иметь:

| 2  p , J <  8 М е с 

или, принимая во внимаше, что ор =  Kip  (ср. стр. 445),
I U p  I <  8  Л4 К'1 е ;I Г{х v I ’

но е есть произвольно выбранное положительное число. Такимъ 
образомъ выводится, что

а а
Та же формула имеетъ место, когда 33 есть спрямляемая 

область, нормальная относительно оси у-овъ.
Положимъ, что область 91 лежитъ въ прямоугольнике (а , Ъ\ с, d) 

и можетъ быть разложена на конечное число спрямляемыхъ нор
мальныхъ областей 1)  33- Тогда

f f i t  =ZfUS  - 2 ’/  i-dy = f f ( H )  i*iy.
a

т. e

я я

Эту формулу обыкновенно выводятъ изъ формулы Г р и н а . В ъ  

равенстве

Г  ( F d x + G d y ) =  /  f { G : - F l ) d x d y  
я я

заменяютъ F  и G соответственно на

/?« и f g у-
Тогда

с ;  = / > ; + / £ , .

F y = f y g l + f C y ’

поэтому
G ' —  F ’ =  f g ' f g  ’ .х  у  j  X b y  J  1/ O x

’) Здесь допустимы нормальныя области обоихъ родовъ.
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С ъ  другой стороны,

Fdx  +  Gdy — f(g'xdx +  g ’d y )  = fdg.

Мы видимъ, что въ этомъ доказательстве встречаются вторыя 
производныя

<т" И О"
Ь х у  Ь у Х 1

между тем ъ какъ въ нашемъ доказательстве не сделано никакихъ 
предположен^ относительно вторыхъ производныхъ.

§  2 3 1 . П р е о б р а зо ва н !е  д во й н ого  и н т е гр а л а . Сначала сдЬ- 
лаемъ относительно функщй /  и g т е  же предположешя, что и въ 
§  2 3 0 . Эти функщй должны, следовательно, иметь н е п р е р ы в н ы я  
п е р в ы й  п р о и з в о д н ы я  f x, f 2, glf g2 въ прямоугольнике (а, Ь; с, d). 
Но мы принимаемъ далее, что въ прямоугольнике {а, Ь\ с, d) функ- 
щональный детерминантъ

( { ; )  = / , & - / , * !

нигде не обращается въ нуль. Наконецъ, мы требуемъ еще, чтобы 
оба равенства

/ ( * ,  У) =  fix, у), g (х, у) =  g ( X, у )

выполнялись только тогда, когда точки (х , у) и (х , у) совпадаютъ.
Это последнее требоваше прюбретаетъ наглядное значеше 

при разсмотренш  о т о б р а ж е ш я ' )

и = / ( х ,  у),  

v =  g(x, У)
и приводится къ тому, чтобы р а з л и ч н ы я  т о ч к и  п р я м о у г о л ь 
н ика  (я , b; с, d) и м е л и  р а з л и ч н ы я  т о ч к и  о т о б р а ж е ш я .

Совокупность всех ъ  точекъ отображешя, получаемыхъ при 
отображенш прямоугольника (a ,b\c,d ), мы обозначимъ черезъ 9t. 
Каждой точке (и, v) совокупности 9? соответствуетъ вполне опре
деленная точка (х,у) въ прямоугольнике (a ,b ;c ,d).  Такимъ обра
зомъ, въ области 91 определены д ве  функщй

F(u,v),  G(u,v),

*) и, v суть координаты точки въ плоскости отображешя.
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и  о т о б р а ж е ш я

x  =  F ( u , v ) ,  y = G ( u ,  v)

о т н о с я т ъ  к ъ  к а ж д о й  т о ч к Ъ  о б л а с т и  9 1  т у  т о ч к у  п р я м о у г о л ь н и к а  

{ а , Ь \  с ,  d ) ,  и з о б р а ж е ш е м ъ  к о т о р о й  о н а  б ы л а  в ъ  п е р в о м ъ  о т о б р а 

ж е н а .  О б а  о т о б р а ж е ш я  м ы  н а з ы в а е м ъ  ( к а к ъ  и  в ъ  §  1 2 3 ) в з а и м н о -  

о б р а т н ы м и .

И з ъ  §  124  м о ж н о  в ы в е с т и ,  ч т о  ф у н к щ й  F  и  G  и м - Ь ю т ъ  в н у т р и  

о б л а с т и  9 1  н е п р е р ы в н ы я  п е р в ы я  п р о и з в о д н ы я .  В н у т р е н н е ю  ч а с т ь ю  

о б л а с т и  9 1  м ы  н а з ы в а е м ъ  с о в о к у п н о с т ь  в с Ъ х ъ  т о ч е к ъ ,  с о о т в Ъ т с т в у ю -  

щ и х ъ  в н у т р е н н и м ъ  т о ч к а м ъ  п р я м о у г о л ь н и к а  ( a , b ; c , d ) .  П о  §  123  
к а ж д у ю  в н у т р е н н ю ю  т о ч к у  (и,  v)  о б л а с т и  9 1  м о ж н о  о к р у ж и т ь  к в а -  

д р а т о м ъ  ( и — —  e , v - \ - e ) ,  с о с т о я щ и м ъ  т о л ь к о  и з ъ  в н у -  

г р е н н и х ъ  т о ч е к ъ  о б л а с т и  9 1 -

П у с т ь  2 3  б у д е т ъ  н о р м а л ь н а я  о б л а с т ь  в н у т р и  о б л а с т и  9 1 .  * )  

П р и м Ъ н и м ъ  к ъ  о б л а с т и  2 3  р а з л о ж е ш е  З у . > у п о т р е б л е н н о е  в ъ  §  2 2 3 . 
П о л у ч а е м ы я  ч а с т н ы я  о б л а с т и  м ы  н а з ы в а е м ъ  2 3 t ,  2 3 . 2 ,  • • .  ,  2 3 / .

П о л о ж и м ъ ,  ч т о  2 t ,  2 1 „ ,  .  .  . ,  9 1 .  с у т ь  о б л а с т и  в ъ  п р я м о у г о л ь -  

HHK"fe { а ,  b ; с,  d ) ,  к о т о р ы м ъ  в ъ  с и л у  о т о б р а ж е ш я  с о о т в Ъ т с т в у ю т ъ  

о б л а с т и  S 3 ,  2 3 i ,  • • • ,  2 3 / , ’ .

П л о щ а д ь  о б л а с т и  2 3 v в ы р а ж а е т с я  и н т е г р а л о м ъ

/ u d v .J

Э т о т ъ  и н т е г р а л ъ  е с т ь  п р е д Ь л ъ  с у м м ы  в и д а

Г

, 2  % (v?— vp-i)>
p= i

r a t

( M O l ^ o ) >  { U 2 ’ v ‘} ) >  ( U Z > V i ) < - - 4  ( U r , V r )  j ( U r , v r )

с у т ь  п о с л Ъ д о в а т е л ь н ы я  т о ч к и  г р а н и ц ы  о б л а с т и  2 3 v ,  а  ( м р ,  v  )  е с т ь  

т о ч к а ,  к о т о р а я  т а к ж е  м о ж е т ъ  с о в п а д а т ь  с ъ  т о ч к о ю  ( м р _ и л и  

с ъ  т о ч к о ю '  ( м р ,  v?).  Т о ч к а  ( ur ,  t v )  т а  ж е ,  ч т о  и  т о ч к а  ( и 0 ,  г/0 ) .  С о -  

о т в Ъ т с т в е н н ы я  т о ч к и

(■*«> Уо)> {х п  Уг)’ (*1 >  2 /i)>  (х2> Уъ) > (*2 >  У̂ )> • • • ( * , >  Уг)' (Хг1 Уг)

*) Представимъ себ^, напримеръ, нормальную область относительно
о с и  и .
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на границе области 9Сч сл-Ьдуютъ другъ за другомъ въ определен- 
номъ направленш. ')

Пусть 5 будетъ наибольшее изъ чиселъ

j/ ( *  —  v ^  +  ^ ^ F p - i ) 2 ,

а В —  наибольшее изъ чиселъ

l / ( » p  —  V i ) i  +  ( up “ V i ) ' 2 -

В ъ  силу непрерывности функщй /  и g равенство lim В =  О 
влечетъ за собою равенство

l imS =  О

(ср . подстрочное примечаше на странице 4 03 ). И зъ равенства

v p_ i )  =  У р Х / г ^ р . У р ) — г ( * Р_ 1 '  Ур- i ) }

при lim В =  О вытекаетъ поэтому, что

У * и  d v  =  +  f d g .
!8„ Я ,

Но по § 2 3 0  имеемъ: *)

= / / ( ? , )  ixd>-
a v я.,

Такъ какъ въ прямоугольнике (а,  Ь\ с , J )  функщональный де- 
терминантъ нигде не равенъ нулю, то онъ сохраняетъ постоянный 
знакъ. Поэтому

f u d v  =  S f \ ( { l ) \ d x J y .
9 V Я „

’) Если точка Ы, v) пробегаетъ границу области 93v въ положи
тельномъ направленш, то соответственная точка (х, у) перемещается по 
границе области 2IV, с л е д у я  по с т о я н н о  од ному  и т о му  же на
п р а в л е н !  ю.

*) Мы принимаемъ, что къ областямъ 3t, St,, . . . ,  Sty применима 
формула, выведенная въ § 230. Таковъ случай, когда эти области мо
гутъ быть разложены на спрямляемыя нормальныя области. Относительно 
этого ср. § 232.

I
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Пусть теперь будетъ функщя, непрерывная въ об
ласти 93. Изъ непрерывности функщй / ( * ,  у), g ( x ,  у)  вытекаетъ 
тогда, что въ области 21 функщя

Ф (./>', У), £ ( * ,  У))
непрерывна.

Применяя къ интегралу

f  f®(f>Z)\(fxgy)\d*dy
Я,

теорему о среднемъ значенш, мы получаемъ равенство

S & 1 ( й ) [ = ф w)  У*
я ,  ' 31,

(xv, z/v) есть точка въ области 2tv; ея отображеше (ич, z>v) лежитъ 
поэтому въ области 93v-

Въ силу вышеизложеннаго, сумма

г

© ( з , ) = 2 ф ^  * v)  S u d v
Ч- 1 !b„

равна
p'

2  Ifф (/> 4 (5) I ̂  e / / ф (/> ?) I (£) •
v =  l  ®L

Если p проб%гаетъ последовательность l , 2 , 3 j . . . ,  то (ср. 
§ 322)

lim ©  ( 3 ,)  =  / /  Ф ( и ,  v ) d u d v .
а

Такимъ образомъ, им-Ьетъ мЪсто равенство

У*/ Ф ( м ,  v)dudv = J*У Ф (Х  * ) :  dxdy.
а  я

§ 232. Зам-Ьчашя к ъ  доказательству, данному в ъ  § 231.
Пусть означаетъ то же разложеше области 93, что и въ § 2 3 1 . 
Положимъ, что область 93 представлена неравенствами

( p ( a ) S D g ' j i ( l i ) .
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О тъ функщй <р(и) и ф (и) мы/гребуемъ теперь, чтобы в ъ  и н тер 
в а л е  ( а ,  [3) п р о и з в о д н ы я

Г 1 (и),  'У (и)
с у щ е с т в о в а л и  и был и н е п р е р ы в н ы .

Одна изъ р г частныхъ областей определяется *) неравенствами

'oV-i з= и == ос,., ч>,-1 (и) v з= <р,(и). ({х, v =  1 ,  2 , . . р)

Мы обозначимъ ее черезъ 23 и назовемъ 21^ч соответствую щ ую  ей 
часть области 2 1 .

Прежде всего докажемъ следую щ ее:
М о ж н о  в ы б р а т ь  ч и с л о  р 0 т а к ъ , ч т о б ы  при p > p 0, по 

к р а й н е й  м е р е ,  о д н а  и з ъ  д в у х ъ  ф у н к ц ^ 2)

K ( U>V)> Gl (U> V)
и м е л а  п о с т о я н н ы й  з н а к ъ  в ъ  к а ж д о й  о б л а с т и  33,. .

г  '
Если бы это было не такъ, то между разложешями суще

ствовало бы безчисленное множество такихъ, что въ одной изъ 
частныхъ областей 23^v ни одна изъ двухъ функщй F'v, G'v не со
храняла бы постояннаго знака. В ъ  силу непрерывности функщй 
F J  и G J  отсюда вытекало бы, что въ  некоторой точке соот
ветственной области S8 (j„ обращается въ нуль какъ функщя FJ,  
такъ и функщя G J .

В ъ  области S3 существовала бы такая последовательность 
паръ точекъ

Pi > 4i> Рг> Рв> Чз > • • •>
для которой

l im u  =  °

F ; ( p j  =  0 ,  G ' ( q n )  =  0 .

Пусть p i’, р2', р3' . . . будетъ ч асть3) последовательности 
, »2 , рз, . . . ,  стремящаяся къ пределу :р '. Соответственная часть

’) « , =  « +  у №  — «), <?,(“) =  ®(“) + у  { Ф(“) ~  ? ( “)}•
*) F, G имеютъ т е  же значешя, что и въ  § 231.
3) Чтобы найти такую частную последовательность, выбираютъ 

изъ последовательности и,, и, , . . .  сходящуюся часть и,, и ,, . . .
и затем ъ изъ последовательности vt, v3 l . . .  — сходящуюся часть 
г ,', г1/, V,',. . .  Это возможно, такъ какъ последовательности ограничены.
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<Ji > Яг ! Тз ) • последовательности q,, q3, q3, . . . также тогда стре
мится къ р' и

F ' ( p ' )  =  l i m  F v' ( p n )  =  О ,

G J ( p ' )  =  l i m  G J ( * > „ )  =  0 .

О днако, это невозможно. Ибо, какъ это видно изъ § 124, 
внутри области )Я

и г а - -
Мы введемъ теперь ось w,  перпендикулярную къ плоскости 

(и , v), и обозначимъ черезъ 3 3 , пространственную область, опре-
Г ” v

д-Ьляемую неравенствами.

a ii-i =  м ^  а^, ^ г и  ~ .

93и( есть цилиндръ съ основашемъ 3 3 ^  и высотою у .
Относительно двухъ функщй 

Ф (и, v,  w)  =  F ' ( u ,  v)  +  (1 —  w)  F ' ( u ,  v )  <p ( и)  +  w  F ' ( m ,  v )  f  (и ) > 

4 ’ (и , г», и») =  G J ( « ,  г/) +  ( 1  — w) G ’(u, v) <p ( « ) +  w  G J(w , v)  f  (m)

можно высказать следую щ ее предложеше:
М о ж н о  в ы б р а т ь  ч и с л о  р0 т а к ъ , ч т о б ы  при р > р 0, по 

к р а й н е й  M t p t ,  о д н а  и з ъ  д в у х ъ  ф у н к ц Ш

Ф ( и ,  v , w ) ,  х¥ ( и , у , г и )

имЪла  п о с т о я н н ы й  з н а к ъ  в ъ  к а ж д о й  о б л а с т и  3 3 ^ч.
Если бы это предложеше не было вЪрно, то существовало бы 

безчисленное множество такихъ разложенШ £ р, 4X0  въ  одной изъ 

областей 33 имелись бы точки р и q , для к отор ы хъ 1)

Ф(р)=0, V(q) = 0.
Мы им-Ьли бы такимъ образомъ дв-fe последовательности точекъ 

Pi» Ра. Рз> • • • и <?и Ча. <?*. • • •» для которыхъ

limP A  =  °

_  _________ ® ( Р , )  =  о ,  ^ ( Р „ ) = о .

') Вместо Ф (и, v , w) мы кратко йишемъ Ф (t), когда точка г 
имеетъ координаты и, v, w.
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Пусть р/ ,  р2' ,  рз' ,  . . . будетъ сходящаяся часть последова
тельности р , ,  ра, р3 , • . . и р ' —  пределъ этой части. Тогда и 
lim =  р', а въ силу непрерывности функщй Ф и f

Ф (*)') =  lim Ф ( Ю  =  0 .

W ( ^ )  =  l | m 4 r ( O  =  0 ,
т. е.

К  (“ '» v') +  ( l —  w ' ) K ( u'> v')<p'(и1) +  zu' F'v {и', v')<\>'(u') =  0, 
G'u(u’> v')-\-0-— ™')G'v (u!, v') <р' ( и )  +  w' G ' (и', v')ty' (и') =  0 .

Но отсюда вытекало бы, что

К ( « ' . * ' )  G ; (и'  V ' ) - f ; ( и', V' )  g ;  («',  z / ) = о,

чего быть не можетъ.
Точно такъ же легко доказать следующ ее предложеше: 
М о ж н о  в ы б р а т ь  ч и сл о  р 0' т а к ъ , ч т о б ы  при /> > />0\ по 

к р а й н е й  м е р е , о д н а  и зъ  д в у х ъ  ф ун к ш й

Ф ( и , у ,  w), F'v( u , v ) 

и м е л а  п о с т о я н н ы й  з н а к ъ  в ъ  к а ж д о й  о б л а с т и  33 .
V

М о ж н о  в ы б р а т ь  ч и сл о  р0" т а к ъ , ч т о б ы  при р  > р 0", по 
к р ай н ей  м е р е , о д н а  и зъ  д в у х ъ  ф у н к щ й

W (и , v , ги), G ' ( и , v) 

и м е л а  п о ст о я н н ы й  з н а к ъ  в ъ  к а ж д о й  о б л а с т и  33 •[X V
Если положить

x — F ( u , v ) ,  y — G ( u , v ) ,  

то точка (х , у) будетъ описывать границу области 31 , когда
[А V

точка (и,  V) будетъ описывать границу области 8 3 ^ . Предыдуцие 
результаты позволяютъ намъ высказать кое - что объ области St , 
по крайней м ере, для достаточно большихъ р .

Итакъ, примемъ, что р  больше каждаго изъ чиселъ р 0, р0, 
Ро »Ро” и будемъ иметь въ виду о п р е д е л е н н у ю  область ЗЗцч- 
Если написать квадратную схему

Ф ( u , v , w )  W ( u , v , w )  
p ' v (и . «О g ; , (u ,  v ) ,
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то въ  каждой строк-fe и в ъ  каждомъ столбце навЪрно будетъ со
держаться функщ'я, имеющая постоянный знакъ въ области 93цм- 
Если функщя Ф имЪетъ постоянный знакъ, а функщя G' его не 
им%етъ, то функц!и V  и F '  должны имЪть постоянный знакъ. 
Если функщя W имЪетъ постоянный знакъ, а функщя F'v его не 
имеетъ, то функщй Ф  и G' должны имЪть постоянный знакъ. Т а
кимъ образомъ, всегда им-Ьютъ постоянные знаки либо двЬ функ- 
щи Ф и G ',  либо дв-Ь функщй W и F ’ . При помощи перестанов
ки х  и у  одинъ случай приводится къ другому. Выбравъ еще над- 
лежащимъ образомъ положительныя направлетя оси х -о въ  и оси 
у -О В Ъ , МОЖНО ДОСТИЧЬ ТОГО, ЧТОбы ВЪ  Области ЗЗцу выполнялись 
неравенства

Ф (w, v, и>) >  0 и G'v(u ,v )>  0 .

Если точка ( и ,  v )  перем%щается въ области 93^ ., по кривой

v  —  (1  —  ги ) <р ( и )  - f -  w  ^  ( и )

и притомъ такъ, что и увеличивается, то х  постоянно в о з р а с т а е т е  
В ъ  самомъ дЪл'Ь,

Если точка (и , v) перемЪщается въ области 93 цч параллельно 
оси v  и притомъ такъ, что v  возрастаетъ, то у  постоянно увели
чивается, такъ какъ

В ъ  обоихъ случаяхъ кривая, описываемая точкой (х, у), пред
ставляется уравнешями вида

при чемъ функщй дг (/) и у  ( t )  им'Ьютъ непрерывныя производныя 
и (х1 (* ))*  + ( у '  ( / ) ) *  >  о .  Кривая будетъ поэтому сп р я м л я е м о й .

Покажемъ теперь, что область ^ v можетъ быть разложена 
на нормальныя области.

Область St ограничена четырьмя- кривыми 1 2 , 2 3 ,  3 4 ,  4 1 ,  
которымъ соотвЪтствую тъ четыре куска 1 2 ,  2 3 ,  3 4 ,  41 —  границы об

*  =  * ( / ) ,  y =  y (t) ,
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ласти 93 В д о л ь  к р и в о й  1 2  в о з р а с т а е ш ь  х ,  в д о л ь  к р и в о йГ *
2 3  в о з р а с т а е т ъ  у, а в д о л ь  к р и в о й  3 4  у б ы в а е т ъ  х  и в д о л ь  
к р и в о й  4 1  у б ы в а е т ъ  у.

Если въ области 93^., повсюду

’Г (и , v, w) F ’ (u ,v ) >  О, 

то въ этой области имЬютъ мЪсто либо неравенства

W(u, v, w) >  0 , F'v{u ,v )>  О,
либо неравенства

W (k, v, w )<  О, F'v(u ,v)<  0 .

В ъ  первомъ cл yчat какъ х ,  такъ и у увеличивается вдоль 
кривыхъ 12 и 23 , а также вдоль кривыхъ 14 и 43 . Дуги 123 и 
143 , для которыхъ только точки 1 и 3 являются общими, ограни- 
чиваютъ нормальную область (какъ въ  отношенш оси х-овъ , такъ и 
въ отношенш оси г^-овъ). Легко убедиться въ  томъ, что эта нор
мальная область тождественна съ  областью 91 .

К* ̂
В о  второмъ случай х  возрастаетъ, а у убываетъ вдоль кри

выхъ 41 и 12, а также вдоль кривыхъ 43  и 32 . Дуги 4 1 2  и 4 3 2 , 
для которыхъ только точки 4 и 2 являются общими, ограничива- 
ю тъ нормальную область, тождественную съ  областью 9 1 ^ .

Теперь мы должны разсмотрЪть еще только тотъ случай, 
когда въ  области 93 прои звед ете 4 j'(m , v , w )F'v (и, v) не будетъ 
повсюду положительнымъ, т. е. когда, наоборотъ, въ области 93^, 
есть так1я точки, въ которыхъ это п рои зведете им-Ьетъ отрица
тельное значеше или будетъ нулемъ. В ъ  такой точкЪ

Ф (и , v, w)  \F (и, v, ги) 
К  ( u ,v )  С', (и, х)

=  Ф G' —  V F '  ^  Ф G' >  0 .

А  такъ какъ опредЬлитель

Ф G ' —  W F '  =  ( F  G )
v v  \ и  V I

имЪетъ постоянный знакъ, ибо прои зведете этого определителя на 
опред-Ьлитель равно 1, то въ области 93ц* п о в с ю д у

I F  G\



Если въ точке 1

( и ,  > о,
то мы можемъ выбрать на дуге 1 2  точку 2 ' такъ, чтобы функщя 

У  [и ,  V ,  ■ ^  была положительной на д у ге  1 2 '.  Тогда у будетъ

возрастать вдоль дуги 1 2 '.
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Пусть х х -\- h2 и ух +  к2 будутъ координаты точки 2 '  *). Мы 
выберемъ точку 2 ' столь близкой къ точке 1 ,  чтобы выполнялось 
неравенство

К <  Уь— VS)-
Тогда прямая

у =  1л + К

встрети ть дугу 14 В Ъ  точке 4 ' и притомъ только В Ъ  ЭТОЙ точке, 
такъ какъ у  возрастаетъ вдоль дуги 14. Пусть х х +  hx и yt -\-к2 
будутъ координаты точки 4 '.

Легко убедиться въ  томъ, что й4 < / ;а , если точка 2 доста
точно близка къ точке 1 .

В ъ  самомъ д ел е , обозначивъ соответственно черезъ и, v и 
и' -(- h', v1 -f- к' (// >  0 )  координаты точекъ 4 ' и 2 ',  мы имеемъ:

у х +  кг =  G (и1, v') =  G(u' +  h', v' +  к');
далее:

x t +  h* =  F ( u , v ) ,  x x +  b2 =  F(u' +  h', v' +  k');  /
поэтому

h’ G J (k , v)  +  к’ G'v (u, v )  =  0 ,  

h' F ’(u, v )  +  W F'v ( « ,  v )  =  h2— h4,

.  i
‘) Координаты точки v (v =  1, 2 , 3 , 4) мы обозначаемъ черезъ хч, уv . 
2) Случай, когда дуга 14 сводится къ точке, мы разсмотримъ

ниже.
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откуда следуетъ:

( \  —  Ьь) GJ (и, v)  =  h ' { F ^ ( u ,  v)G' e ( u t v ) — F ^ ( u , v ) G ^ u , v ) } .

Пусть теперь h4' будетъ колебаше переменной х  вдоль дуги 
14. Тогда прямоугольникъ

<*i —  V .  У\< У х + Ю
разлагается кривыми 12, 14 на нормальныя области.

Если точка 2 ' стремится къ точке 1 , то

lim h2 =  lim k2 =  0 и lim Z/4' =  0 .

Мы можемъ поэтому такъ распорядиться, чтобы ни одна изъ то
чекъ, принадлежащихъ д у ге  23  или дуге 3 4 , не содержалась въ 
прямоугольнике (x t —  h4', х , У\> У\ Ю  ■

Если въ точке 1

w ( м> v ,~ r )  <  ° ’

то мы можемъ выбрать точку 2 ' такъ, чтобы переменная у убы
вала вдоль кривой 1 2 '.  Если на дуге 1 4  точка 4 ' лежитъ доста
точно близко къ точке 1 ,  то колебаше W  переменной х  вдоль 
кривой 14 ' меньше, чемъ h2. Прямоугольникъ

( * i — V  > * i  +  V̂> У\-\~К> У\ ^4)

разложится дугами 12 и 14 на двЬ нормальныя области, и можно 
такъ распорядиться, чтобы въ этомъ прямоугольнике не заключа
лись ни точки дуги 2 3 ,  ни точки дуги 3 4 .

Если въ точке 1

=  0 и F ’v(u,  г > )з £ 0 ,

то мы выбираемъ точку 4 ' такъ, чтобы не только координата у , 
но и координата х  была монотонной на дуге 1 4 '.  Кривыя 1 2 , 14 
разделяютъ въ  случае F '  >  О прямоугольникъ

< * i, x t +  hi ; iji — k4, i/i +  k i) ,  

а въ случае F J  <  0 прямоугольникъ

< х , + й 4, х , — 64; ух— кА, у х +  Ю
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на нормальныя области, если только точка 4 ' достаточно близка 
къ точк-fe 1 .  В ъ  самомъ д е л е , если мы обозначимъ черезъ к2' ко
лебаше координаты у вдоль кривой 1 2 ', при чемъ въ первомъ 
случае точка 2 ' имеетъ абсциссу * ,  +  ^4 , а во второмъ— абсциссу 
хх —  /л,, то будемъ иметь:

к '
lim -?- =  0 .

К
Мы можемъ, следовательно, придвинуть такъ близко точку 4 ' къ 
точке 1 ,  чтобы было

I V I  <  V

И зд есь  можно распорядиться такъ, чтобы дуги 23  и 34  ле
жали вне прямоугольника.

Если въ точке 1

4  ( “ ’ v > ==0 и K ( u ’ v) ~ ° >

то касательныя къ кривымъ 12 и 14 въ точке 1 параллельны 
осямъ.

При достаточно маломъ Ьх квадратъ (х х —  hx, х х -j- hx; у х —  hx, 
y x-\-hx) не содержитъ ни одной точки кривыхъ 23  и 3 4  и р а зд е 
ляется кривыми 1 2 , 14 и д1агональю на нормальныя области. В ъ  
самомъ д е л е , если

0  <  h <  х2 —  х х и 0 <  h <  —  ух,

то прямая х  =  x x-j-h встречаетъ дугу 12 въ  точке (х , -f- b ,  ух -\- k2) , 
а прямая у — ух-\-Ь —  дугу 14 въ точке (хх -\-ЪА, у х -\-Ь). Такъ 
какъ при h,  стремящемся къ нулю,

lim-—- — 0 , lim =  0 ,h h

то мы можемъ такъ выбрать hx, чтобы при 0 < h ^ h x имели м е
сто неравенства

\ K \ < h , \ h \ < h .

С ледуетъ принять во внимаше, что точка 2 ' постоянно ле
житъ на стороне построеннаго нами прямоугольника, параллельной 
оси у-овъ, а точка 4 ' —  на стороне, параллельной оси х-овъ . Это 
важно для последующ его.
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Мы должны, наконецъ, обсудить тотъ случай, когда дуга 14 

сводится къ точке, такъ что х4 =  х х и у4 — у х- Такъ какъ х  во з
растаетъ вдоль кривой 12 и вдоль кривой 4 3 ,  то при

О <  bt <  х а —  х х и 0 < / • > ,<  х 3 —  Ху

прямая x =  x x-\-hx перес-Ьчетъ каждую изъ дугъ 12 и 13 въ одной 
точке. Пусть к' будетъ колебаше координаты у на кривой 12 ' и 
k" —  на кривой 1 3 ';  пусть, далее, kx будетъ » 
большее изъ чиселъ к', k". Тогда прямо- У 
угольникъ

(x i> x i -Ь  > У\ ’̂i у У\ - Ь кх) 
разлагается кривыми 12 и 13 на нормальныя 
области. Если Ьх взято достаточно малымъ, 
то въ прямоугольнике нЬтъ ни одной точки 
дуги 2 3 . Точки 2 ' и 3 ' лежатъ на одной стороне, параллельной 
оси у-овъ.

То, что зд есь  сказано о вершине 1, можно применить и къ 
другимъ вершинамъ 2 , 3 , 4 . Вокругъ каждой вершины мы можемъ 
построить параллельно осямъ координатъ прямоугольникъ, который 
разлагается на нормальныя области границею области 31 и, въ 
случае надобности, д1агональю.

Если опустить куски границы области 2Г , лежаице въ  пря- 
моугольнике 4), то остаются четыре (или три, или двЬ) вполне отде- 
ленныя другъ отъ  друга кривыя.

Вдоль одной такой кривой координата х  или координата у 
будетъ монотонной. Координата х  будетъ монотонной вдоль кус- 
ковъ, остающихся отъ кривыхъ 12 и 34 , а координата у — вдоль 
кусковъ, остающихся отъ кривыхъ 2 3  и 4 1 . Конечныя точки двухъ 
первыхъ (последнихъ) кусковъ лежатъ на стороне прямоугольника, 
параллельной оси у -о въ  (оси х -о въ ). Последш е куски совсем ъ отпа- 
даютъ, когда точка 2 совпадаетъ съ точкой 3 или точка 4 съ 
точкой 1.

Разсмотримъ теперь кусокъ, на которомъ, напримеръ, коор
дината х монотонна. Мы разлагаемъ интервалъ координаты х  на п 
равныхъ частей (x p_ i ,  xf ) такимъ образомъ, чтобы колебаше коор

*) Концовъ каждаго такого куска мы не опускаемъ.
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динаты ij на каждой частной д уге было меньше, чемъ е. В ъ  каж
домъ изъ прямоугольниковъ

<*р_ р  V  2/Р_1 г > Ур_1 +  в> (р -  1 , 2 , . . я )

лежитъ частная дуга и раздЬляетъ его на д ве  нормальныя области. 
Если взять п достаточно большимъ, то въ прямоугольникъ не вой- 
детъ  никакая другая точка границы области St и никакая вну-

JJ. V

тренняя точка прямоугольниковъ, которыми охватываются точки 

1, 2 , 3 , 4.
Мы построили такимъ образомъ конечное число прямоуголь

никовъ, не перекрывающихъ другъ друга и содержащихъ всю гра
ницу области St . Каждый прямоугольникъ разделяется на нор
мальныя области лежащимъ въ немъ кускомъ границы и, въ соотв-Ьт- 
ственныхъ случаяхъ, д1агональю.

Пользуясь продолжешями сторонъ этихъ прямоугольниковъ, 
мы разложимъ на прямоугольники остальныя части прямоугольника 
( а ,  Ъ\ с, d ) ') .  Тогда прямоугольникъ ( a , b ; c , d )  будетъ разложенъ 
на нормальныя области, и притомъ все  эти области будутъ спрямля
емыми, такъ какъ кривыя 12, 23 , 34 , 41 спрямляемы.

Если точка, лежащая внутри такой области, принадлежитъ 
области 91 . ,  то и всякая другая точка, лежащая внутри первой

p. i

области, будетъ принадлежать области St • В ъ  самомъ д е л е , мы 
можемъ соединить о б е  точки непрерывною кривою, которая ц-Ьли- 
комъ лежитъ внутри первой области. Но эта кривая должна пере
с е ч ь 2) границу области St v, если одна точка принадлежитъ, а дру
гая не принадлежитъ области St .

Такимъ образомъ, среди нашихъ нормальныхъ областей име
ются области двоякаго рода:

1. ташя, внутри которыхъ содержится точка области St .
[X V

2. таюя, внутри которыхъ н етъ ни одной точки области St .
[X У

*) Такъ какъ область 31 v лежитъ вн утри  прямоугольника (а, Ь; с, d> 
(ибо область 23 должна лежать внутри области Ж), то можно такъ рас
порядиться, чтобы все  наши прямоугольники лежали внутри прямо
угольника (а, Ь; с, d). у.

*) Это легко доказать для нормальной области. Но при нашемъ 
отображенш область 31^v соответствуетъ нормальной области 38(tv.
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Опустивъ эти послЪдшя области, мы имЪемъ разложеше об
ласти 21^, на сп р я м л я е м ы я  н о р м ал ьн ы я  о б л а с т и . Этимъ самымъ 
и область 2t разложена на спрямляемыя нормальныя области.

Если нормальная область, обозначенная въ  § 231 черезъ 35 
и опредЬляемая неравенствами вида

а ^  и ^  р , <р (и) ^  v ^  <!/ (и)
или вида

а ё  v ^  |3, <р (v) ^  и ^  (v ) ,

такова, что функшй <р и ^ имЪютъ въ интервал-fe (а ,  8) непрерыв
ныя производныя <р' и <]/, то разсуждеш я, приведенныя въ § 2 3 1 , 
вполнЪ безупречны.

Сл'Ьдовательно, къ каждой области, которая можетъ быть 
разложена на конечное число такихъ, какъ мы будемъ говорить, 
п р а в н л ь н ы х ъ  н о р м а л ь н ы х ъ  о б л а с т е й , формула преобразовашя 
двойного интеграла можетъ еще примйняться.

Словесно эту формулу можно выразить такъ:
Если къ двойному интегралу

/ /<Ф ( и , v) d u dv  

нужно применить преобразоваше

u = f ( x , y ) ,  v =  g ( x , y ) ,

то слЬдуетъ заменить въ интегралЪ и черезъ J ( x , y ) ,  v черезъ 

g ( x ,  у) и d u d v  черезъ ( ^ ^ jd x d y .

§ 2 3 3 . П р и м е р ы . 1. Л и н е й н о е  п р е о б р а з о в а н 1е. Если 
уравнешя, связывающ 1я х , у съ  u ,v ,  имйютъ видъ:

M =  a X - f | f y + T , / . а
I О i \ I 1 l i  /v =  e 1*  +  P , y + T i ,

то говорятъ о линейномъ отображенш или линейномъ преобразовали.
Предыдущ1я уравнешя могутъ быть р-Ьшены относительно 

(х ,  у). Различнымъ точкамъ (х ,  у) соотвЪтствую тъ поэтому различ
ныя точки (к , v).

Ковалевскш. Дифференщалыюе и интегральное исчислеше. 30
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Зд^сь а^ , —  [За, есть функщональный определитель. Поэтому 
формула лреобразовашя двойнаго интеграла выражается такъ:

J '  Ф ( u , v ) d u d v
в

=  I «Pi —  I У * J * +  +  « i *  +  P i!/ 4  1 i ) d x d y .
st

В ъ  случае Ф =  1

У * У * d u d v = \ a $l —  а,[3| Г J * d x d y .  
и я

Две соответственныя площади различаются, следовательно, 
постоянымъ множителемъ. О не равны, когда —  <*,[3= +  1 .Э т о  
преобразоваше называютъ преобразовашемъ безъ  изменешя площади.

Такимъ, напримеръ, будетъ преобразоваше

и =  х  cos <р —  у sin ср +  у, 
v =  х  sin <р - j -  у cos <р +  о .

Если разсматривать х, у и и, v, какъ координаты въ одной 
и той же плоскости и относительно одной и той же системы коор- 
динатъ, то при надлежащемъ движенш плоскости каждая точка х , у 
перейдетъ въ свою точку отображешя.

2. П о л я р н ы я  к о о р д и н а т ы . Полярныя кординаты г, <р свя
заны съ прямоугольными декартовыми координатами при посредстве 
формулъ

x  =  rcos<p, y-=rsin<p.

Мы находимъ, что функщональнымъ определителемъ функщй 
х ,  у относительно переменныхъ г , <р будетъ

cos <р —  г  sin <р
sin sp г cos?)

Поэтому формула преобразовашя двойнаго интеграла гласитъ: 

/  Г ф (х ,  у) d x d y  =  J * y * ® ( r c o s y ,  rsin<p)rdrd<p.
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Г л а в а  X I X .

Геометричесшя применешя двойныхъ интеграловъ.

§ 2 3 4 . Объемы. Положимъ, что функщя £ =  f ( x , y )  непре
рывна и нигдЪ не бываетъ отрицательной ')  въ области S t, кото
рую мы считаемъ способной разлагаться на нормальныя области.

Мы разлагаемъ область St на частныя области S t j,  St2, . . . ,  St„ 
того же характера, что и St, и обозначаемъ это разложеше черезъ 3  •

Пусть т., будетъ наименьшее, а М , —  наибольшее значеше 
функщй /  въ области St,. Мы обозначимъ черезъ К  ( К )  тЪло, огра
ниченное поверхностью \ = f ( x , i j ) ,  плоскостью (х ,  г/)-овъ и пер
пендикулярами, возставленными къ ней вдоль границы области St (S t,).

ТЬло К ч лежитъ въ цилиндрЪ съ основашемъ St„ и высо
тою М ,, а цилиндръ съ основашемъ St, и высотою тч лежитъ въ 
гЬлЪ К ,.

Это даетъ основаше принять за объемъ гЬла К  предЬлъ, къ 
которому стремятся величины

п п

s (3) s (3
V=1 V=1

(Л., есть площадь фигуры 21,), когда 3  пробЪгаетъ особенную по
следовательность 3 " овъ> Если и самый объемъ обозначить черезъ 

К ,  то

К  =  J * у ' f ( x , y ) d x d y .
я

§ 2 3 5 . П ри м 'Ьр ъ. Если положить

/  =  у  1 —  Xs —  у* 

и определить St услов1емъ

X2 +  г/г= 1 ,

то

У  J f ( x> у) d x d y .
я

выразитъ объемъ полушара pafliyca 1.

*) х , У, z СУТЬ прямоугольный координаты.
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По § 2 2 3
1

J *  J * f d x  dy =r J *  ( У f (x ,y )d y) jd x .
я _ l —

В ъ  самомъ д е л е , 9{ есть кругъ, определяемый неравенствами 

—  1 ^  х ^  1,  —  У 1 —  х2 g y g  V 1 — х2.
Интегралъ

J * V  1 — хг —  у2 dy,
— V l — x>

будучи площадью полукруга рад1уса V\ —  х2 , равенъ

4 - * ( i — *• ).

Поэтому объемъ полушара равенъ

T * f i y - xV) d x  =  T * [ x - т ) ! _ г т ” - 
— 1

§ 2 3 6 . В ы ч и сл е ш е  п о в е р х н о ст е й . Положимъ, что функ
щя l —f ( x , y )  имеетъ въ области 91 н е п р е р  ы в н  ы я первыя про
изводныя

^  =  / ,'(*>  !/). * ,= / , ' ( * » ? ) •
Плоскость

Ь ~  *  =  £ ( 5  —  * )  +  —  У)

называется к а с а т е л ь н о й  плоскостью къ поверхности въ точке

(*»  У» О  ')
Если провести черезъ точку (х ,у ,%)  плоскость, перпендику

лярную къ плоскости (х ,  у), то на кривой поверхности получится 
кривая пересечешя, а на касательной плоскости— прямая пересече
шя, и легко видеть, что прямая пересечения есть касательная къ 
кривой пересечешя въ точке ( х , у , ^ ) .
_________________________  - /Г.

*) Предполагается, что * =  /(*,</) и что j ,  1), % суть текуиря коор
динаты.
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Дифференщалъ функции / ( х ,  у) тесно связанъ съ касательной 
плоскостью. В ъ  самомъ д еле ,

Д / ( х ,  у)  =  / ( *  +  Д * , у  +  Д у)  — / ( * ,  у)

переходитъ въ

<*/(*. y ) = f ^ x + f ^ y ,

если заменить поверхность ея касательною плоскостью въ точке

(*> У ;  К )  * )  *)•
Перпендикуляры, возставленные къ плоскости (х , ij) вдоль 

границы области 31(21,), ограничиваютъ на поверхности ^ = / ( х ,  у) 
область © ( © , ) .

Пусть (х у, г/ч) будетъ произвольная точка области 31, и 

( x v, y , , ^ v)  соответственная точка поверхности. Строимъ касатель
ную плоскость въ точке (х ч,г/7, £,() .  Перпендикуляры, возставлен
ные къ плоскости (х ,  у)  вдоль границы области 31, определяютъ 
на касательной плоскости область .

Пусть А-, будетъ площадь фигуры 31,. Когда 3  пробегаетъ 
особенную последовательность 3 ' 0ВЪ> т 0> какъ мы увидимъ, сумма

± А ,
4=1

будетъ стремиться къ некоторому пределу. Этотъ пределъ называ
ютъ величиной кривой поверхности © .

Чтобы вычислить А.п заметимъ, что проекщя области 31, на 
плоскость (х ,  у), есть 31,. Если касательная плоскость парал
лельна плоскости ( х ,у ) ,  то Ач — А.,. Если эти д ве  плоскости не 
параллельны, то ихъ лишю пересечешя принимаемъ за ось £-овъ , 
перпендикуляръ къ ней въ плоскости (х ,  у )— за ось О  ty, а въ ка

*) Т. е. приращен!е Д? координаты § при переходе на каса
тельной плоскости отъ точки (х , у , 0  къ точке (х  +  Д х ,  у +  Д у , i  +  Д j )  
есть дифференфалъ переменной z на поверхности * = / (* ,;/ ) . Въ самомъ 
д еле, такъ какъ точка (х  +  Д х , у +  Д у , z +  Д з) лежитъ на касательной 
плоскости, ТО Z +  Д i  — Z =  (х  +  Д X — х) +  ^  (у  +  Д у —  у), или

Д * = Л ' Д * + / /  Ду =  dz.
') Ср. аналогичную зависимость между Д f {x )  и df(x),  разсмотрен- 

ную нами въ § 56.
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сательной плоскости— за ось D t y , .  Тогда точка (^ , , t)t) касательной 
плоскости имеетъ на плоскости (х ,  у) своей проекщей точку (jc, ty), 
которой координаты вычисляются по слЪдующимъ уравнешямъ

5 =  5 , ,  t) =  ^COS9P,.

При этомъ <рч есть уголъ, образуемый двумя разсматриваемымм 
плоскостями. Но (ср. § 2 2 9 )

A , =  — J *  1jd y ,  А-, =  — J *  
я , a v

поэтому
А  ̂=  A., cos <р.,.

Для cos найдется значеше
1

COS ср., =  -  ----------------=  •
V ' + f z4 \ , y ) + f y' i\ > \ )

Сообразно съ  этимъ

А,  =  А , У I  + / д * , У-) У-У

И зъ непрерывности функщй / ' и g'x вытекаетъ непрерывность 
функщй

9 { х , У) =  у \  + / ; * + / ; * .

Но мы знаемъ, что сумма
«

v=l
стремится къ пределу

У*/ ? ( * ,  У) d x d y ,

когда 3  пробегаетъ особенную последовательность З ‘ въ - 
Поэтому площадь области @  равна

/ /  V l р% q1 dx dy,

где мы вместе съ Э й л е р о м ъ  полагаемъ

/*'(*> У ) = Р ,  / , '( * .  У) =  ?■
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Мы введемъ въ предыдущШ интегралъ новыя перемЪнныя 
и, v ,  а именно *) пусть будетъ

x  =  x ( u , v ) ,  y — y ( i i , v ) .

Тогда также становится функщей отъ и н и .  Мы полагаемъ поэтому

Z =  l ( u , v ) .

Для вычислешя р  и q мы имЪемъ уравнеше

— p d x  +  qdy ,

которое распадается на два:

£ = Р * ' . +  9У'.>

Отсюда получается:

,  х 'иС — С х1
р г /  I i> Ч i t  ' i 'i

хиУ ь~ У и Х* ХиУ* — Уи*у
поэтому

(y’u C — Cy'v)1 + ( С Х'„ — Х'иСУ + (XWv— y'uXvY

(xWv—y'ux7  
Положивъ

Е = < *  +  У ?  +  С >  

F =  К К  +  уХ  +  ъ С ’ 
g = х ? + у? + е

найдемъ, что числитель посл%дней дроби равенъ

E G  —  F ».

Такимъ образомъ, имЪемъ:

У EG — Р
V l + p *  +  q* =  ]x ’y '_

и  V и  V

По правилу преобразовашя двойного интеграла, дифференщалъ

V 1 -j-p*  +  q2 dx  dy

*) Мы считаемъ выполненными услов1я, указанный въ § 231 (ср. 
также § 232). Прежде всего разность х’и y'v— y'ux'v должна быть отлична 
отъ нуля. Теперь х, у суть старыя, а и, v— новыя перем'Ьнныя. Тамъ 
обозначешя были какъ разъ обратными.
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замещается теперь дифференщаломъ

У  1 + р *  +  ? 2 | ( * * )  jd u d v  =  V E G  —  F * d u d v ,  

и для площади области ©  получается выражеше

/У * E G  —  F 2du dv.

U есть область, отвечающ ая въ плоскости (и, v) области 91.
Мы примемъ теперь, что даны три равенства

( * )  x  =  x ( u , v ) ,  y =  y ( u , v ) ,  * = * ( « , ? ) ,

и что въ прямоугольнике ( a , b ; c , d )  функщй х .у ,%  имеютъ не
прерывныя производныя

*'.> у I ’ С  
< >  y ’v, zl-

Пусть, далее, повсюду въ прямоугольнике (а ,  Ь\ с, d) будетъ 

E G  —  F 1, >  О

Допустимъ, наконецъ, что различнымъ точкамъ (и, v)  прямоуголь
ника (а ,  Ь\ с, d)  постоянно отвечаю тъ различныя точки (х ,  г/, ^). 

Мы полагаемъ

* 0  У'Ли >ъ)
Zu(U’ V) Zv iu ’ v )
£  ( « .  v ) v)  
x'u(u,  v )  < ( m , v ) >

x'u( u ,v )  x'v(u, v)

и понимаемъ подъ p точку съ координатами u , v ,  а подъ q — точку 

съ  координатами и, v .
Пусть (а\ Ь'\ с1, d') будетъ прямоугольникъ, расположенный 

в н у т р и  прямоугольника ( a, , b ; с, d ) .
Прямыми, параллельными осямъ, можно разложить прямоуголь

никъ (аЪ '\  с’, d') на так1я частныя прямоугольники, чтобы въ каж
домъ частномъ прямоугольнике одна изъ трехъ функщй

Ч) .

q) = 
Y( p ,  q) =  

Z(p, q) =
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сохраняла постоянный знакъ при всякомъ перемещены точки р , q 
внутри частнаго прямоугольника.

Допустимъ, что это невозможно. Если въ такомъ случай 

3 i>  8а> • • • есть особенная последовательность З -о в ъ , то въ
разложенш 3 *  содержится частный прямоугольникъ, въ кото- 
ромъ исчезаетъ каждая изъ трехъ функщй, т. е. въ немъ нахо
дятся шесть такихъ точекъ

Рп' >

что выполняются равенства

д * > : . о = * о с  ч : ) = о .

Пусть р , ,  р2, р3 , . . .  будетъ сходящаяся часть последовательно
сти р ,,  р2 , р3, . . . и р —  пределъ этой части. Тогда и

lim qB =  lim £  =  lim q  ̂ =  lim p" =  lim q" =  p .

В ъ  виду непрерывности производныхъ х', х', у', y ’v,%u, ^  
отсюда следуетъ, что

Х(р, р) =  Y(p, р) =  Z(p, р) =  О,
поэтому

E G  —  F 2 =  0,

вопреки предположение.

Прямоугольникъ (а', V; с', d') можно, следовательно, разло
жить желательнымъ образомъ. Если, напримеръ, (а, [3; у, В) есть 
частный прямоугольникъ, въ которомъ Z ( p ,q )  имеетъ постоянный 
знакъ, то въ силу равенства (* )  двумъ различнымъ точкамъ (к , v), 
(и ,  v )  прямоугольника ( я , ( 3 ;у ,  8) отвечаю тъ д ве  точки (х ,у ,% ) ,  
(х ,  у ,  съ  различными проекщями на плоскость (х ,  у).  (Ср. § 123).

Поэтому, разсматривая ту  часть поверхности, представляемой 
уравнешемъ ( * ) ,  которая со о т ве тст ву е м  частному прямоугольнику 
(« , (3; 7 , 3 ) ,  мы найдемъ, что она принадлежитъ къ разсмотренно- 
му вначале типу ^ = f ( x , y ) .  Пусть 51 будетъ проекщя этой ча
сти на плоскость (х , у).  Д алее, изъ § 123  мы можемъ вывести, 
что переменныя и и v, разсматриваемыя, какъ функщй отъ х н у ,
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имеютъ непрерывныя частныя производныя въ области 21 *). То ж е 
поэтому относится къ функщй

A*. y) =  l (u,v) ,
ибо и суть непрерывныя функцш отъ и и V.

Разсмотренная часть поверхности ( * )  имеемъ поэтому площадь

У EG —  F"1 dudv.
<«. ?! 1’ 8>

Соответственные выводы относятся и къ другимъ частнымъ 
прямоугольникамъ. Соответственная часть нашей поверхности будетъ 
всяюй разъ встречаться съ прямыми, параллельными оси х-овъ,  по 
большей м ере, въ о д н о й  точк е.

Поэтому площадь той части поверхности, которая соо твет- 
ствуетъ прямоугольнику (а\ Ъ'\ с', d!) равна

У Е G—~F*dudv.
{ а ' ,  Ь ';  S ,  i ' )

Если 33 есть нормальная область, содержащаяся въ прямо
угольнике (аЬ'\ с', d'), то площадь соответственной части по
верхности равна

EG  —  F* dudv.

Пусть область 33 представляется неравенствами

a ' ^ u ^ b ' ,  ip ( a ) g ! ) g ( j i ( i i ) .

Мы разлагаемъ интервалъ (а',Ь') на частные интервалы mv>
и соответственно обозначаемъ черезъ w v (mv) наименьшее, а черезъ 
M.<(MV) —  наибольшее значеше функщй ср(и) и Ф(и) въ  интервале 

Какъ и въ § 2 2 3 , мы вводимъ еще символъ т , ' ,  кото
рый долженъ иметь следующ ее значеше.

') Прямоугольникъ ( 7 . ,P ;y ,  3> сохраняетъ свойство Z(p,q) ^  О, 
когда его замещаютъ прямоугольникомъ (а— s,(3  +  e ;Y  — -€,о +  е> и бе- 
рутъ положительное число е достаточно малымъ. Функцш «и г- имеютъ 
поэтому и на границе области 21 непрерывныя производныя по х и по у. 
Теперь читатель видитъ, почему мы употребили прямоугольникъ (а', Ь'; с', 
вместо прямоугольника ( а ,  Ъ\ с, d).

/ Л '
8
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Если М., ^  mv, то мы полагаемъ тч' =  w v. Если же, наобо- 
ротъ, М-, >  « , ,  то мы полагаемъ wv' =  Тогда постоянно

О М , —  g A f ,  —  ш ,•

Обозначимъ прямоугольникъ

черезъ qv, а прямоугольникъ

(Цч—i > ы,; М,>

черезъ d v. Соответствующ ая области 33 часть S  кривой поверх

ности имЪетъ, очевидно, площадь, которая не меньше, чЪмъ

G —  F 1 d u d v
<ь

и не больше, ч^мъ

z f f v m  —  F 1 d u d v .
Dv

В ъ  томъ же интервал-fe лежитъ интегралъ

f f ™ 1  —  F 2 d u d v .

Пусть г будетъ наибольшее колебаше функщй <р(и) и '{ '(и ) 
въ  частныхъ интервалахъ (м ,_ 1 , и , ) .  Площади qy и Qy прямоуголь

никовъ qv и удовлетворяютъ тогда слЪдующимъ неравенствамъ:

— ( 7 , < 2 ( J ( «  — Mv _  i ) -

Если 9)1 есть наибольшее значеше функщй У  E G  —  F 2 въ  прямо- 
угольник-fe (а' , Ь'\ с', d ') , то мы будемъ, сл-Ьдовательно, имйть:

G —  F 2 —  / /  l T E G ^ - I a d u d v < 2 a ( V — а')Ш~
Ov

Такимъ образомъ, величины S  и / / у з г  G —  F * d u d v  отлича-
8

ются другъ отъ друга мен-fee, ч-Ьмъ на 2 а (У  —  д ')9 Л . Такъ какъ
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величина а можетъ быть сделана сколь угодно малой, то имеетъ 
место формула

S = y* f  VEG  —  F 2dudv.
аз

Она остается верной, если область 23 лежитъ в н у т р и  прямоуголь
ника (a , b ' , c , d ) и можетъ быть разложена на конечное число нор
мальныхъ областей.

§ 2 3 7 . П о в е р х н о ст ь  ш ар а. Мы характеризуемъ точки ша
ровой поверхности ихъ географической долготой и широтой (Х и [3)- 

Тогда, положивъ рад1усъ равнымъ X, имеемъ:

х =  cos {S cos X, у =  cos sinX,  ̂=  sin j$,

a 5 и i  удовлетворяютъ неравенствамъ

 JL ч -eJL о - = Х - = = 2 т
2 =  1 2 ’  0  =

Для производныхъ

Ур> ^р>

получаются здесь  значешя:

— sin [3 cos X, — sin (3 sin X, cos|3,
—  cos £ sin X, cos|3cosX, 0 .

О тсю да следуетъ:

У& — У̂'х =  — cos2 £ cos X,
^  х'х —  Хр ^  =  —  cos2 [3 sin X,

*?У х — У р * х = — cos м п & ;
поэтому

EG  —  i 7* — cos2 3 •

Такимъ образомъ, часть шаровой поверхности, соответствую 
щая области 58 въ плоскости (J3, X), имеетъ площадь

f f V I  G — F i d$dk = J *  J *  cosjJ dfidX.1)

<jr
‘) Область 23 лежитъ внутри прямоугольника (— -рр 0, 2я) 

и можетъ быть разложена на конечное число нормальныхъ областей.



у
П О В Е Р Х Н О С Т Ь  Ш А Р А . 4 7 7

Если 33 есть нормальная область, представляемая неравенствами

< j> (A )= g (3 ^ 6 (X ),

то (ср. §  2 2 3 )
1̂

У  у *  cos [3 d £ d А =  У *  {s in t{* (A )—  sin<p(A)}</A. 
я Ч

Если область 93 представлена неравенствами

£о ^  Р ё£ P i, ? ( Р ) й ^ 4  (? ),
то

Р.

У  у  cos |3 d, М  =  У ^  {  Ф (Р) —  ?  (Р) }  cos р d  з .

Если въ первомъ случай

? ( х)  =  Ро. 'I 'M  =  Pi
или во второмъ

< Р (Р )= * 0 ,  <Н Р ) =  1̂>
то интегралъ равенъ

(sin [3t —  sin Ро) (А, —  А0) .

Отсюда слйдуетъ, что площадь всей шаровой поверхности равна 4 к .



ПРИБАВЛЕНИЕ.

НЪкоторыя свЪдЪшя изъ теорш 
опред’Ьлителей.

О п р е л ^ л и т е л и  (д е т е р м и н а н т ы ) введены были Л е й б н и - 
ц е м ъ  для удобства решешя системы линейныхъ уравнешй.

Для опредЬлешя д е т е р м и н а н т а  я - а г о  п о р я д к а  мы должны 
сказать сначала кое что о п е р е с т а н о в к а х ъ .

Какъ читателю известно, сущ ествуетъ

1 • 2 . . . я  =  я ! (я  факультетъ)

перестановокъ чиселъ 1 , 2 ,  . . ., я .
Перестановка

1 , 2 ,  . . я

отличается тем ъ, что въ ней изъ каждыхъ двухъ чиселъ меньшее 
всегда находится слева отъ большаго. В ъ  каждой другой пере
становке

'̂1 > 2̂ , * * • 5 кп

будетъ встречаться большее число, предшествующее меньшему. 
Такое расположеше называютъ и н в е р о е й  или безпорядкомъ *).

Чтобы сосчитать, сколько инверай содержится въ  переста
новке, можно поступать такъ:

ОпредЬляютъ, сколько чиселъ, меньшихъ Jct , следуетъ за k t ; 
затем ъ , сколько чиселъ, меньшихъ к2, следуетъ за к2 и т. д.

Для опредЬлешя числа HHBepcift въ перестановке 

7 5 3 1 2 6 4

') Мы принимаешь и > 1.
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слйдуетъ заметить, что

за 7-ю  слйдуютъ ш е с т ь  меньшихъ чиселъ, 
за 5-ю  слйдуютъ ч е т ы р е  меньшихъ числа, 
за 3-мя сл-Ьдуютъ д в а  меньшихъ числа, 
за 6-ю  слЪдуегь о д н о  меньшее число.

Эта перестановка содержитъ, следовательно,

6 +  4 +  2 +  1 =  13
инверсШ.

Мы разсмотримъ теперь д ве  перестановки, получаюипяся другъ 
изъ друга черезъ перемещеше двухъ смежныхъ элементовъ, каковы, 
напримеръ, перестановки

7 5 3 1 2 6 4  и 7 5 1 3 2 6 4 .

Пусть г  и s ( >  г) будутъ два подлежащихъ перемйщешю 
элемента. Тогда одна перестановка имеетъ видъ

. . .  rs  . . . ,  а другая . . . sr  . . .

Во второй, кроме инверс1й, встречающихся въ  первой, есть 
«щ е новая инверая, зависящая отъ г, s.

При п е р е м е щ е н а  д в у х ъ  с о с Ъ д н и х ъ  э л е м е н т о в ъ  ч и сл о  
и н вер сШ  п е р е с т а н о в к и  у в е л и ч и в а е т с я  или у м е н ь ш а е т с я  на 1.

Пусть теперь имеется перестановка, въ которой за элемен- 
томъ г следую тъ сначала jx другихъ элементовъ, за которыми уже 
сл едуетъ  элементъ s,  т. е. имеется перестановка вида

• • • 4 i  • • • v  • • *

Заменяя jx — 1 разъ элементъ г его сосЬднимъ правымъ эле- 
ментомъ, мы черезъ перестановки

• • • Ztr \2 • • • V  • • •’

. . . f c f c f c  . . . rs  . . . 

приходимъ къ перестановка

• • • *1 *2 • • • V r • ' • •
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Заменяя теперь [л разъ элементъ s его левымъ соседнимъ 
элементомъ, мы приходимъ къ перестановке

. . . * * ! & • • ■  V "

Отсюда видно, что достаточно сделать 2 [i +  1 перестановокъ 
смежныхъ элементовъ для того, чтобы элементы г  и s обменялись 
местами.

П ри э т о м ъ  ч и сл о  и н в е р а й  у в е л и ч и в а е т с я  или у м е н ь 
ш а е т с я  на н е ч е т н о е  ч и сл о , ибо оно 2 j i - f l  разъ изъ четнаго 
становится нечетнымъ или изъ нечетнаго становится четнымъ.

Перестановки разделяютъ на два к л а с с а  сообразно съ чет
нымъ или нечетнымъ числомъ содержащихся въ нихъ инверсШ и 
говорятъ о ч е т н ы х ъ  и н е ч е т н ы х ъ  перестановкахъ.

П е р е с т а н о в к а  и з м е н я е т ъ  св о й  к л а с с ъ  при п е р е м е щ е 
н а  д в у х ъ  ея  э л е м е н т о в ъ .

С у щ е с т в у е т ъ  с т о л ь к о  ж е ч е т н ы х ъ , с к о л ь к о  и н е ч е т 
н ы х ъ  п е р е с т а н о в о к ъ . Чтобы въ этомъ убедиться, следуетъ себ е  
представить, что все  и ! перестановокъ чиселъ 1 , 2 ,  . . . ,  и написаны 
рядомъ въ некоторомъ порядке. Пусть между этими перестанов
ками будетъ р  четныхъ и q нечетныхъ. Если теперь переместить 
во всех ъ  перестановкахъ числа 1 и 2 , то мы опять будемъ иметь 
все  п\ перестановокъ, только въ другомъ порядке. Но р  четныхъ 
перестановокъ стали р нечетными, a q нечетныхъ сделались q чет
ными перестановками. Отсюда видно, что р  =  q.

Опред-Ьлеше детерминанта n -аго порядка.

Мы разсматриваемъ и* чиселъ, расположенныхъ въ виде ква
драта и отмеченныхъ двойными индексами *)

а п а 12 ' ' ' а \п

а1\ ам ' ■ ■ а.1п

я ,п 1 йп,- ■ ■ апп

Первый индексъ э л е м е н т а  аг$ указываетъ р я д ъ  или гор  и з о н -
-  ■ ^  г

1) Обозначеше при помощи двойныхъ индексовъ введено Л ей б- 
н и ц ем ъ .
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т а л ь , въ  которой находится этотъ элементъ, а второй —  к о л о н н у  
или в е р т и к а л ь .

Мы выдйлимъ теперь п элементовъ, которые находятся въ 
различныхъ горизонталяхъ и въ различныхъ вертикаляхъ, и со- 
ставимъ ихъ п роизведете. Это прои зведете имйетъ слйдующШ 
видъ:

й\г, fl2 i • • • а * гп>

и г , ,  г2, . . . ,  гп есть перестановка чиселъ 1 , 2 , . . . ,  и . Имйется, 
очевидно, п\ такихъ произведен^. Мы можемъ ихъ подраздЬлить 
на два класса. Къ первому классу мы причисляемъ T t произведе
шя, въ  которыхъ индексы г , ,  г2, . . . ,  гп составляютъ четную пере
становку, а ко второму— тЪ произведешя, въ  которыхъ индексы 
r i , r i , . . . ,  гп образую тъ нечетную перестановку.

В ы ч т я  и зъ  сум м ы  в с й х ъ  п р о и з в е д е н ^  п е р в а г о  к л а с с а  
с у м м у  п р о и з в е д е н ^  в т о р о г о  к л а с с а , п о л у ч а ю т ъ  в ы р а ж е - 
H i e ,  к о т о р о е  н а з ы в а ю т ъ  д е т е р м и н а н т о м ъ  или о п р е д Ь л и т е - 
лем ъ сх ем ы  (1 )  и о б о з н а ч а ю т ъ  с и м в о л о м ъ

(2)

а \\а 12 ■ ■ а \п

а г\ а 22 ' а2п

(1 О- „ • ■ ап\ пЧ пп

В ъ случай п =  2 сущ ествуютъ только два произведешя вида 
а. й„ , а именно■»г1 ^га

Первое принадлежитъ къ первому, а второе ко второму классу, 
ибо 1, 2 есть четная, а 2 ,  1— нечетная перестановка.

Такимъ образомъ,

или, при другихъ обозначешяхъ,

ab

cd
=  a d  —  be.

К о в а л е в с к ш .  Дифференщальное и  интегральное псчислеше. 31
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Д ,  1 д 12 д 13

Д21 й22 Й23 =  J

^31 ^32 ^33

В ъ  случае я =  3 сущ ествуетъ 3 ! =  6 произведенШ a Uia ir^air^ 
а именно следуюпця:

Й11 Д22 Й33> ^12  Л23 Д 31 > Д 13 ^2 1  Л 32

^ 1 1 ^ 2 3 ^ 3 2 »  ^ 1 2 ^ 2 1 ^ 3 3 ’ ^ 1 3 ^ 2 2 ^ 3 1 '

Три первыхъ принадлежатъ къ первому, а три посл-Ьднихъ ко вто
рому классу, ибо

1 , 2 , 3 ;  2 , 3 , 1 ;  3 , 1 , 2
суть четныя, а

1 , 3 , 2 ;  2 , 1 , 3 ;  3 , 2 , 1

суть нечетныя перестановки 
Такимъ образомъ,

а.г2 д33 -f- д12 д23 д31 -f- д ,3 й21 д32

— й\\ й43 лъ% ал2 #21 л33 д 13 д22 й31.

Ясно, что съ  отрицательными знаками следуетъ взять т е  произве
дешя, которыя содержать по одному только множителю съ равными 
индексами.

О перем,Ьщ ен!яхъ элем ентовъ определителя.

П р о и звед ете a Ui a2 r . . . а„Гп не измЬняетъ величины при ка
кой-либо перестановке его множителей. Къ любому р асп олож ен а 
множителей можно придти, перемещая въ произведенш д 1г< й2г> • • • а т„ 
несколько разъ только д в а  элемента.

Если при р  такихъ перемещешяхъ

а и а ^  ■ ■ ■ а п,п переходитъ въ a fi • • • а ^ ,

то г , ,  г2, . . . ,  г„ и 5-j, 5г . • • •, s„ суть четныя или нечетныя пере
становки, смотря по тому, будетъ ли р  четнымъ или нечетнымъ. 
В ъ  самомъ д е л е , мы знаемъ, что перестановка изменяетъ свой 
классъ, если въ ней переместить два элемента. Но при помощи р 
такихъ перемещ ен^ перестановки 1 , 2 ,  . . . ,  и и г , ,  га, . . . ,  г* пе-
реходятъ соответственно въ s2, . . s„ и 1 , 2 ,  . . .,  я .

Разделимъ теперь я ! произведенш
л ' "а  . а . . . .  а

J , 2  s n n

(s1, si t . . .  , s„ есть перестановка чиселъ 1 , 2  я )
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на два класса. Къ первому классу причислимъ т е  произведешя, въ  
которыхъ si , s 2, . . . , s „  есть четная перестановка, а ко второму 
классу— т е  произведешя, въ которыхъ si , s 2, . . . , s n есть нечетная 
перестановка. Определитель (2 )  равенъ тогда сумме произведешй 
перваго класса, уменьшенной на сумму произведешй второго класса.

Положимъ, что два определителя

а \\ а \ч ' ' а \п h\ h i  ' ■ К

А =
й21 а.г2 • ■ ^2 п

и В  —
Ъ2\ Ъ22 ■ ■ К

а  ла  -«1 п2 ■ аПП h i  „̂2 ' ■ h n

находятся другъ къ другу въ  такомъ соотношенш, 
г  =  1,  2 ,  . . . ,  п  и 5 = 1 ,  2

Ъп — й1Г,

что при

т. е. r -ая горизонталь одного определителя совпадаетъ съ  г-ой 
вертикалью другого.

Пусть теперь будетъ

Л  =  U  sgn (st s2 ■ ■ ■ s j  ан1 д j2 • • • a  ^

где sgn (st , s2, . . s„) должно полагать равнымъ +  1 или —  1,
смотря по тому, будетъ ли перестановка st , s2, . . s„ четной или 
нечетной.

Но, съ другой стороны,

В  =  j ; s g n  (st s2 ■ ■ ■ s j  Ьи ■ ■ ■ bnsn,

Такъ какъ, по предполож ена,

Ь,, =  а  , ,  Ь„ — а  Ъ = а  .
l - f i  ^ 1 1 2  s 2 s 7 2 9 > n s n  s n n '

то отсюда следуетъ, что
A =  B .

Теорема 1 . О п р е д е л и т е л ь  не и з м е н я е т ъ  с в о е й  ве л и 
чины , есл и  п е р е п и с а т ь  е го  т а к ъ , ч т о б ы  r -ая  г о р и з о н т а л ь  
с т а л а  r -о й  в е р т и к а л ь ю  (г — 1, 2 , . . . ,  п).

Мы предположимъ теперь, что В  получается изъ А  путемъ 
перемещешя г-ой и 5-ой горизонталей. Новую перестановку, полу-
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чаемую изъ перестановки st , s2, . . . ,  sn черезъ перем%щеше г и s, 
обозначимъ черезъ at , а3, . . а„. Тогда

sgn (5i а2 ' ■ ■ с«) =  —  sSn (*i s2 ■ ’ ' s«)> 

и мы можемъ написать:

А  =  —  sgn (<ч • • • о„) а,г 1 а,г2 ■ ■ ■ аып.

Но, по предполож ена,

а . а  „ • • • а  =  Ъ . Ь ,  • • • Ь_ :
j , l  s  , 2  а , 1  а а2  о и и ’

поэтому

Л  =  —  J ^ s g n  (ст, г2 • • • с„) ^ 1  i 0i2 • ■ • b„n„ =  —  В.

Теорема 2 . О п р е д е л и т е л ь  у м н о ж а е т с я  н а —  1, к о г д а  
в ъ  н ем ъ  п ер ем -Ь щ аю тъ  д в е  г о р и з о н т а л и .

Если въ определителе А г -ая горизонталь совпадаетъ съ  л-ой 

и, следовательно,

a r l  —  f l . P  a r 2 ~ a s 2 ’
■ а  = а

’  Г Я  S',

( r ^ s ) ,  то при перемещ ены r -ой и у-ой горизонталей определи
тель А  переходитъ въ —  А  и, съ другой стороны, не изменяетъ 
своей величины при этой перестановке. Поэтому

А =  —  А ,  т. е. А — 0 .

Теорема 3 . О п р е д е л и т е л ь  с ъ  д в у м я  т о ж д е с т в е н н ы м и  

г о р и зо н т а л я м и  р а в е н ъ  нулю .
Принявъ во внимаше теорему 1, мы видимъ, что теоремы 2  

и 3 относятся также и къ вертикалямъ.
Предложеше 2 можно обобщить следующ имъ образомъ:

Теорема 2 '.  Е с л и  r t , г2, . . . ,  гя е с т ь  п р о и з в о л ь н а я  пе
р е с т а н о в к а  ч и с е л ъ  1 , 2 , . . . ,  я ,  т о

йг,1 Йг,2 • • o ri„ a u a n  ■ • a.In

a ,t 1 a rt 2- ’ ^ггп
=  sgn ( r : r* ■ ■rn) a 2\ a i% ■ • a о i n

a r„i а Гп2 • ■ d r n n a n\ a n2 • • a nn

Положимъ, что определитель въ  левой части получается изъ опре
делителя, находящагося въ правой части путемъ р  перемещ ен^ 
двухъ горизонталей. Тогда, по теореме 2,
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Я,-,1 #г,2 ' а и 1̂1 * 4 fi-ln
Яг, 1 Дг,2 ■ ’ ^г,л

=  ( - - 1  у a-i\ аг2 ■ ■ а2п

аГя 1 аГп 2 • ■а,гпп ЯП1 Я„2 ' * Япя

Но, съ другой стороны,

sgn (г , Г, . • ■ /-„) =  (—  1)>, 

такъ какъ при переходе отъ перестановки 1 , 2 ,  . . п къ переста
н овке г , ,  гг , . . . ,  г„ классъ изменяется р  разъ.

О пределитель, какъ $ункц!я элем ентовъ горизонтали.

Каждый членъ определителя А  имеетъ видъ й1г_ а 2г_ • • • а„,п 
и содержитъ только по одному элементу изъ каждой горизонтали.

Т е о р е м а  4 . О п р е д е л и т е л ь  е с т ь  л и н е й н а я  о д н о р о д н а я  
ф у н к ц 1я э л е м е н т о в ъ  к а к о й -л и б о  го р и з о н т а л и .

Такъ, напримеръ,

А =  cir\ Art ~f" А ,2 -(-••• -f- a rn Ar„,

гд е  величины А Пу A r t , • • •> А гп совершенно независимы отъ эле
ментовъ r -ой горизонтали.

Величину A rs называютъ а л г е б р а и ч е с к и м ъ  д о п о л н е ю е м ъ  
элемента a rs. Чтобы найти АГ1, заменимъ r-ую горизонталь сначала 
( г — 1)-ой, потомъ (г  —  2)-ой , . . . ,  наконецъ, первой горизонталью, 
съ  целью сделать такимъ образомъ r -ую горизонталь первою. Мы 
этимъ путемъ получимъ определитель, равный ( — 1 у - 1 А .  В ъ  немъ 
мы будемъ замещ ать 5-ую колонну (5 — 1)-ой, (5 —  2)-о й , . . . ,  нако
нецъ, первой. Новый определитель будетъ тогда иметь значеше 
( — i y ~ 1+s~1A  или

(—  iy + ' A .
Подробно написанный, этотъ определитель имеетъ видъ:

а„ ал ar, J + 1 . .  arn
a is Й11 a \,s+l . .  a,1 n

1 1 ■ a  , ,r— 1, J - l r— 1, j+ l ■ ar - l,n
Cl - & . . • Г+1,* r+1,1 • Cb . 4 .r+1, s— 1 a r + \,s+l ' ■ ■ ar + \,n

a  a  1ns «1 . .  a  ,n,s — 1 an,s +1 ■ ann



4 8 6  О П Р Е Д Е Л И Т Е Л Ь , К А К Ъ  Ф У Н К Ц Ш  Э Л Е М Е Н Т О В Ъ  Г О Р И З О Н Т А Л И .

Если Ars есть алгебраическое дополнеше элемента ars въ этомъ 
определителе, то

АГ, =  (— 1У+,Х , .
Такимъ образомъ все теперь сводится къ опредЬлешю алге- 

браическаго дополнешя B tl элемента Ъп  въ определителе

ЬцЬи  ■ ■ ■ Ь1п

и2пВ =

Ьп\ Ьп2 • ' * Ь,

Члены определителя В, содержание элементъ Ьп , имеютъ видъ: 

s g n ( l  г2 - ■ ■ г„)Ьи Ь2г% ■ ■ ■ Ь„гп.

г2. . . г„ есть перестановка чиселъ 2 , . . . , п .
Если мы положимъ на мгновеше

то будетъ:
^  г  s  K  +  1 . S +  1>

К\ Кг,

( r , s  =  1 , 2 , - - - ,  п —  1) ,

Kir =  1̂1 С\- >-,-1 ■ • ' , г-\1

при чемъ г2—  1, • • •, гп—  1 есть перестановка чиселъ 1, 2 , .  . п —  1. 
Ясно, что въ перестановке 1, г2 , . . г„ будетъ столько же инвер- 
cift, сколько ихъ и въ перестановке гг — 1 — 1, такъ что

sgn (I rs • • • r„) =  sgn (f2 —  1 , • • • r „ —  1).

Отсюда следуетъ, что

’  2 1 ,  • ■ Г  -  > 1 п - ^ Н  Г . -1

с и С\2 • С1 ,п -1

С21 С2 2  ' ’ ■ С2 , я - 1

Сп - \ ,1 Ся - 1 . 2  ' ‘ ‘ Сп - \ , п - 1

или

B n '

Ь‘Г> 2̂3

Ъп» Кг ■ Ь
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Поэтому

(—  1)г+'

а  и й 1 , ; + 1

а г - 1 , 1  ■
■ а  .

г — 1 ,  s — \ а г -  1 , 1 + 1 а г - \ , п

а г + \ Л  ' ’ Я  1 1r + \ ,  S — 1 Й г  +  1 , * + 1  ■ ^г + 1 , я

а т  ■
• а

W, S —1 а  Л.Лп ,  J + 1
• • а

п п

Следовательно, при составленш A rs соблюдается следующ ее правило:
Ч т о б ы  н ай ти  а л г е б р а и ч е с к о е  д о п о л н е н 1 е  э л е м е н т а  a rs 

в ъ  о п р е д е л и т е л е  А  п о р я д к а  п,  с л е д у е т ъ  в ы ч е р к н у т ь  г - ую  
г о р и з о н т а л ь  и ; - у ю  в е р т и к а л ь , т. е. г о р и з о н т а л ь  и в е р т и 
к а л ь , в ъ  к о т о р ы х ъ  н а х о д и т с я  a rs. О ст а ю щ и е ся  о п р е д е л и 
т е л ь  (и— 1 ) - г о  п о р я д к а , б у д у ч и  с н а б ж е н ъ  е щ е  м н о ж и т е л е м ъ  
(— 1)г+1, р а в е н ъ  и с к о м о м у  а л г е б р а и ч е с к о м у  д о п о л н е ш ю .

Т е о р е м а  5 . Е сл и  к а ж д ы й  э л е м е н т ъ  к а к о й -л и б о  го р и 
з о н т а л и  о п р е д е л и т е л я  у м н о ж и т ь  на а л г е б р а и ч е с к о е  д о - 
п о л н е ю е  с о о т в е т с т в е н н а г о  э л е м е н т а  д р у г о й  г о р и з о н т а л и , 
т о  су м м а  п о л у ч е н н ы х ъ  п р о и з в е д е н ^  б у д е т ъ  р а в н а  н улю .

В ъ  самомъ д е л е , если заменить въ определителе А  элементы 
r-ой горизонтали, т. е. элементы аг\, а,ч, . . .,  агп соответственно 
на a s 1 , й,2 , . . asn, то выражеше

ar 1 А г 1 -(- аг2 А,-2 -("••• +  Агп
преобразуется въ

asl Д-1 Н” as2 Ar2 -f- • • • 4 "  dsn A r„.

Такъ какъ новый определитель имеетъ д ве тождественныя гори
зонтали, то

asl Аг 1 +  й,2 А г2 Н Н Cisn Arn =  0. (s г)

Т е о р е м а  6 . Е с л и  эл е м е н т ы  к а к о й -л и б о  г о р и з о н т а л и  
с у т ь  б и н о м ы , т о  о п р е д е л и т е л ь  м о ж е т ъ  б ы т ь  п р е д с т а в л е н ъ  
в ъ  в и д е  су м м ы  д в у х ъ  о п р е д е л и т е л е й . П ер вы й  п о л у ч и т с я , 
е сл и  о с т а в и т ь  т о л ь к о  п е р в ы е  чл ен ы  э т и х ъ  б и н о м о в ъ , а 
в т о р о й — есл и  о с т а в и т ь  т о л ь к о  в т о р ы е  член ы .

Если въ r -ой горизонтали находятся биномы

* i  +  */i. * »  +  »»,•••. +
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то определитель равенъ

(x i +  У\) А л  +  (х2 +  Уч) Аг2-\ h (х„ +  У„) А гп,
т . е. равенъ

(х , А г\ +  х -2 Л Г2 + ------ Н х„ Агп) +  (yt Ar 1 -)- у2 Аг2 Н-------+  уп Агп).

Теорема 7. Е с л и  у м н о ж и т ь  в с е  э л е м е н т ы  г о р и з о н 
т а л и  на м н о ж и т е л я  X, т о  о п р е д е л и т е л ь  п о л у ч а е т ъ  м н о
ж и т е л я  X.

В ъ  самомъ д е л е , если заменить соответственно a r\, ari , . . а гп, 
на k a ri,  к а Г2, . .  . , \ а гп, то определитель

йг\ Ar\ -j- йг<1 Аг2 -|- • • • -)- йгп Агп
превращается въ

X (йгj Ar 1 -f- аг2 Аг2 — • * - —f- a rn A rn) .

Теорема 8. Е сл и  к ъ  э л е м е н т а м ъ  г о р и з о н т а л и  п р и б а 
в и т ь  с о о т в е т с т в е н н ы е  э л е м е н т ы  д р у г о й  г о р и з о н т а л и , по 
м н о ж е н н ы е  на ч и сл о  X, т о  о п р е д е л и т е л ь  не и з м е н и т с я .

В ъ  самомъ д е л е , по теоремЬ б и теореме 7 , новый опреде
литель можетъ быть написанъ въ виде A -f- \В, и определитель В,  
будучи определителемъ съ двумя тождественными горизонталями, 
равенъ нулю.

На основанш теоремы 1 теоремы 4 — 8 относятся также и 
къ вертикалямъ.

Теорема объ  умноженш.

Изъ r -ой горизонтали определителя

а и а 12 ’ ' а ы

А  = a i\ а22 ' ' а 2п

dn\ (ini ' &пп

и 5-ой горизонтали определителя
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мы составляемъ выраженш

crs — ciri bsi -f- a r2 b,2 ■ •' 4 "  a rn bs„

и разсматриваемъ определитель

C =
Cn4 С О

Сп\ СпЪ

‘ С о

По повторномъ прим%ненш теоремы 6 онъ разлагается на 
слагаемыя сл-Ьдующаго вида:

а \г, К й1Г1 Ь2 г ■ ■ ■, rtlr> bnri

а Ч г , К  г ,  > д 2,-г b-l г , I • ■ ' !  а 2 г ,  Ь „ г 2

^« г  К  ,  л Ьг , • • •, (I Ъпг
п тп п  п п п

Но по теореме 7 такое слагаемое равно

а \ г, а г г,

К г,  К  г, ’ • К г ,

К ,  К г ,  • ■Кг,

К г К г  ■п  и ■Кгп

Второй множитель исчезаетъ, если не вей числа rt , г3, 
различны. Съ другой стороны, по теореме 2',

К г . К г Г ■ К г , Ь ц  h i  ' • ьп,

Кг, К г , ' ■ ь п г 2
=  s g n  { г ,  г 2 • ■ Г п )

Ь ц  h i • bn 2

• • • , ,
К г п К г я ■ -К г и b in  h n  ■ • £ я я

К

— sg n ^ ’i г2 • • ■ г , ) В .
Поэтому

С — В J ? s g n  (г , г2 ■ ■ ■ r„)aU ia iri • • • а пГп =  А В ,  

т. е. опредйлитель С есть прои зведете определителей А и В .
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Системы линейныхъ уравненШ.

Мы разсматриваемъ систему я линейныхъ уравненШ съ я не
известными. Такая система им-Ьетъ сл-ЬдующШ видъ:

■ап х j  +  a l2x2 -J \-а1ях я =  Ь1г

а 1\ Х1 Н~ а 22 Х2 +  • • ■ +  а2п Хп — К  ,

. а «\ х г -f- а „2 х% ■ • • -}- а пп х„ =  Ьп.
Определитель

a, j а\2 '

А = а2\а22 ' ' 2̂ п

а„\ а„г ■ ■ а„п

называютъ опредЬлителемъ системы (3 ) . Мы примемъ, что онъ 
о т л и ч е н ъ  о т ъ  нуля.

Пусть Ars будетъ алгебраическое дополнеше элемента ars. 
Умноживъ уравнешя (3 )  по порядку на

А1г, А̂ г, • • .у Апг

и сложивъ затемъ все  полученныя уравнешя, получимъ, согласно 
теоремамъ 4 и 5, равенство:

А х г — A i r -\-b.z A ir  -j- ■ • • -)- b„ A„r,

т. e.
Л г  +  +  ■ • ■ +  Ья А пг

Х г  =  -------------------------------2 --------------------------------

( г = 1 ,  2 ,  ■ ■ я)

Наоборотъ, легко убедиться въ томъ, что эти значешя удо
влетворяютъ системе (3 ) . В ъ  самомъ д е л е ,

^ j akrXr ~  ^ а Ьг А \гЛ V - J  а кг Л пг =  Ьк.
г

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ , с и с т е м а  п ..л и н е й н ы х ъ  у р а в н е ш й  
с ъ  я н е и з в е с т н ы м и  и м е е т ъ  о д н о  и т о л ь к о  о д н о  p e in e H ie , 
есл и  о п р е д е л и т е л ь  о т л и ч е н ъ  о т ъ  н уля.
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Чтобы найти его, следуетъ въ определителе А заменить г -ую 
вертикаль вертикалью

К 
К

Если полученный такимъ образомъ определитель назовемъ В ,,  
то искомымъ решеш емъ будетъ

В 1 Вг В„
x i -  - J . * .  -  - J  > ■ • х« =  - j  •

В ъ  случае Ъх =  Ь.г =  ■ ■ • =  Ъп — 0  мы имеемъ систему п линей- 
ныхъ о д н о р о д н ы х ъ  уравненШ съ п неизвестными.

Если определитель такой системы отличенъ отъ нуля, то все  
неизвестный должны быть равны нулю.

Если система п линейныхъ однородныхъ уравнешй съ п не
известными имеетъ исчезающШ определитель, то, какъ мы пока- 
жемъ, кроме трив!альнаго рйшешя х , = 0 ,  х 2 =  0 ,  • • •, хп =  0 ,  су
щ ествуютъ еще друпя.

Если въ определителе А опустить п —  h горизонталей и п— h 
вертикалей, то получится определитель порядка h, который назы
ваютъ м и н о р о м ъ  определителя А.

Если между минорами определителя А есть отличный отъ 
нуля миноръ порядка г, но н етъ минора порядка выше г, кото
рому принадлежало бы это свойство, то говорятъ, что А есть опре
делитель р а н га  г.

Положимъ теперь, что имеется система

‘ 1̂1 “Ь ^12 Х% ^1« Хп ^ >
а -п х \ +  a i 2 хг + ------ 1~ й2 » л:» =  0 ,

. &п\ Ху - j -  X j  - f -  • • • - f -  Clnn X n   0 ,

съ определителемъ, равнымъ нулю. Тогда его рангъ г будетъ 
меньше, чемъ п.  Если рангъ равенъ нулю, т. е. все  коэффищенты 
равны нулю, то наши уравнешя удовлетворяются каждой системой 

чиселъ х 4 , х 4, . . хп.
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В ъ  случай 0 <  г <  п мы можемъ переменить порядокъ урав
нешй и перенумеровать неизвестныя такъ, чтобы именно миноръ

а и а \г ' ' а \г
rt2i a2i ■ ■ ■ a2r

&r\ &П * ' ' r̂r
<5ылъ отличенъ отъ нуля.

Пусть въ  определителе

а п й\2 ’ ■ а,1 г a ik
й22 ' ' а 2 г а2к

аг 1 (1г2 ■ йг а гк
и, и2 ■ “ г Щ

алгебраическими дополнешями элементовъ и , , и2  иг будутъ

СТ,, 1 7 , , . . . ,  U ,  U
Положивъ

дг, =  СТ,, х.г =  СТг , ■ ■ ■ , Хг =  СТ, Хк =  С7д

и взявъ в се  остальные х-ы  равными нулю, мы получаемъ решеше 
системы (4 ) . Ибо

аь\ х \ +  аы хг  Н ahn х п
=  й И  U l  +  a h 2 U i + ---------- Ь  a h r  U r  +  a h k  U k ~

а \\ й \2 ' а \к

а 2\ а 22 ' • а 2г а 2к

й г\ й гч • • а гг й гк

а ,а а Ь2 ' ■ ■ а ы й Ьк

а этотъ определитель при h ^  г  равенъ нулю, такъ какъ въ 
этомъ случае онъ содержитъ д ве  тождественныя горизонтали, а 
при й >  г  онъ также равенъ нулю, такъ какъ рангъ определи
теля А  выше г и, следовательно, бее миноры этого определителя, 
коихъ порядокъ выше г,  исчезаютъ.
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Такъ какъ
/ У

а и  а п  •• ■<*!,
я21 д22 •

11г\ а г2 ■

■ (Ц г

■ а гг

2 0 ,

то мы нашли p tu ie H ie , которое не состоитъ исключительно и зъ
нулей. ‘)

Такъ какъ к  можетъ принимать значешя г + т о
предложенный способъ даетъ п  — г  р-Ьшешй. Обозначимъ ихъ те-
перь сл%дующимъ образомъ:

\ х ™  4 °  . . .  1 > 2 > * (1) Г > 1, 0, • • -, 0

(5 ) X ?  X ™  . . . 1 > 2 > х(2)г > о, 1, , 0

(,-rJ (.-г) 
1 > 2 > Г 0 , 0 , •• •, 1 .

И зъ этихъ п —  г  рйшенШ можно линейно составить каждое 
ptuieHie системы (4 ) . В ъ  самомъ дЬлй, когда х„ есть
p-feuieHie системы (4 ) , то можно получить ея р-Ьшеше, помноживъ 
рЪшешя (5 )  на к аю е-л и б о  множители и сложивъ соответственно 
съ  j f j ,  х2, . . х„. Умноживъ рйшешя (5 )  по порядку на

Хг+1) Хг + 2) ' ' >

и п р и б а в и в ъ  и х ъ  п о с л Ь  э т о г о  с о о т в е т с т в е н н о  к ъ  x t , хг , 
м ы  п о л у ч и м ъ  p t iu e H ie  с л й д у ю щ а г о  в и д а

х/,хг\ . . х/, 0 , 0 , . .  ., 0.
Но изъ уравненШ

а и х\ Н-  a \i х% "Ь  ' ' ' “Ь а \г хг — 0»

^21 ^“1 ^22 Xti  * ' ' ~Ь ^2 г Хг =

> у Х п у

Яг1 х (  - f -  X i  +  • ' '  +  ^ rr X r  ---- 0

вытекаетъ, что
х\ — х2' = ■■■ = х/ — 0, 

ибо определитель отличенъ отъ нуля.
Такимъ образомъ, значешя х1,х2, . . . , х „  составляются ли

*) Если умножить всЬ х-ы на 1 /Uk, то хк будетъ равно 1.
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нейно изъ p tu ie H if t  (5 ) . Наоборотъ, каждая линейная комбинащя 
p tu ie H ift  (5 )  опять будетъ р-Ьшешемъ. *)

*) Пояснимъ это место. Полагая к £  п — г, мы среди найденныхъ 
п — г р1зшешй будемъ иметь решеше

при чемъ 1 занимаетъ (г +  fc)-oe место. Для этихъ значешй неизв'Ьст- 
ныхъ веб разематриваемыя уравнешя обращаюся въ тождества и потому 
имеемъ тождественно:

af i xV  +  aP2 xV  +  ■■' +  af r XV  +  \  r+k =  °- (P =  1>2,. .  .,n)
Умноживъ обе части этого равенства на произвольное число Кк и сум
мируя по fc отъ к =  1 до k — n — г, получаемъ тождественно:

ХТ  + ар 2  х ?  +  - - +  V  + a f  г+1 Aj + а ^  Г+2Х2 + ...
 ' г а р , п \ - г  =  ° >  ( Р  =  1 >  2 ,

откуда следуетъ, что система чиселъ

v X x*k) v > / /l > 2 * 1 » • ' • * n—r

также есть решеше нашей системы, т. е. мы получимъ решеше, припи-
савъ неизв'Ъстнымъ хг+1). . * „  совершенно произвольныя значешя 
Aj д2, . . . ,  >~п_г, а неизв'Ьстнымъ xlt х2, . . хг — соответственно значешя 

2  ХАх *\ . . . ,  Z\k x(*\ Наоборотъ, если неизв'Ьстнымъ *гХ1, . . . ,
приписаны значешя Х1 ; . . . ,  Х„_г, то система уравнешй будетъ удовле
творяться только тогда, когда неизв’Ьстнымъ х1, . . . , х г соответственно

• v  1 ( * )  V  - №припишемъ значенш 2 к̂ х\ ZKk xr , ибо, допустивъ, что система
уравнешй удовлетворяется при . . . ,  * r=  * r+1=  Х1 (. . . ,  *„ =  Х„_г ,
будемъ иметь тождественно:

а р  1 l l  +  а р 2 ^ 2  Н---------- Ь  а р г  +  а р ,  г + 1  А 1 +  а р, г + 2  ^ 2"+  Ь  а р , п К - Г  =  0 -

(/> =  1 , 2,  . . . , * )
Вычтя изъ этого тождества предыдущее, имеемъ:

Ч  * ? ]  4 4  +  • • • +  V  [ ^  -  2  Ч  4 4  =  0.
{р =  1, 2, . . ., и)

Полагая здесь р =  1, 2 , .  . . ,  г, мы получаемъ г равенствъ, которыя мо
гутъ быть разематриваемы, какъ система г однородныхъ уравнешй съ 
г неизвестными разностями ^  — 2  ХА , . . . ,  \т — 2  Х4 х ®  . Определи
тель этой системы отличенъ отъ нуля по допущешю, а потому каждая 
изъ разностей равна нулю, т. е.
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Функц!ональные опред-Ьлители.
i , 1 У

Положимъ, что функцш

W j  ( л ^  j 5 * *  ’  j  X n )  ,  ( ^ 1 1 ^ 2  > * * ' » * я )  t ' * ’ ) ( ^ 1 )  ^ 2  » *  '  ’  > ^ n )

имеютъ въ T 0 4 K t  (xt , х 2 , . . . ,  x„ ) п р о и з в о д н ы я

Ы 1 ,

( г ,  j  =  1 ,  2 ,  . . я ) или, какъ пишетъ Я к о б и  (Jaco b i),

диг
dus

Определитель
д и , д и . д и .
д х , д х , ' **~п
д щ д и , д и г
д х , д х 2 ' ^

д и п д и п д и п

д х 1 д х г

называется ф у н к ц ш н а л ь н ы м ъ  о п р е д е л и т е л е м ъ  или Я к о б 1е -  
в ы м ъ  о п р е д е л и т е л е м ъ * )  функщй и , , и4 , . . . ,  и„. Его обозна
чаютъ символами

/М1 “1 • • • d (U4  • • •, М„)
U  ' ' ' * „ / ’  d ( * i ,  * 1 ,  ■ ■ ■, х п )

Второе обозначен!е имеетъ свое основаше въ  многочислен- 
ныхъ аналопяхъ, существующ ихъ между производной и функщо- 
нальнымъ определителемъ. Вотъ одна изъ этихъ аналопй (ср. §  6 4 ) : 

Положимъ, что функщй

<Pi ( и , ,  г < 2 ,  .  .  и „ )  ,  Фч ( W j ,  м 4 ,  .  .  . ,  и п) , . . ., <рп ( M j ,  ■ • • • I ^ n )

въ некоторой окрестности точки (ut , и2, . . и„) имеютъ непре
рывныя первыя производныя

( r , s =  1 , 2 , . . . ,  и).

*) или просто якоб1ан ом ъ.
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Черезъ посредство функщй ul , u i , . . . ,  ип, которыя мы считаемъ 
определенными въ некоторой окрестности точки (xt , х2, . . ., хп) ,  
функщй <plt <р2, . . <р„ сами становятся функщями отъ х х, х г , . . . ,  х„,
и въ точке (jCj, х2, . . х„) имеютъ место следуюгщя соотношешя:

*<?г д и „

d x s d u t dxs ' д и г dxs ' ‘ д и п dxs

(г , s =  1 , 2  я )

При помощи теоремы объ умноженш определителей отсюда 
вытекаетъ, что

/<?. ? . • ' ' =  /?. ?» ' ' • /“« «2 • • •
\*. *1 • • • x j  \ut и , ■■ ■ u j  \х, ж, ■ • • хп)

или, при другомъ знакоположенш, 

^  (<Pl, Ь ,  ■ ■ ■, ?») d •>?„) d ( u t , • • •. «»)
d  ( * , ,  хп) d ( u t , щ ,  ■ ■ •, u j  d (

Если функщй <pt , <р2, . .  <рп представляютъ собой обращеше 

системы функщй и , , и2 , . . . ,  и„, то

1 0 • • • О

<*(?., Ь ,  • • •> ?„) 
d ( * , ,  х , ,  ■ • ■, хп)

и, следовательно,
d {x\t xi,  ■ ■ ■, *„)

О 1 О

1 :

О 0 ••• 1

d (ut > и1 > '

=  1

d ( x t , x , ,  ■ ■ •, х п)
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след.; интегрироваше функщй: 
Ш (cosx, sinx) 218; cos” x sin"x221;
1 : (A cos x +  В sin x) 223; eax cos bx, 
eax sin bx 225; (arcsin x)m, x”‘arcsinx, 
xm arctg x 226.

Интегралъ о п р ед ел ен н ы й  непре
рывной функщй 227. Связь съ 
неопределеннымъ интеграломъ 
250. Прямое вычислеше опреде- 
леннаго интеграла 228. Обобще- 
Hie определеннаго интеграла 230. 
Определенный интегралъ, какъ 
пределъ возрастающей и убываю
щей последовательности 234 и 
след.-, верхшй и нижшй интегралъ 
ограниченной функцш 236.

Интегралы монотонныхъ функщй
240. Если существуютъ интегралы 
функщй /, g, то существуютъ 
и интегралы функщй f + g , f g
241. Если существуетъ интегралъ 
функщй /, то существуетъ также 
интегралъ функщй |/| 241 и след. 
Если существуетъ интегралъ функ- 
щи / и нижняя граница функщй 
|/| не равна нулю, то и функщя 
1 : /  интегрируема 243. Функцш 
съ ограниченной вар!ащей инте
грируемы 245. Ихъ можно пред
ставить въ виде суммъ монотон
ныхъ функщй 246. Непрерывныя 
функщй интегрируемы вследств1е 
равномерной непрерывности 248. 
Интегрируемыя непрерывныя функ- 
цш 254 и след. Определенный 
интегралъ отъ /, какъ функщя 
границы; непрерывенъ и имеетъ 
ограниченную вар1ащю 251; име
етъ производную /, если функщя /
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непрерывна, 252^' Преобразоваше 
определенна™ интеграла 259.

Интегралы н е с о б с т в е н н ы е  съ  
к о н е ч н ымъ  промежуткомъ ин- 
тегрировашя 324 и след. Случаи 
существовашя 328. Связь съ не- 
определеннымъ интеграломъ 331. 
Несобственный интегралъ съ б е з- 
к о н е ч н ымъ  промежуткомъ 334 
и след. Случаи существовашя 
336 и след. Связь съ неопреде
ленным^ интеграломъ 342. Инте-

/sin пх
—- — dx 269. Пределъ его

о
при я, безконечно возрастаю-

ь
щемъ, 271 и след.; lim Jcos пх dx и

аЪ
lim J /(*) sin пх dx 270 и след.

а
Интегралъ Д и р и хле 276. Эйле
ровъ интегралъ 1-го рода 332 и 
след. Эйлеровъ интегралъ 2-го ро
да 343 и след. Интегралъ П у ас
сон а 356.

Интегрироваше безконечныхъ ря
довъ 289. Интегрировать почлен
но не всегда можно 289. Интегри
роваше подъ знакомъ интеграла 
407, при несобственныхъ инте- 
гралахъ 408.

Интегрироваше по частямъ въ не- 
опред'Ьленномъ интеграле 202; въ 
опред1зленномъ интеграле 255; 
въ несобственныхъ интегралахъ 
332 и 343.

Интервалы 11.
Интервалъ сходимости степенного 

ряда 105.
Ирращональныя числа 5. Сравнеше 

иррацюнальнаго числа съ рацю- 
нальнымъ 6. Сравнеше двухъ ир- 
рацюнальныхъ чиселъ 7. Неравен
ства между двумя ращональными и

однимъ иррацюнальнымъ числомъ 
6; между однимъ рацюнальнымъ 
и двумя иррацюнальными числа
ми 8. Неравенство между тремя 
иррацюнальными числами 8.

Квадратичныя формы двоичныя 151. 
КритерЩ определенности фор
мы 115.

Колебаше ограниченной функцш въ 
интервале; среднее колебаше въ 
частныхъ интервалахъ разложе
шя; среднее колебаше въ интер
вале 237 и сл е д .Т о ж е  для функ- 
Ц1И отъ двухъ переменныхъ 395 
и след.

Координаты: Декартовы координа
ты точки на плоскости 58, въ 
пространстве 60. Полярныя коор
динаты на плоскости 381.

Корень положительный n-ой степе
ни изъ положительнаго числа 42.

Косинусъ, определенный степен- 
нымъ рядомъ, 110. Теорема сло
жешя для косинуса и синуса 111 
и 121. Наименьший положитель
ный корень уравнешя c o s *  =  0 
(введете числа it) 112. Перюдич- 
ность 102.

Кривая изображешя функцш отъ 
одной переменной 59.

Криволинейные интегралы 432 и 
след. Соотношеше между f  fdg  и 

J  gdf  436. Случай, когда J  fdg  су
ществуетъ 437 и след.

КритерШ интегрируемости для про
стого о пределен нага интеграла 
238; для двойныхъ интеграловъ) 
распространенныхъ на прямо- 
угольныя области, 395.

Критерш сходимости Коши для по
следовательности чиселъ 35 и 
след. Признаки сходимости для 
рядовъ съ положительными чле
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нами: нп + 1 /и п 92, |/кя 93. Вза- 
имоотношеше обоихъ признаковъ 
94. Интегральный признакъ схо
димости Ко ши для рядовъ съ по
ложительными членами 358 и 
след.

Лемнискаты дуга 382 и след.
Логариемы при основанш а 48; не

прерывность функцш L o g * 49. 
Натуральные логариемы 49 и 
след. Модуль логариемовъ при 
основанш 10 150. Число е, какъ

предЪлъ выражешй (l  +  i )  и

0 1 \ П -J- 1
+  - )  50 и след., какъ пре

делу другихъ последовательно
стей 51 и след. Степенной рядъ 
для log (1 +  х); вычислеше та- 
блицъ 113 и след.

Maxima и minima (Extrema) функ- 
ц1Й отъ одной переменной 127. 
КритерШ, основанный на разсмо- 
трен'ш производныхъ 129. При- 
меръ функцш, для которой этотъ 
критерШ не решаетъ вопроса, 131. 
Применеше формулы Т э й л о р а  
для доказательства критер1я 133. 
Функцш, монотонныя справа и 
слева отъ extremum’а, 134 и след.

Maxima и minima функщй отъ 
д в у х ъ  переменныхъ 150. Приме
неше формулы Т э й л о р а  150 и 
след. КритерШ (при помощи 1-й 
и 2-й производныхъ) 153.

Непрерывность функщй отъ одной 
переменной 38. Применеше ращо- 

лальны хъ операщй къ непрерыв- 
нымъ функщямъ 39. Наибольшее и 
наименьшее значешя функщй, не
прерывной въ интервале <а, Ъ) 135. 
Применешя 138. Теорема Ш вар
ца 140. Непрерывная функщя 
принимаетъ каждое промежуточ
ное значеше 41; можетъ быть

представлена, какъ сумма равно
мерно сходящагося ряда полино- 
мовъ, 324. Равномерная непрерыв
ность 248. Непрерывность функ
цш отъ д в у х ъ  переменныхъ 62. 
Функщя, непрерывная въ области 
(я, Ъ; с, d), имеетъ наименьшее и 
наибольшее значеше 154. Непре
рывность функщй отъ и перемен
ныхъ 64. Равномерная непрерыв
ность 398.

Неравенства 28.
Несобственные интегралы. См. ин

тегралы.
Неявныя функщй отъ одной пере

менной 177; ихъ дифференциро
ваше 179. Неявныя функщй отъ 
несколькихъ переменныхъ 182. 
Системы неявныхъ функщй 185.

Нормальныя области 417. Площадь, 
выраженная криволинейнымъ ин
теграломъ, 443.

Область определешя функцш 37, 
61, 63.

Обратное значеше числа, отлична
го отъ нуля, 23.

Обратныя функцш 157 и след. Диф
ференцироваше ихъ 161 и след.

Обращеше (обратная функщя) не
прерывной функщй /(я) 157. Не
прерывность обратной функщй 
158; ея производная 161. Обраще
ше функщй c o s х, sinx 159; tangx, 
cotgx 160. Обращеше системы 
функщй и (х, у), v (х, у) при неко- 
торыхъ услов1яхъ 168. Непрерыв
ность обратныхъ функщй 173; 
ихъ производныя 174. Общая те
орема объ обращенш 180 и след.

Определенныя квадратичныя фор
мы 151 и след.

Определитель я-аго порядка 480; 
| второго порядка-481; третьяго по- 
I рядка 482. Перемещеше элемен-
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товъ определителя 482 и след. 
Определитель, какъ функфя эле
ментовъ горизонтали, 485 и след.

Основан1е натуральныхъ логарие- 
мовъ 51.

Отношеше приращешй, геометриче
ское толковаше 65.

Объемъ тела, выраженный двой- 
нымъ интеграломъ, 467 и 468.

Первая и вторая теоремы о сред
немъ значенш для простыхъ ин
терваловъ 261 и след., 264 и 
след., 439. Первая теорема о сред
немъ значенш для двойныхъ ин
теграловъ 421.

Переменная 36.
Перестановки 478. Безпорядки въ 

перестановке 478 и 479. Переста
новки четныя и нечетныя 480.

Перюдичность 113.
тс, введете этого числа 111. Вычи

слеше его 163. Рядъ Ле йбница  
165. Стихи для запоминашя пер- 
выхъ 31 десятичныхъ знаковъ 168.

Площади (квадратуры): ихъ вычи
слеше 363 и след. Примеры 365 
и след.

Поверхность изображешя функщй 
отъ двухъ переменныхъ 62.

Показательная функщя ах при ра- 
щональномъ х 43; пределъ при 
lim х =  0 44; а* для произволь
н а я  вещественнаго значешя х 45; 
ах+* =  ах . а»; (а*)»=«*»; (abf =  a 4 x 
47. Функщя ах непрерывна и мо
нотонна 47. Пределъ выражешя 
(ah — 1 ) :Ь  при lim h =  0 53.

Полярныя координаты на плоскости 
381 и 223.

Последовательности. См. числовыя 
последовательности.

«Почти все». Объяснеше этого вы
ражешя 15.

Пределъ выражешя (а* — 1 ): Ь при 
lim * == 0 53.

Пределъ (limes) 15. Другой взглядъ 
на пределъ 32. Пределъ суммы, 
произведешя, частнаго 32 и след.; 
ращональнаго выражешя 34; абсо
лютной величины 35.

Преобразоваше простого определен- 
наго интеграла 259, двойного ин
теграла 451.

Произведешя безконечныя 350. Пе- 
ремещеше множителей 353. Ис- 
чезаше безконечнаго произве
дешя 354. Безконечное произведе
т е  для В(р, q) 344; для Г(/>) 346.

Произведете двухъ чиселъ 22.
Производная (отношеше дифферен- 

щаловъ) 65. Геометрическая интер- 
претащя 67; производная прини- 
маетъ все  промежуточныя значе
шя 138; ея знакъ 128. Высиля 
производныя 81 и след. Частныя 
производныя 140; частныя произ
водныя высшихъ порядковъ 141; 
число частныхъ производныхъ 
я-аго порядка 142.

Пуассоновъ интегралъ 356.
Рад1усъ сходимости степенного ря

да 104. Теорема Ко ши - Г а д а ма р а  
для определешя pafliyca сходимо
сти 101.

Разложеше ращональныхъ функщй 
на простыя дроби 205 и след.

Разность двухъ чиселъ 23.
Расходя1щеся ряды 88. Каждому 

расходящемуся ряду съ положи
тельными членами соответству- 
етъ другой такой же рядъ,который 
расходится слабее перваго 362.

Рацюнальныя операщй. Оне соста
вляются изъ четырехъ основныхъ 
операщй 25. Правила вычислешя 
для ращональныхъ операщй 27.

Ращональныя числа 3. Нетъ ращо
нальнаго числа, квадратъ котора- 
го равенъ 2, стр. 4. СЬчешя въ

! области ращональныхъ чиселъ 4.
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Рядъ Т э й л о р а  119. Применеше къ 
функцш ех 120; къ co sx , sinx, къ 
log (1 + х )  120 и след.; къ (1 + х )“ 
123. Примеръ функцш, которая 
не выражается своимъ разложе- 
шемъ въ строку Тэ й л о р а ,  133.

Ряды сходящ!еся и расходящ'1еся 88. 
Геометричесюе ряды 90. Знакопе
ременные ряды 91. Абсолютно 
сходящ1еся ряды 96; въ нихъ 
можно перемещать члены 96. 
Произведете двухъ асолютно схо
дящихся рядовъ 97.

Ряды функщй 289. Не всегда можно 
интегрировать почленно 289. Рав
номерная сходимость 291. Равно
мерно сходящШся рядъ интегри- 
руемыхъ функщй имеетъ инте
грируемую сумму 293; почленное 
интегрироваше допускается 295. 
Равномерно сходящШся рядъ не- 
прерывныхъ функщй имеетъ не
прерывную сумму 297. СходящШся 
рядъ непрерывныхъ неотрицатель- 
ныхъ функщй, имекнщй непре
рывную сумму, сходится равно
мерно 297. Степенной рядъ схо
дится равномерно въ каждомъ 
интервале, лежащемъ внутри ин
тервала сходимости, 299. Равно
мерная сходимость рядовъ вида 
ai/ (x) +  аг/(2х) +  . . .  299. Триго- 
нометричесюе ряды 305. Ряды 
Фу р ь е  308.

Синусъ, определяемый степеннымъ 
рядомъ, 110. Теорема сложешя 
для синуса и косинуса 111 и 121, 
Перюдичность 102.

Системы линейныхъ уравненш 490 
—494.

Сложныя функщй 73, 145. Функщя, 
составленная изъ непрерывныхъ 
функщй, непрерывна 73, 145. Диф
ференцироваше сложныхъ функ
щй 73, 83, 146.

Спрямляемость 368.
Степенные ряды 101.Теорема Коши-  

Г а д а м а р а  101. Абсолютно сходя- 
1щеся степенные ряды 102. Ра- 
д1усъ сходимости и интервалъ 
сходимости 103 и 104. Дифферен
цироваше степенного ряда 105 и 
298. Теорема объ однозначности 
116. Степенной рядъ для с1 109; 
для log (1 + i/ ) 113; для arctg х 
163. Рядъ Т э й л о р а  119. Сте
пенной рядъ сходится въ интерва
л е  <а, Ъ) равномерно, если <а, Ь) 
лежитъ внутри интервала сходи
мости, 298 и след.Теорема Абеля 
о степенномъ ряде на границе 
интервала сходимости 304.

Сумма двухъ чиселъ 20.
Сходимость абсолютная 96. Равно

мерная сходимость ряда функщй 
291. Более и менее слабая схо
димость ряда съ положительными 
членами 362 и след.

Сходя1Щяся последовательности 15. 
Свойства ихъ 16 и след. Крите- 
р№ сходимости Коши 35.

Сходя1Щяся произведешя безконеч- 
ныя 350. Изменеше порядка сомно
жителей 353. Обращеше безконеч
наго произведешя въ нуль 354.

Сходящ!еся ряды 88. Простейипя 
предложешя о нихъ 88 и след. 
Геометричесюе ряды 90. Знакопе
ременные ряды 91. Ряды съ поло
жительными членами 91. Абсо
лютно сходягщеся ряды 96. Пере
мещеше членовъ допускается 97.

Теорема о среднемъ значенш въ 
дифференщальномъ исчисленш для 
функщй отъ одной переменной 
78 и след.- Геометрическая интер- 
пргтащя 79. Другая запись 80. 
Обобщенная теорема о среднемъ 
значенш 81. Теорема о среднемъ
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значенш для функщй отъ не- 
сколькихъ переменныхъ 147.

Теорема Р о л л я  7 6 .Другое доказа
тельство теоремы Р о л л я  138.

Теорема Т э й л о р а  85. Различные 
остаточные члены 87. Доказатель
ство при помощи интегрировашя 
по частямъ 258 и след., 263 и след. 
Формула Т э й л о р а  для функщй 
отъ 2-хъ переменныхъ 148 и след.

Теорема Шв а р ц а  о линейныхъ 
функщяхъ 140.

Теоремы сложешя для косинуса и 
синуса 111, 121.

Точка изображешя числа 55, пары чи
селъ 58, системы трехъ чиселъ 60.

Точки сгущешя последовательности 
чиселъ 12; верхняя и нижняя точ
ки сгущешя ограниченной после
довательности чиселъ 14. Точка 
сгущешя, какъ пределъ, 18 и след.

Тригонометричесюе ряды 305. Эйле- 
ровъ мотодъ определешя коэффи- 
щентовъ по сумме 305. Теорема 
объ однозначности 313.

Уголъ между 2-мя прямыми 379 и 382.
Умножеше определителей 488 и след.
Уравнеше кривой 59; поверхности 62.
Функщй отъ одной переменной 36; 

целыя ращональныя и иррацю
нальныя функцш 37; непрерыв
ность 38; изображеше функщй 
при помощи кривой 59.

Функщй отъ двухъ переменныхъ 
61; изображеше при помощи по
верхности 61,62; непрерывность 62.

Функщй отъ п перемённыхъ 63; не
прерывность 63 и 64; ращональ
ныя функщй 64.

Функщональный определитель 495 
и 496.

Фу р ь е  постоянныя данной функщй 
308.

Ф у р ь е  ряды 308; ихъ частныя сум
мы 308 и след.; среднее ариеме-

тическое р первыхъ частныхъ 
суммъ 311. Рядъ Фу р ь е  функщй 
съ ограниченной вараащей 311 и 
след.; теорема Липшица  312. 
Примеры рядовъ Ф у р ь е  316 и 
след.; теорема Фе й е р а  о сред
немъ ариеметическомъ р первыхъ 
частныхъ суммъ 319 и след.

Частное двухъ чиселъ 25.
Частныя производныя 140, 141, 142.
Частныя суммы ряда 88; ряда 

Фу р ь е  308.
Числа. См. ращональныя числа, ир- 

ращ'ональныя числа, веществен- 
ныя числа.

Числовая лиш'я 54. Ращональныя и 
иррацюнальныя точки на ней 55. 
Аксюма непрерывности 56.

Числовая плоскость 58.
Числовыя последовательности 11 и 

след. Последовательности, содер- 
жа1щя въ себе все  ращональныя 
числа, 12. Ограниченныя после
довательности. Теорема В ей ер 
ш т р а с с а  13. Ограниченныя по
следовательности съ одной точ
кой сгущешя (сходящ'шся после
довательности) 14 и след. Моно
тонныя последовательности 17. 
Критерш сходимости Ко ши 35 
и след.

Эйлеровъ интегралъ 1-го рода 332. 
Эйлеровъ интегралъ 1-го рода, 
какъ пределъ .безконечнаго про
изведешя, 344 и след.; связь съ 
Эйлеровымъ интеграломъ 2-го ро
да 354.

Эйлеровъ интегралъ 2-го рода (функ
щя гамма) 343. Эйлеровъ инте
гралъ 2-го рода, какъ безконеч
ное произведете, 346 и след. Вы
числеше Г ( !)  355 и 356.

Эйлерова постоянная 350.
Эллиптическая дуга 379 и след.
Эллиптичесюй интегралъ 380.





К н и гои здательство научныхъ и попу- 
лярно-научныхъ сочиненж изъ области 

ф изико-математическихъ наукъ.
Одесса, Новосепьская 66.

('ey ^ч»)
,• У

Вышли въ свЪтъ сл-Ьдующ1я издашя:
ДРРЕШ УСЪ, СВ. проф. Физика неба *). Перев. съ нем. подъ ред. прив.- 
•*» доц. А. Р. Орбинскаю. V III+250 стр. 8°. 66 черн, и 2 цветн. рис. въ 

тексте. Черная и спектральная таблицы. 1905. Ц. Р. 2—
Научность содержашя, ясность и простота изложешя и превосходный 
переводъ соперничаютъ другъ съ  другомъ._________________Русская Мысль.

АБРАГАМЪ, Г. проф. Сборникъ элементарныхъ опытовъ по физике *).
Перев. съ франц. подъ ред. прив.-доц. Б. П . Вейнберш.
Часть 1: X v I+ 2 7 2  стр. 8°. Свыше 300 рис. 2 -е изд. 1909. Ц. Р. 1 .5 0 к, 

Систематически составленный сводъ наиболее удачныхъ, типичныхъ и 
поучительныхъ опытовъ. Впстникъ и Библготека Самообразоватя.

Часть II: 434+ L X X V  стр. 8°. Свыше 400 рис. 2 -е изд. 1910. Ц. Р. 2. 75 к. 
Мы надеемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой ка- 
ждой физической лабораторш въ Россш.___________________ Русская Мысль.

уСП ЪХИ ФИЗИКИ *). Сборникъ статей подъ ред. „Впстника Опытной 
•» Физики и Элементарной Математики", %-е издате. VIII—(-148 стр. 8°.

Съ 41 рис. и 2 таблицами 1910. Ц. 75 к.
Нужно надеяться, что последнее... послужитъ къ широкому распростра- 
ненш этой чрезвычайно интересной книги._________________Русская Мыслг.

Д У ЭРБА ХЪ, Ф. проф. Царица Mipa и ея тен ь  *). Общедоступное изло- 
жеше основашй учешя объ энерпи и энтроши. Пер. съ нем. 
V III+50 стр. 8°. j-e издате. 1911. Ц. 40 к.

Следуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересн. Ж. М. Н. Пр.

НЬНЖОМЪ, С. проф. Астроном1я для в се х ъ  *). Перев. съ англ. подъ 
ред. прив.-доц. А. Р. Орбинскаю. X X IV + 286 стр. 8°. Съ портретомъ 
автора 64 рис. и 1 табл. 1905. Печатается 2 -е издате. Ц. Р. 1. 50 к. 

И вполне научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга... 
переведена и издана очень хорошо._________________ Впстникъ Воспитатя.

ВЕБЕРЪ , Г. и ВЕЛЬШТЕИНЪ, 1. проф. Энцнклопед!я элементарной 
алгебры *). Т . I. Перев. съ нем. подъ ред. и съ примеч. прив.- 
доц. В. Ф. Кагана. XIV + 623  стр. 8°. Съ 38 чер. 1907. Печатается 
2 -е издате. Ц. Р. 3. 50 К.

Вы все время видите передъ собой мастера своего дела, который съ лю
бовью показываетъ велишя творежя человеческой мысли, известныя 
ему до тончайшихъ подробностей._________________Педаюгичестй Сборникъ.

ПЕДЕКИНДЪ, Р. проф. Непрерывность и ирращональныя числа. Пе-
■М реводъ съ нем. съ примеч. прив.-доц. С. О. Ш атуновскаю; съ при- 

соединешемъ его статьи: Доказательство сущ ествоваш я транс- 
цендентныхъ чиселъ. 2 -е издате. 40 стр. 8°. 1909. Ц. 40 к.

Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по содержа- 
нш трудъ... Русская Ш кола.

ПЕРРИ, ДЖ. проф. ВращающШся волчокъ *). Публичная лекщя. Пер.
съ англ. V III+96 стр. 8°. Съ 63 рис. 2 -е издате. 1908. Ц. 60 к.

Книжка, вооч1ю показывающая, какъ люди истиннаго знашя, не цеховой 
только науки, умеютъ распоряжаться научнымъ матер1аломъ при его 
популяризацш. Русская Ш кола. С. Шохоръ-ТроикШ.

ВИХЕРТЪ, Э. проф. В в е д е т е  въ  геодез!ю *). Перев. съ немецк. 80 
стр. 16°. Съ 14 рисунк. 1907. Ц. 35 к.

Излагаетъ основы низшей геодезш, имея въ виду пользоваше ею въ

* )  Издатя, отмпченныя звпздочкой, Учен. Ком. Мин. Нар. Пр. признаны 
заслуживающими внимангя при пополнены ученич. библготскъ средн. учебн. завед.
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школе въ качестве практическаго пособ1я... Изложеше очень сжато, но 
полно и последовательно._________________________________ Вопросы Фишки.

|||ЕЙДЪ, К. Химичесше опыты для юношества. Перев. съ немецк. 
Ш  подъ ред. лаборанта Е . С. Елъчаттова. IV+ 1 9 2  стран. 8°. Съ 79 

рисунками. 1907. Ц. Р. 1. 20 к.
Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ книге со
храняешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надеж- 
ныхъ рукахъ... учитъ серьезной науке въ более легкой форме.

Zeitschrift fu r  Lehrmittelwesen und paiagogische Litteratur.

ПТМИДЪ, Б. проф. Философская хрестомат1Я *). Перев. съ нЪмецк.
АН Ю. А. Говспева подъ ред. и съ пред. проф. Н. Н. Лате. VIII+172 

стр. 8° 1907. Ц. Р. 1 .—
...Для человека, занятаго самообразовашемъ и немного знакомаго съ 
философ1ей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный 
матер1алъ. Вопросы философ'ш и психологЫ.

ТРОМГОЛЬТЪ, С. Игры со спичками. Задачи и развлечешя. Пер. съ 
 нем. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. 1907.____________ Ц. 50 к.

ВЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развит1е физики *). Пер. съ англ. подъ 
ред. проф. Б. П . Вейнберга и прив.-доц. А. Р. Орбинскаю. Съ прилож. 
речи А. Балъфура: Нъснолько мыслей о новой теорш вещ ества. 
V III+319 стран. 8°. Съ 5 портрет., 6 таблиц, и 33 рис. Ц. Р. 2. — 

Старается представить въ стройной и глубокой системе все  явлешя фи- 
зическаго опыта и рисуетъ читателю действительно захватывающую 
картину грандюзныхъ завоеванш человеческаго гешя. Современный Mips.

уШИНСК1Й, Н. проф. Лекцш по бантершлопи. VI1I+135 стр. 8". Съ 34 
*  черными и цветными рисунками. 1908._________________Ц. Р. 1. 50 к.

РИГИ, А. проф. Современная Teopifl физическихъ явленш *) (юны, 
электроны, радюактивность). Пер. съ 3 итальянск. издашя. VIiI+146 
стр. 8°. Съ 21 рис. 1910. Второе издаше. Ц. 90 к.

Книгу Риги можно смело рекомендовать образованному человеку, какъ 
лучшее имеющееся у насъ изложеше новейшихъ взглядовъ на обшир- 
ную область физическихъ явленш._________________Псдаютчестй Сборникь.

1/Л0СС0ВСК1Й, А. проф. Физическая жизнь нашей планеты на осно- 
•* ванш современныхъ воззренш  *). 46 стран. 8°. 2-е издаше, испр.

и дополн. 1908. Ц. 40 к.
Редко можно встретить изложеше, въ которомъ въ такой степени сое
динялась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увлекатель
ностью речи. Педаюгическгй Сборника.

ПАКУРЪ, П. и АППЕЛЬ, Я. Историческая физика *). Перев. съ нем.
подъ ред. „Вгъстн. Опытн. Физики и Элементарн. Матем.“. Въ 2-хъ 
томахъ большого формата, 892 стр. Съ 799 рис. и 6 отдельными 
цветными таблицами. 1908. Ц. Р. 7. 50 к.

«Нельзя не приветствовать этого интереснаго издашя... Книга читается 
легко; содержитъ весьма удачно подобранный матер1алъ и обильно снаб
жена хорошо выполненными рисунками. Переводъ никакихъ замечанш
не вызываетъ»...   Ж . М. Н. Пр.

ДРРЕШ УСЪ, Св. проф. Образоваше м)'ровъ *). Пер. съ нем. подъ ред.
проф. К. Д . Покровскаго. VI1I+200 стр. 8°. Съ 60 рис. 1908. Ц. Р. 1. 75 к. 

Книга чрезвычайно интересна и богата содержашемъ. Педагог. Сборн.

1/АГАНЪ, В. прив.-доц. Задача обосновашя геометрш въ современной 
П  постановке. Речь, произнесенная при защите диссертацш на степень 
 магистра чистой математики. 35 стр.^80. Съ 11 чертёж. 1908. Ц. 35 к.

ЦИММЕРМАНЪ, В. проф. Объемъ шара, шарового сегмента и шарово
го слоя. 34 стр. 16°. Съ 6 черт. 1908. Ц. 25 к.

Распространеше подобнаго рода элементарныхъ монографш среди уча
щихся весьма желательно. Русская Ш кола.



К Н И Г О И З Д А Т Е Л Ь С Т В О  „ М А Т Е З И С Ъ “ .

РИГИ, А. проф. Электрическая природа матерш *). Вступительная лек-
щя. Перев. съ итальянскаго подъ ред. „Вгьстн. Опитн. Физ. и Элем. 
Матем.“. 28 стр. 8°. 2 -е издате. 1911. Ц. 30 к.

Эта прекрасная'речь облад&етъ всеми преимуществами многочисленныхъ 
популярныхъ сочинешй знаменитаго проф. Болоньскаго унив. Ж. М. Н. Пр.

ПЕМАНЪ, 0. проф. Жидше кристаллы и теорш жизни. Пер. съ н-Ьм.
П . В. Казанецкаю. V1II+43 стр. 8. Съ 30 рис. 1908. Ц. 40 к.

 весьма кстати является краткая сводка главныхъ фактовъ, сделанная
проф. Леманомъ. Педагогическт Сборникъ.

ГЕ Й БЕ Р ГЪ , I. проф. Новое сочинеше Архимеда *). Послаше Архимеда 
*  къ Эратосеену о н'Ъкоторыхъ вопросахъ механики. Перев. съ  нем. 

подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. И. Ю. Тимченко. X V + 2 7  стр. 8°. 
Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к.

Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой дра
гоценной научной находкой...__________________________________ Образовате.

ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. Снегъ, иней, градъ, ледъ и ледники *)■
IV+ 127  стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. 1909. Ц. Р. 1.

«Mathesis» можетъ гордиться этимъ издажемъ.____________ Ж. М. Н. Пр.

1/0ВАЛЕВСК1Й, Г. проф. В в е д е т е  въ  исчислеше безконечно-малыхъ *).
I *  Перев. съ н1змецк. подъ редакц. и съ прим. прив.-доц. С. О Ш ат у- 

новскаю. V III+140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. Ц. Р. 1.
Книга проф. Ковалевскаго, несомненно, прекрасное введете въ высипй 
анализъ... Русская Ш кола.

Т ОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добываше св е т а  *). Общедоступная 
лекщя для рабочихъ, прочит, на собранш Британск. Ассощащи 1906. 
Перев. съ англ V III+88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к.

Въ этой весьма интересно составленной речи собранъ богатый матерь 
алъ по вопросу добыважя света.___________________________ Ж. М. Н. Пр.

СЛАБИ, А. проф. Резонансъ и затухаш е электрическихъ волнъ. Пер.
С Ъ  нем. подъ ред. „Вгьстн. Опыт Физ. и Элемент. Матем.". 41 стр. 

 8°. Съ 36 рис._______________________________________________Ц. 40 к.
РНАИДЕРЪ, К. проф. Картина Mipa въ  с в е т е  современнаго естество- 
'■* знашя. Пер. съ нем. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. V III+ 193 стр.

8°. Съ 16 отдельными портретами. 1909. Ц. Р. 1. 50 к.
Книга касается интереснейшихъ вопросовъ о природе. Педагог. Сборникъ.

РАМЗАЙ, В. проф. Благородные и радтактивны е газы. Пер. подъ ред. 
„Вгьстн. On. Физ. и Элем. М ат.". 37 стр. 16°. Съ 16 рис. 1909. Ц. 25 к.

Б РУНИ, К. проф. Твердые растворы *). Пер. съ итал. подъ ред. „Вгьстн. 
On. Физ. и Эл. Мат.". Ъ1 стр. 16°. 1909. Ц. 25 к.

БОЛЛЪ, Р. С. проф. в е к а  и приливы. Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц.
А. Р. Орбинскаю. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. Ц. 75 к.

 настоящее издаже «Mathesis» следуетъ приветствовать наравне съ
прочими, какъ почтенный, заслуживающш распространешя и серьезнаго 
внимажя, вкладъ въ русскую науку._______________________ Русская Ш кола.

РЛАБИ , А. проф. Безпроволочный телефонъ. Пер. съ нем. подъ ред. 
^  „ Вгьстн. On. Физ. и Эл. Мат.". 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909. Ц. 30 к.
ПИНДЕМАНЪ, Ф. проф. Спектръ и форма атомовъ. Речь ректора Мюн-

хенскаго университета. 23 стр. 16°. 2 -е издате. 1909. Ц- 15 К.
1/УТЮРА, Л. Алгебра логики. Перев. съ французскаго съ прибавлешями 
П  проф. И. Слешинскаю. IV + 107+ХШ  стр. 8°. 1909. Ц. 90 к.

ВЕБЕРЪ  Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ I., проф. Энциклопед!я элементарной ге- 
ометрш. Томъ II, книга I. Основашя геометрш. Перев. съ нем.
подъ ред. и съ примеч. прив.-доц. В. Ф. Кагана. X II+362 стр. 8°.
Съ 144 черт. и 5 рис. 1909. Ц. Р. 3.
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ПОРЕНЦЪ, Г. проф. Курсъ физики *). Перев. съ н-Ьмецк. подъ ред. проф. 
» *  Я . Я . Кастерина.

Т. I. V III+348 стр. больш. 8». Съ 236 рис. 1910. Ц. Р. 2. 75 к.
Т. II. V III+466 стр. больш. 8°. Съ 257 рис. 1910. Ц. Р. 3. 75 к.

Съ появлешемъ этого перевода русская литература обогатилась прево- 
сходнымъ курсомъ физики.__________________________________Ж. М. Я . Пр.

ДЕРН ЕТЬ В. А. Объ единстве вещ ества. 46 стр. 16°. Ц. 25 к.

ОЕЕМАНЪ, П. проф. Происхождеше цв-Ьтовъ спектра. Съ прил. статьи 
О  в. Ритца. „Линейные спектры и строеш е атомовъ". 50 стр. 16°. Ц. 30 к.

ЦЬЮКОМЪ, С. проф. Teopifl движешя луны. (Истор1я и современное 
П  состояше этого вопроса). 26 стр. 16°.______________________Ц. 20 к.
1/Л0СС0ВСК1И, А. проф. Основы метеорологш *). X V I+ 527 стр. больш.

8°. Съ 199 рис., 2 цветн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. Р. 4. —
Честь и слава «Mathesis» за  издаше этой прекрасной книги, которою
можетъ гордиться русская наука!___________________________ Ж . М. Н . Пр.

1/ЭДЖОРИ, Ф . проф. M cTopifl элементарной математики (съ н-Ькоторы- 
*1  ми указашями для препод.) *). Перев. съ англ. подъ ред и съ

примеч. прив.-доц. Я . Ю. Тимченко. VIII-J-368 стр. 8°. Съ рис. 1910.
Ц. Р. 2. 50 к.

Книга читается съ большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы настоя- 
тельно рекомендуемъ «Исторш элемент, мат.» Кэджори. Впст. Воспит.

РАМЗАЙ, В. проф. В в е д е т е  въ изучеше физической химш. Перев. съ 
англ. подъ ред. проф. Я . Г. Меликом. V III+76 стр. 16°. 1910. Ц. 40 к.

РОУ, С. Геометрическ1Я упражнешя съ  кускомъ бумаги. Пер. съ англ.
X V I+ 173 стр. 16°. Съ 87 рис. и чертежами. 1910. Ц. 90 к.

Т ОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. Корпускулярная теор1я вещ ества. Переводъ 
съ англшск. I. Левинтова, подъ ред. „Впст . On. Физ. и Эл. М ат.“ 
V III+162 стр. 8°. Съ 29 рис. 1910.____________________ Ц. Р. 1. 20 к.

ГРА Ф Ф Ъ , К. Комета Галлея *). Пер. съ нем. VIII+71 стр. 16°. С ъ13ри с. 
*  и 2 отд. табл. Издаше второе исправл. и дополненное 1910. Ц. 30 к. 
Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое назначеше. Педагог. Сборникь.

НИМФЮРЪ, Р. Воздухоплавант *). Научныя основы и техническое разви- 
 T i e .  Пер. съ нём. VIII+161 стр 8 ° .  Съ 52 рис. 1910._______ Ц. 90 к.

Галлеева Комета въ  1910 году. Общедоступное издаше. Содержаше: О все
ленной—О кометахъ О комете Галлея. 32 стр. 8°. Съ 12 иллю- 

 стращями 1910.______________________________________________ Ц. 12 к.
1/АЙЗЕРЪ, Г. проф. Развит1е современной спектроскоши *). Пер. съ 
*1  нем. подъ ред. „Впст. On. Физ. и Эл. Мат.“ 45 стр. 16°. 1910. Ц. 25 к.

ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы *). Книга для юношества, 
объясняющая явлешя, которыя находятся въ противореча съ повсе- 
дневнымъ опытомъ. Пер. съ нем.У1Н+193 стр. 8°.Съ 67 рис. Ц. Р. 1.20 к.

D E B E P b  и ВЕЛЫНТЕЙНЪ, проф. Энциклопед1я элементарной матема- 
тики *). Т. II, кн. 2 и 3. Тригонометр1я, аналитическая геометр1я и 
стереометр1я. Перев. съ немец, подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. 
VIII+321 стр. 8°. Съ 109 рис. 1910.___________________ Ц. Р. 2. 50 к.

ЦАГАНЪ, В. прив.-доц. Что такое алгебра? *) 72 стр. 16°. Ц. 40 к.

ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука и Методъ. Пер. съ франц. И. Брусиловскаго 
И  подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. VI1I+384 стр. 16°. 1910. Ц. Р. 1. 50 к.

ЛЁБЪ , Ж. проф. Динамика живого вещ ества. Пер. съ нем. подъ ред. проф.
В. В. Завьялова. V III+352 стр. 8°. Съ 64 рис. 1910. Ц. Р. 2. 50 к.
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Д Д Л ЕРЪ, A. Teopifl геометрическихъ построешй. Перев. съ немецкаго 
* *  подъ ред. прив.-доц. С.,О. Шатуновскаго. X X IV + 325 стр. 8°. Съ 177 

рис. 1 9 1 0 = ____________________________________ Ц. Р. 2. 25 к.
РОДДИ, Ф. проф. Радш и его разгадка. Пер. съ англ. подъ ред. лаборантаНо- 
^  ворос. универс. Д. Хмирова. V II+190 стр. 8°. Съ 31 рис. 1910. Ц. Р. 1. 25 к.

СМИТЪ, А. проф. Введеш е въ  неорганическую хипию. Пер. англ. подъ ред. 
проф. П. Г. Меликова. Вып. I. V1+400 стр. 89. Съ рис. 1911. Ц. Р. 2.—

ВИНЕРЪ, 0 . проф. О цветной фотографш и родственныхъ ей есте- 
ственно-научныхъ вопросахъ. Пер. съ нем. подъ ред. проф. Н. П. 

 Кастерина. V1+69 стр. 8°. Съ 3 цв^тн. табл. 1911._________ Ц. 60 к.

БОРЕЛЬ, Э проф. Элементарная математика. Ч. 1. Ариеметика и ал
гебра. Въ обработке проф. П. Штёккеля. Пер. съ нем. подъ ред. 
прив.-доц. В. Ф. Кагана съ приложешемъ его статьи «О реформе 

 преподаваша математики». LX1V+434 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 3 .—
Ц0ВАЛЕВСК1Й, Г. проф. Курсъ дифференщальнаго и интегральнаго 
■* исчислешй. Перев. съ нем. подъ ред. прив.-доц. С. Шатуновскаю. 

V11I+496 стр. 8°. 1911._________________________________Ц. Р. 3. 50 к.
М АРКОВЪ, А. акад. Исчислеше конечныхъ разностей. Въ 2-хъ частяхъ. 

Изд. 2-ое, исправлен, и дополнен. V1II+274 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 2 .—

ИмЪются на складЪ:
МУЛЬТОНЪ, Ф. проф. Эволющя солнечной системы. Перев съ англш- 

скаго. IV+ 8 2  стр. 16°. Съ 12 рис. 1908. Ц. 50 к.
Изложеше гипотезы образовашя солнечной системы изъ спиральной ту
манности съ попутной критикой космогонической теорш Лапласа.

ЕФРЕМОВЪ, д . кандид. матем. наукъ. Новая геометр1я треугольника
334+XII1 стр. 8». 1902. Ц. Р. 2.—

Печатаются и готовятся къ печати:
ЦЛЕЙНЪ. Лекцш по элементарной математике для учителей. Пер. съ 
"  нем. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана.
ЛСТВАЛЬДЪ, В. проф. Натурфилософ1я. Съ двумя дополн. статьями. Пер- 
”  съ нем. подъ ред. прив.-доц. Страсбург. Универс. Л. Мандельштама.

ТРЕЛЬСЪ-ЛУНДЪ. Небо и м1ровоззреше въ круговороте времвнъ.
Пер. съ немецкаго.__________________________________________________

ДОВЕЛЛЬ, П. Обитаемость Марса. Пер. съ англ. Со мног. рис.

П ТУБЕРТЪ, Г. проф. Математичесшя развлечешя. Пер. съ нем. подъ
ред. „В. On. Физ. и Эл. Мат.“. __________________________________

ДНДУАЙЕ, проф. Курсъ астроном1и. Переводъ съ французскаго.

ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ Mipa (Инфра-м1ръ. Супра-м1ръ). Перев.
 съ ангтйскаго.______________________________________________________
'уСП'ВХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Вгьстн. On. Физ. и Эл.
*  Мат." Выпускъ второй. __________________
МАМЛОКЪ, Л. проф. Стереохим1я. Переводъ съ немецкаго подъ ред. 
1 "  проф. П. Меликова.
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ГАССЕРТЪ, проф. ИзслЪдовашя полярныхъ странъ. Пер. съ нем. подъ 
 ̂ ред. проф. Г. Танфилъеаа.

рУДЮ . Архимедъ, Гюйгенсъ, Лагранжъ и Ламбертъ о квадратуре 
* круга. Перев. съ н-Ьм._______________________________________________

БРАУНЪ, Ф. проф. Мои работы по безпроволочной телеграф а и ло 
электрооптике. Пер. съ рукописи. Съ 25 рис. и портретомъ автора.

ПОДЖЪ Оливеръ, проф. ВИровой эеиръ. Пер. съ  англ. подъ ред. лабо- 
**■ ранта Новоросайскаго университета Д. Хмырова.______________________

МОРЭНЪ, проф. Физичесшя состояшя вещ ества. Переводъ съ фран- 
цузскаго.____________________________________________________________

Д ЗЮБЕКЪ, проф. Курсъ аналитической геометрш. Въ 2 част. Пер. съ 
нем. подъ ред. препод. С.П.Б. высш. женск. курсовъ В. I .  Шиффъ.

Русская математическая библтграф1я въ 1908 г. Подъ ред. проф.
 Д . Н. Синцова.____________________________________________

ЦЛАРКЪ, A. HcTopifl астрономш XIX с т о л б я .  Пер. съ англ. подъ ред. 
** прив.-доц. С.П.Б. университета В. Серафимова. _

Ш ТОКЪ-Ш ТЕЛЕРЪ. Практическое руководство по количественному 
неорганическому анализу. Пер. съ нем. подъ ред. проф. П. Меликова.

ВЕРИГО, Б. Ф. проф. Основы общей бюлопи. Около 30 печатныхъ 
листовъ.

Выписываюгще изъ главнаго склада изданм ,,Ма- 
тезисъ“ (Одесса, Новосельская 66) па сумму / руб. 
и больше за пересылку не платятъ. 

Подробный каталогъ высылается по требоватю 
безплатно.

Отд'Ьлешя склада изданш „М атезисъ ":

Въ М оскве— Книжн. магазинъ „Обраэовате“, Кузнецюй мостъ, 11 . 
Въ С .-П етербург^— Книжн. маг. Г. С. Цукермана, Алексан. пл., 5.
Въ В арш аве— Книжный магазинъ „ О р о с ь Новый СвЪтъ, 70 .

О Б Ъ Я В Л Е Н И Е .
ВЪСТНИКЪ ОПЫТНОЙ ФИЗИКИ Выходитъ 24 раза въ годъ 

  „    отд. вып., не меньше 24 стр.
о     iVumUDln

ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ под» ред. прив.-до,(. В. Ф . Кагана.

Подп. ц^на съ пер. за годъ 6 р., за */, года 3 р. Учащ1е въ низшихъ 
училищахъ и все  учащ1еся платятъ >за годъ 4 р:, за  */i года 2 р.

П р о б н ы й  н о м е р - ь  б е з п л а т н о .

Adpecs: Одесса. Въ редакц1ю „В естника  Опытной Физики и Элементарной
М атематики".
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Н. W e b e r  и I. W e l l s t e i n
П РОФ . УНИВ. В Ъ  СТРАСБУРГ®. ПРОФ. УН И ВЕР. В Ъ  ГИССЕНЬ.

ЭНЦИКЛ0ПЕД1Я ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ
Руководство д л я  п р е п о д а ю щ е й  и изучающ ихъ элементарную математику.

Переводъ съ немецкаго подъ редакщей и съ примЪчашями приватъ-доцента
В. К А Г А Н А .

Томъ I. ЭНЦИНЛ0ПЕД1Я ЭЛЕМЕНТАРНОЙ АЛГЕБРЫ и АНАЛИЗА,
обраб. проф. Г. В еб ер о м ъ .

СОДЕРЖ АН1Е: Книга I . Основан1я ариеметмки.— Книга II . Ялгебра.—  
Книга I I I .  Янализъ.— Дополнен!я.

XIV  +  623 с тр . 8 ° . С ъ  38 чертеж . ЦЪна 3 р. 50 к . (П е чатае тся  2 -е  И8дан!е).
У чен. К ом . М . Н . П р . признана заслуживающей вниманхя при п оп ол н ен ы  ученин. cmaptu. 

возр. , библ. средн. учебн. заведенгй, а  т а к ж е  р е к о м е н д о в а н а  д л я  в ы д а ч и  в ъ  н а г р а д у  
у ч е н и к а м * ,  и н т е р е с у ю щ и м с я  м а т е м а т и к о й •

И зъ о т зы в а  «....Настоящимъ своимъ сочинетемъ авторъ ( W e b e r )  по- 
казалъ, что онъ не только гдубокш мыслитель, но и блестящш педагогъ и попу
ляризатора Во всемъ сочинеиш красной нитью проходить спокойная уверен
ность и стройность изложеюя.... вы все время видите предъ собой мастера своого 
дела, который съ любовью показываетъ велиюя творешя человеческой мысли, 
изв^стныи ему до тончайшихъ подробностей, где каждая мелочь въ его глазахъ 
гармонично связана съ целымъ....

Выдающаяся достоинства этой книги, широко раздвинувши обычныя рамки 
влементарной математики, безъ сомнешя, обезпечатъ ей полный успехъ въ Рос- 
сш , какъ и заграницей; и въ интересахъ правильнаго развит1я подрастающаго 
поколения математяковъ следуетъ пожелать, чтобъ «Энциклопед1я элементарной 
математики» Вебера получила возможно более широкое распространеше». 
Прив.-доц. С. Бернштейнъ. П едагош ческЫ  сборникъ, мартъ 1908.

Т о м ъ  II. Э Н Ц И К Л 0 П Е Д 1 Я  Э Л Е М Е Н Т А Р Н О Й  Г Е 0 М Е Т Р 1 И .
Книга I. О С Н О В А Н 1 Я  Г Е О МЕ Т Р 1 И.

Составила I. Вельш тейнъ.

Содержаше I КНИГИ: Введеше.— Критика основныхъ понятШ.— Нату
ральная геометр1я, какъ одна изъ безчисленныхъ формъ проявлешя строго от
влеченной геометрш (метагеометрш).— Обосноваше проективной геометрш.— Пла- 
нпметр1я.— Дополнешя.

X I I +  362 с тр . 8 ° . С ъ  142 чертеж , и 5 р и с . Щ н а  3 р .

Книга I I  п I I I .  Тригонометр1я, Аналитическая геометр!я, Стереометр1я.
Составили Г . Веберъ и В. Я кобст алъ.

С О Д ЕРЖ А Ш Е: Книга II. Плоская тригонометр!я и полигонометр1я 
(Г . Вебера). Геометр1я и тригонометр1я сферы (В. Я кобст аля ) .— Книга I I I . 
Аналитическая геометр!я на плоскости.— Точки, плоскости и прямыя въ про- 
странствЪ.— ИзмЪрен1е объема и поверхностей,— Группы вращешй и правиль- 
ныя T in a .— Янапитическая геометрия въ пространств-fc (Г . Вебера).

V III +  321 с т р . 8 ° . С ъ  109 чертеж . 1910. ЦЪна 2 р. 50 к.
К н . I I  и I I I .  Учен. К ом . М . Н . П р. признана заслуживающ ей внимания при п оп олнены  учен . 

библ. средн. учебн. заведенгй.
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КОВАЛЕВСК1Й, Г.
ПРОФ . БОННСКАГО УНИ В ЕР СИ ТЕ ТА .

ВВЕДЕН 1Е В Ь  ИСНИСЛЕН1Е Б Е З К О Н Е Ч Н О  М А Л Ы Х Ъ
С Ъ  П Р И Л О Ж Е Ш Е М Ъ  И С Т О Р И Ч Е С К А Г О  О Ч Е Р К А .

Перезодъ съ нЪмецкаго подъ редакц1ей и съ примЪчашями приватъ-доцента 
С. О. ШАТУНОВСКАГО.

VIII +  140 с т р ., 8 ° . с ъ  18 чертеж . Ц Ш  1 р.
СОДЕРЖАН1Е: Гл. I. Ф ункцш , пред-Ьлы, ряды. Гл. II. Дифференц!- 

апьное исчислеже. Гл. III. Интегральное исчислеше.— И сторически омеркъ.

Учен. Ком . М. Н. П р. признана заслуживающ ей вним ам я при по- 
полнент  ученическихъ библю т екъ средн. учебн. заведетй.

И з ъ  о т з ы в а .  «Главная особенность предлагаемой книга состоитъ 
въ томъ, что пзучеше анализа безконечно малыхъ сразу устанавливается 
на тЪхъ основахъ, каы я даны й т и м ъ  отраслямъ математики первоклас
сными немецкими учеными 2-й половины X IX  вЪка: Вейерштрассомъ, 
Дедекиндомъ и Канторомъ, главное— первымъ. Некоторая, вредящая ясно
сти, лаконичность п недомолвки оригинала освещаются въ соотвЬтствую- 
щихъ мЪстахъ прим^чаюями и разъяснешями редактора перевода прив.- 
доц. С. О. Ш атуновскаго. Русское студенчество во „Введет и въ исчисле- 
нге безкоАечно м алыхъ“  проф. Ковалевскаго получаетъ прекрасное и недо
рогое noco6ie. Переведъ вполне удовлетворителенъ». И г  —  в ъ. Образо- 
ванге, май 1909.

ДЕДЕКИНДЪ, Р. проф.

НЕПРЕРЫВНОСТЬ И ИРРЯЩОНйДЬНЫЯ ЧИСДИ.
Переводъ приватъ-доцента С. ШАТУНОВСКАГО.

С Ъ  ПРИСОЕДИНЕНШМЪ ЕГО С Т А Т Ь И :

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАНШ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ^ ЧИСЕЛЪ.
2 -о е  издаш е. 40 стр . 8 ° . Ц Ш  40 коп.

У чен. К ом . М . Н . П р. признана заслуживающ ей вним ам я при по
п ол н ен ы  ученическихъ библют екъ средн. учебн. заведетй.

Изъ отзыва. «...Занимающая насъ брошюра Дедекинда принад
лежитъ къ числу классическихъ работъ глубокомысленная германскаго 
геометра. Проникнуться современными взглядами на ирращональныя чис
ла, не обратившись къ такимъ первоисточнпкамъ, какъ изданный въ пе
реводе г. Ш атуновскаго трудъ Дедекинда, едва-ли возможно. Въ атомъ 
смысле не представляется никакой надобности въ какой либо рецензш 
на этотъ небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по со
дер ж ант трудъ Дедекинда.

Въ занимающемъ насъ русскомъ переводе, превосходно и съ вели
чайшей любовью къ дЬлу исполненномъ г. Ш атуновскимъ, заслуживаютъ 
внпмашя и предисловие переводчика; и составленное имъ, по Георгу Кан- 
тору, приложение, содержащее въ себе теорему о существоваши транс- 
дендентныхъ чиселъ, и даже примЬчашя переводчика, хотя и крапая, но 
чрезвычайно нолезныя для читателя, впервые читающего Дедекинда»
С. Ш о х о р ъ -Т р о ц к ш . Русской ш кола, октябрь 1907.

(.• А М О '
4 !__________________     t
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