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Аннотация. Одной из важнейших проблем теории вероятностей является оценка числа слагаемых 
центральной предельной теоремы, необходимых, чтобы сумма имела нормальный закон 
распределения вероятностей. В статье данная проблема решена для любых, заранее неизвестных 
законов распределения независимых слагаемых. Использован аппарат характеристических функций, 
представленных комплексным рядом Маклорена. Получена оценка погрешности такого 
представления. Выведено аналитическое выражение для плотности распределения средней 
выборочной наблюдений. Разработан алгоритм определения необходимого числа наблюдений в 
зависимости от точности оценки. Для пояснения работы алгоритма рассмотрен пример практической 
реализации разработанного метода. Результаты моделирования оценки необходимого числа 
слагаемых сведены в таблицу и представлены на графике.
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Abstract. One of the most important problems in probability theory and statistics is the estimation of the number 
of terms of the central limit theorem necessary for the sum to have a normal probability distribution law. This 
problem becomes especially relevant for any previously unknown distribution laws of random variables. To solve 
the problem, the apparatus of characteristic functions is used. The characteristic function is represented by a 
complex Maclaurin series. The representation of the residual term of the series in the form of Cauchy is used. An 
estimate of the error of such a representation is obtained. An analytical expression is derived for the distribution 
density of the average sample of observations. An algorithm has been developed to determine the required 
number of observations depending on the accuracy of the assessment. To explain the operation of the algorithm,
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an example of the practical implementation of the developed method is shown. The obtained simulation results for 
estimating the required number of terms are summarized in a table. For clarity, the results are presented in the 
graph. The statements proved in the work can be used in multivariate data analysis, systems for diagnostics, 
monitoring, and statistical control of manufactured products.

Keywords: sum of random variables, average sample, number of terms, characteristic function, Maclaurin 
series, accuracy, error, integral
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Введение

Центральная предельная теорема (ЦПТ) занимает особое место в теории вероятностей. 
Она лежит в основе решения множества прикладных задач в статистике [Chatterjee, Diaconis, 
2017], науке об обработке данных [Draper, Guo, 2021] и составляет краеугольный камень совре­
менной статистики [Kwak, Kim, 2017.]. История ЦПТ обстоятельно изложена в книге [Fischer, 
2011]. Показана связь истории ЦПТ с развитием теории вероятностей от ее классической до со­
временной формы. В работе [Arras et al., 2020] отмечается многоаспектность данного направле­
ния научных исследований, например: исследование скорости сходимости в многомерной ЦПТ 
[Волгин, 2017], обобщение на случаи симметрических функций от случайных [Гринь, 2021] и 
гиперслучайных величин [Gorban, 2017], последовательностей случайных величин [Formanov et 
al., 2021; Senatov, 2007.], марковских цепей [Garet, 2021]. Статья [Roos, 2022] посвящена разра­
ботке нового метода характеристических функций, применяемого в ЦПТ.

Задача оценки числа слагаемых, при котором сумма независимых случайных величин 
имеет нормальный закон распределения вероятностей, решается в работе [Пименов, Тинаев,
2017] путем моделирования. Приведен пример, когда при трех слагаемых график плотности 
вероятности приближается к нормальному закону, а при более 30 слагаемых он близок к тео­
ретическому нормальному. В статьях [Ганичева, 2020; 2022] получена теоретическая оценка 
числа слагаемых ЦПТ, необходимых, чтобы сумма имела нормальный закон распределения 
вероятностей при любых законах распределения слагаемых. В первом случае, когда слагае­
мые имеют одинаковые математические ожидания и одинаковые дисперсии, во втором слу­
чае -  разные дисперсии.

Целью статьи является оценка числа n  независимых слагаемых ЦПТ для получения 
нормального закона распределения вероятностей суммы и средней выборочной с заданной 
точностью Б  при любых законах распределения слагаемых, а также получение алгоритми­
ческого описания зависимости n  от Б  .

Объекты и методы исследования

1. Характеристическая функция средней выборочной

Известно, что при сложении n  независимых слагаемых случайных величин, имеющих 
одинаковые математические ожидания mj  и дисперсии <г2, причем m01 < my < m02,
<г01 <ст <& т , сумма будет иметь нормальный закон распределения при достаточно боль­
шом n .

В данной работе рассмотрим вопрос о сумме и средней выборочной таких случайных 
величин. Докажем, что средняя выборочная будет иметь нормальное распределение при 
n  >  n 0 , где n0 определяется на основе разработанного алгоритма.
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Найдем зависимость числа слагаемых n  от точности Б  . И, как следствие, будет полу­
чен нормальный закон распределения суммы этих величин с указанием соответствующего 
числа слагаемых для заданной точности.

Оценим щ  на основе характеристических функций. Сначала рассмотрим непрерыв­
ные случайные величины.

f  1 Л ш ft—
Обозначим через q x

1
— t |  e n° • f  (X j) dXj случайной величины —l  (=  = 1, n 0 j . Так 

V no J -ш no
как случайные величины — независимы, то характеристическая функция случайной вели-

чины x  будет:
"о ш ’tXj-

q-x(0 = 1^  - Ф П j e no •f ( x =) d x i •
j =1 V n0 J j =1 -ш
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ln qx-(t ) = Ё ln
==1

Ряд Маклорена от выражения (3) будет:
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Пусть z,. = — m t ---- =-• t  . Обозначим: a , = —=-• t  , 6 ,. = ------- . Тогда z. = - a  + ib  .

= n0 = 2n 2 = 2щ2 = n  j j j

При этом
2

Zy = -----J— • t 2 + — m t
2n0 n0

< 1, j  = 1, щ , т. е.

a
4n,

m
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Отсюда n  -  m j2t 2n02 — a * t 4 > 0, j  = 1, n0 . Следовательно,
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no > t  V m 2 4 m 4 +O f  ( j = 1,no ).

Считаем, что — 3о02 < t < 3o02.

Тогда

Пусть t 2a l2 < 2n l , тогда

Из (7) и (8) имеем

n0 > n  = 2, 12^ 02 >/m022 + a/
4 4

m 02 ^  O 02 .

n 0 >  n2 = 2, 12o 02. 
n0 > n3 = max {n2, n  } .

(7)

(8)

(6 )

Поскольку ряд (4) равен сумме n рядов, то погрешность суммарного ряда (4) равна 
сумме погрешностей слагаемых. При этом ряд будет комплексным. Модуль суммарной по­
грешности

;1 <Е
j =1

z j — j
iV

r , ■M  ( r ,)

rj —I zj — cjl

где z  — c  = Г -  окружность K y радиуса r j  с центром в точке cj , M (ry.) -  верхняя граница

V {z  )l на к , .
Для рассматриваемого случая c . = 0, f  {z .) = ln{1 + z . ), r  ■ = 1, т. е.

n

< M (1)
Z; ' —

'*0 , 

3
j =1 1 —

( 10)

Оценим M  (1).
Имеем: f  ( z  .) = f  ( —a  . +  ib j ) = ln(1 + (—a. + ib j )). При этом f  (z. ) можно представить в 

виде: f  (z ■) = x . + iy .. Отсюда получаем:
Г xi 1е j • cos y . = 1 — a ,

• siny, = b ,. ̂J J
( 11)

Следовательно, t g y  = — j—, y  = a rc tg

Отсюда находим: cos y  =

1 — a, 

1 — a.

1 — a.
т. е.

sin y  j  — cos2 у j  b
cos у ,

O ,

cos y  j
l_

1—a

P  — aj )2
*. Здесь учтено, что a j = —j- • t 2 < 1 при n0 > 2, 12o 022

2n2

(условие (8)). Тогда с учетом первого уравнения из (11) получаем:

Таким образом,

х _  = 1 l n ( ( 1  —  a j ) 2  +  b j  ) .

1 ^ 9  Ь .
f  ( z j  ) = ln(1 + (—aj + ib j  )) = -  ln(1 — a j  ) + bj  ) + i   ̂a rc t^ - J ~2 1 — a (12)

Фиксируем n  и подставим в (12) вместо a. и b. их выражения через n0, т}, о 2 и t. 
Получим:
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При фиксированного n0, m  , о 2 полученное выражение является функцией t. Находим:
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4 2 Б

(14)

< n0 при n0 > 2 и %x < 1 . Отсюда

r j  + b j — 2ay < (15)
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Система верна для любого n 0 > 2 и любого j  = 1, щ  .

Получим оценку для n0, при которой аргумент арктангенса будет не больше -s/Б . Имеем

Х = 3—02m 02 n0
'  9о,4 ^1 —- '02

2n,
< 4 Б , (17)

0 у
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0 у ln l
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(19)

0
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a rc tg  x  <  a rc tg ^ fs  « л/Б
Следовательно,

с погрешностью x 3/3  =  *Js  / з  (ряд Лейбница) при 

Таким образом, | f  (z j  )|
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Л
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Пусть в (22) при /=2 правая часть не превосходит Б , т. е. |R | <б. Оценим соответ­
ствующее значение n . Из (22) имеем:
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Решая данное неравенство, находим сначала решение уравнения -  некоторое щ , тогда 

> щ = max {n6, n7} . Таким образом, при n0 > щ погрешность R  по абсолютной величине
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В то же время в общем случае R  является комплексной величиной, зависящей от у  и 
R , = б  • (cosy + i  sin у ) , где у  -  аргумент R  , отсюда R  — — sin у| = — < б  . Тогда и при макси-

_ _ п  R  — •cos у  Б  sin у  Б  sin умальном значении б  = 0,9 можно считать, что R  = i — sin у и е  2 =  е  1 • е  1 =  е  1 .

Пусть X  = б  • sin у , тогда X  -  случайная величина и q1x (t )=  M  [e iX] -  характеристи­

ческая функция случайной величины X  . Отсюда получаем:

qljc ( t) *  1 + i t M [X ] с точностью —  M [ X 2] ,  0 < —< x .

Считаем, что угол у  распределен равномерно в промежутке [—Щ 2 , Щ 2].
Щ  2 

Б  ГДля примера рассмотрим этот случай, тогда M [X ] = — I sin у^у  = 0;
ж - L

— Щ  2

2 Щ2
M [X 2] = Dx = 2  f sin2 у с1у  = 0. Таким образом, погрешность —  M [X 2] равна нулю. 

x ж л 2—Щ 2
Следовательно, qlx (г) = 1, R  = 0 и eR2 = 1 . Рассмотрен случай, когда у  имеет равно­

мерное распределение, но такой же результат будет и при других распределениях f  (у ), т. к.
Щ 2

M [X ] = I sinу - А ( у ¥ у -
-Щ 2

ж Щ 2 Щ 2 Щ 2

V  |  f  (у ¥ у  — |  c0syd y• |  А (у ^ у  =  0 .
2 —Щ 2 —Щ 2 —Щ 2

Аналогично можно показать, что M [X 2] = 0. Следовательно, в (24) R  = 0 .

u =  sin у, d u  = cos у^у,

v = I  У1(у) d У

= sin у

2. Плотность распределения средней выборочной. Оценка числа слагаемых

Подвергнем q- ( t ) обратному преобразованию Фурье, получим:
1 ад

f  (x) = —  J  е~их • qx (t ) d t . (25)
—ад

На основе (24) имеем:

_  1 а д  — i f —

f  (x) = —  J e-itx •e j=1 ^  2щ d  . (26)
2 Щ  —ад

Используем известную формулу, сводящуюся к интегралу Эйлера -  Пуассона:
I— AC—B2

e~Ax±2Bx—Cdx = • e A . Тогда

f  (x) =  — ^ e ' j ' x ’:' ' ! l ^ .  (27)

Заметим, что при вычислении f  (x) используется несобственный интеграл при 
t  е (—ад, ад). Однако t  е  [—3о02,3о02] . Покажем, что с любой заданной точностью -  при соот­

ветствующем n  интеграл (26) в пределах от —ад до ад будет отличаться на -  от соответ­
ствующего интеграла с границами от — 3о02 до 3 о 02 .

ад
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|  ш

Из (26) имеем: f  (x) = —  j e
O n  J

-t2 I  ——J-it j [— —  — «0 d t .

Преобразуем подынтегральное выражение. Выделим в показателе полный квадрат:
a Л

- I Tind'J -4 I i « ' - xJ / I o* 4i
a 2 1 ^  [  m. - ^ O

 x
V n0 J

_5l [  a 2 ^

-=1
-

n0 С
+

m. V / n0 2 -О V
 x

V «О J 1=1 V O«O j J=1 O«0

2 [  i ^
t - -  

2 V «o 1 =1 O« o  j

m

V nno1 J
V

x  / I n « т
V J=1 « о  J  /  J=1 o « o

a  j ^  m  -
Обозначим: a  = j — -, b = j ------- x. Отсюда получаем:

j=1 О«О j =1 no
-  1 —— b2 шf  (x) = _ L  e 4a j  

Oz J

-  a| t - i -
e 1 a ; d t . (28)

Покажем, что с точностью б/ 1 интеграл (28) при соответствующем «  в пределах от 

3 a 02 до ш будет сколь угодно мало отличаться от 0 (на величину s j  1).

Положим и  = 

1

t - i b  \y [a  , тогда du =  ^ [a d t. Пусть b  = 3a02 - i b  \y [a  . Имеем:
a

Г - a| t-“  I 1 Г 2I e i 2 a; dt = ^ =  I e~u d u . Для вычисления последнего интеграла возведем его в квадрат,
L  Va  b

затем перейдем к двойному интегралу в полярных координатах:
/  \Ош ш ш ж ш
j  e-  d u  = j  e-  d u  • j  e-  d v  = j  d p  • j  r  • e~r d r ,

V b1 J b1 b1 0 l̂ l
где r  = u  + v , 

т. е. 1 j  e -und u  Z .
■ ja j V 2a

1|1 |2
e 2 . Потребуем, чтобы этот интеграл не превосходил — и оценим

соответствующее n . 

Отсюда 1  lb1|2 < ln Б (29)

или

a 2

9a f - ' 1 1 о-  + 1

А щ Уm . -
l  -  x

1 =1 ~"o
Усилим последнее неравенство:

V 1=1 n o J
I  a  > - n  ln
1=1 o«o2 o 4 Z  v -=1 «o

4 ,5ao2o • a o21 + On o2 (mo21 -O moox  + x 2 ) / a o2o + 1n o ln T 7 =—0=
v у  n V ^ «o

> o . (30)

С учетом масштабирования (полагаем a 02 = 1), сдвига по горизонтальной оси (полага­
ем m02 = О ) последнее неравенство можно усилить следующим образом:

On0 • m01 > lnn0 - O• ln s  + O• ln3 ,544 . (3 1 )
Так, при минимальном значении б  = О, ООО неравенство (31) будет иметь вид;

On0 • m01 > ln n0 -  О • ln О, ООО56,

2

4
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т. е.
2n0 • m01 > ln n0+14,9751

Из (31) для данных m01 и -  находим соответствующее значение n9 -  решение (31), 
рассматриваемого как равенство. Тогда при n0 > щ интеграл (28) в границах от 3—  до ад 
будет сколь угодно мало отличаться от 0 (на Щ ). Аналогичное утверждение будет верно для 

этого интеграла и в границах от —ад до —3о02. Следовательно, при n0 > щ интеграл (26) бу­
дет равен соответствующему интегралу с границами от —3о02 до 3 о 02 с точностью -  > 0.

Итак, доказано следующее утверждение.
Теорема. Пусть имеется n  независимых случайных величин, математические ожида­

ния m. ( j  = 1, n) которых попадают в интервал (m01, m02), средние квадратические отклоне­

ния попадают в интервал (о 01 ,о 02). Тогда для любого - >  0 найдется n0 > max {щ, n9}, опре­

деляемое с учетом (7), (8), (19), (21), (23), (30), (31) и такое, что при n  > n 0 случайная вели­
-  " ш _

чина x  будет иметь нормальное распределение с математическим ожиданием j  —  и сред-
j= 1  n

ним квадратическим отклонением
1

j  — — с погрешностью -  .
t 2 n l

Следствие 1 . В рамках доказанной теоремы следует, что сумма n  случайных незави­
симых величин будет иметь нормальный закон распределения, т. к. Y  = n x  имеет нормаль­
ное распределение при n  > n0.

Следствие 2. В случае n  независимых дискретных случайных величин для каждой из 
них с любой заданной степенью точности строится эконометрическая модель, при этом чис­
ло значений каждой случайной величины должно быть не менее 7. Затем применяется изло­
женный в подразделе 1 метод для непрерывных случайных величин.

Результаты и их обсуждение

Рассмотрим конкретный пример. Пусть о 01 = 0,8, о 02 = 1, -  = 0,1,
m01 = —0, 8, m02 = 0, m  = 6 .

Алгоритм построения f  (x) заключается в последовательности шагов (справа указан 
номер формулы).

1. n 1 = 2, 12 о 02^1m02 +  л]m m + 0 02 . (7)
Для рассматриваемого примера имеем: щ  = 2,12.
2 . n2 = 2,12о02 , (8)

т. е. n2 = 2,12 -  для рассматриваемого примера.
3. щ = max , n2}, т. е. n3 = 2,12.

4. n4 = 2,12 о 2 , щ = 2,12. (19)
1

5. n 5 = 2 - ,  n5 = 5 (21)
6 . щ = m ax{щ, n4, щ  }, n6 = 5 .
7. n находится из неравенства (23):

2 d n \ — 18m°2о ° n° ( -  +1) — 81—l 2 ( -  +1) > 0,
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где d  = (1 -1 /o ^ J n ^) • s 0,25. Для рассматриваемого примера щ  = 5

8 . «  = max {n6, щ  } = max {5,5} = 5.
9. щ определяется из неравенства (31):

On0 • m f > ln n0 -  О • ln s  + О • ln3 ,544, щ  = 5.

10. «0 = max {ns,щ } = max {5,5}, «o = 5 .
11. Построим таблицу (см. таблицу) и график зависимости щ от Б  (рисунок).

Точность Б  и количество шагов щ 
Accuracy s  and number of steps щ

Б 0,002 0,004 0,005 0,01 0,02 0,05 0,07 0,08 0,1 0,5

«О 250 125 100 50 25 10 7 6 5 5

График зависимости щ от Б  
Graph of dependence щ on s

Изображенная на рисунке зависимость аналогична зависимостям, полученным в ста­
тьях [Ганичева, 2020; Ганичева, 2022] для нормального закона распределения вероятностей. 
Таким образом, настоящее исследование является обобщением результатов, полученных в 
[Ганичева, 2020; Ганичева, 2022] при любых законах распределения слагаемых ЦПТ.

Заключение

Основные результаты работы:
1) получено аналитическое выражение для плотности распределения средней выбо­

рочной любых законов распределения;
2) разработан алгоритм определения числа слагаемых ЦПТ в зависимости от точности 

оценки;
3) приведена практическая реализация разработанного метода;
4) результаты моделирования проиллюстрированы графиком.
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