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Аннотация. Задачи дифракции электромагнитных волн на многослойных отражающих 
структурах в 2D случае приводят к краевым задачам для уравнений Гельмгольца. В случае 
Н-поляризации эти краевые задачи сведены к системам граничных сингулярных интеграль­
ных уравнений первого рода с логарифмическими дополнительными условиями и системам 
граничных сингулярных интегральных уравнений с интегральными дополнительными усло­
виями, для решения которых применяется вариант эффективного и строго обоснованного чис­
ленного метода дискретных особенностей.

Ключевы е слова: задачи дифракции, многослойные отражающие структуры, краевые 
задачи, сингулярные интегральные уравнения.

Также как и в случае Е-поляризации [1], сведение исходных краевых задач к систе­
мам сингулярных интегральных уравнений (СИУ) основывается на методе параметри­
ческих представлений сингулярных интегралов [2]-[4].

Как уже было отмечено в первой части статьи, подбор соотношений размеров эле­
ментов многослойных решёток, позволяют получать электромагнитные поля с необхо­
димыми физическими характеристиками. Поэтому актуальной задачей для исследова­
телей является создание численно-аналитических моделей, позволяющих провести чис­
ленный эксперимент в широком диапазоне частот и геометрических параметров струк­
туры.

Как и в случае Е-поляризации, характерной особенностью систем СИУ задач ди­
фракции Н-поляризованных волн является наличие нескольких неизвестных функций, 
каждая из которых связана с характеристикой поля на одном из слоёв. Каждое из СИУ 
зависит от двух неизвестных функций, и фактически представляет уравнение связи по­
лей на двух соседних слоях.

Рассмотрим следующую дифракционную структуру (см. рис. 1). В плоскости z' =  D  
лежит бесконечный экран, на котором расположены два слоя диэлектриков. Первый 
слой диэлектрика с диэлектрической проницаемостью £\, заполняет область d!_ < <
d!+ , второй слой диэлектрика с диэлектрической проницаемостью £ 2 , заполняет область
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Рис. 1. Сечение электродинамической структуры плоскостью Y'OZ'.

Над описанной структурой, в области z' >  d'+ -  полупространство с диэлектрической 
проницаемостью во =  1- Между верхним и нижним слоями диэлектрика и на верхнем 
слое диэлектрика расположены 2//-периодические системы, состоящие из бесконечно 
тонких идеально проводящих лент.

Пусть

{ м+
у' е  R] у' е  IJ  (а+, &+), 0 <  а\ <  Ъ"[ <  . . .  <  а+ <  6+ . . .  <  а + + <  6++ <  2I'

q=l
(1)

координаты у' точек плоскости z =  d'+ , лежащих на отрезке у' Е [0, 21'] и свободных от 
лент.

Пусть также

м~
L-  =  { у 1 Е R| у' е  (a~,b~),  0 <  ai < Ъ {  < . . . <  а~ <Ъ~ . . .  <  а^_ <  <  21'

p = i

(2)
координаты у' точек плоскости л =  d'_, лежащих на отрезке у' Е [0, 21'] и свободных 
которых от лент.

Вообще говоря, ф a j  и 6+ ф b j , если q =  s.
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Введём обозначения для областей:

По =  {(у ',  z') G R 2 | z' >  d'+ , 0 <  у' <  21'} , (3)
=  {(у ',  z') е  R 2 | d'_ <  z' <  d'+ , 0 <  у' <  21'} , (4)

П2 =  { (у ',  - ')  е  R 2 \ D' <  z' <  d'_, 0 <  у' <  21'} . (5)

Рассматривается стационарная задача - зависимость поля от времени задаётся мно­
жителем е~ш*.

Пусть из бесконечности сверху на дифракционную структуру наклонно падает Е- 
полярпзованная плоская электромагнитная волна единичной амплитуды:

U(у', z') =  Ех(у', z') =  exp (ik (у' • sin <р -  (z' -  d!+) • cos <p)) . (6)

Необходимо найти полное поле u ( y ' , z ' ) ,  возникшее в результате рассеяния волны 
рассматриваемой дифракционной структуре. Оно удовлетворяет в областях г =  
0,1,2)  уравнению Гельмгольца:

Аи  +  к2 л/si ■ и =  0, ( y ' , z ' ) e Qi ,  (г =  0 , 1 , 2 ) ,  к =  ^- ,  (7)

условию Майкснера на ребре; разность полного и падающего полей удовлетворяет усло­
вию излучения Зоммерфельда:

lim л/г ■ ( д —41 — fa . (и _  [ Л  =  о , г =  \/(у ')2 +  (z ' ) 2 . (8)
г->  оо V O f  J  *

Введём в рассмотрение функцию щ  (у', z') — решение в области П0 вспомогательной 
краевой задачи дифракции плоской монохроматической волны U(y',z'),  определённой 
формулой (6), на бесконечном плоском идеально проводящем экране, лежащем в плос­
кости z' =  d!+ . Функция iio(y' , z') на поверхности экрана удовлетворяет граничному 
условию:

| | ( ! / А )  = о, г / е я ' .  (9)

Поле i i o ( y ' , z ' )  имеет представление:

щ (у ' , z') =  exp (гк (у1 ■ sin <р — (V — d!+ ) • cos </?))— exp (ik (y' ■ sin <p +  (V — d!+ ) • cos ip)) ,
( Ю )

причём
щ (у ' , d'+) =  2 ■ exp (iky' ■ sin p ) . (1 1 )

Полное поле u(y ' , z'), возникшее в результате дифракции волны на решётках и(у ' , z'), 
будем искать в виде:

(  U0(y', z ' )  +  г/+(у', У), (у', z ' )  E По]
u { y ' , z ' )  =  l  U i ( y ' , y ) ,  { y ' , z ' ) e Q  i; (12)

[  u 2 ( y ' , z ' ) ,  { y ' , z ' ) e Q 2.
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Поле и+ (у', z') в области П0 ищем в виде:
ОО _|_

и+ (у', z') =  У  , (13)
„ ~  70,га

у
' -  : и )

где
/ 7 • 7Г /7' / / /  , \ 2 ГГ ^  / Г7Рга =  А: • Sill ^ , 70 =  л /  (//„) -  А:2 , 70,„ =  ~% г п G Z  .

t у 7Г

Условия излучения Зоммерфелвда будут выполнены, если ветвь радикала выбрать 
так, чтобы R e(7o „) ^  0, 1т ( 7д,г) ^  0, п G Z.

Пусть di г =  1,2 — угол между волновым вектором в области Пj , заполненной 
диэлектриком и вектором противоположным оси O Z . В силу закона Снеллиуса спра­
ведливы равенства:

к ■ sin р =  к у/.Si ■ sin i) i =  ky/&2 ■ sin $2 • (15)

Учитывая соотношение (15) поле Ui(y', z') в области ищем в виде:

(. / ,А  _  V 4 J L  ( l  +  . d l  (Vl,ra ~ d - ) )  , j -  . d l  ( T [ ,n ~  d + ) )  \  . г-р'пу' (ЛРЛ

Ul V ’ ~ 71,ra \ "  sh ( i hn (d'+ -  d!_)) n sh (7 ^  (d'+ -  d'_)) J

/------ :--------------  I'
7l,ra =  V Ш 2 -  k2 ■ - b  71,ra =  - 7 i,ra> ™ G Z  • (17)

v 7Г

Поле U2(y', z') в области П2 ищем в виде:

^  а~ c h (7 ' ( z ' - m )  . , ,
« 2<у , -  ) =  Е  — • 1 У  У  ш  ' «**•’  , (18)га=̂ со 72,™ sh (72,„ (d_ -  D ’ ))

/------ :--------------  I'
72,га =  V (Pra)2 -  ^  • £2 , 72,ra =  “ 72,ra , «  ^ Z  . (19)

v 7Г

Введём безразмерные координаты и параметры:

м+
L + = {  У е  1J(q'+,/3+)

q=i

/'А: 2 У к / 7Г ,
7Г Т  ’ У =  т,у > Z =  J J Z ,

7 /  7/

“ ± =  ; (20

Q'+ =_ ^ + /3+ = —Ь+
V q ’ Q = h ) * * , , М + ; (21

Q'J :
7Г

=  • ДГ = ^ 7 -
I7 * ’

s =  1, , , М - ; (22

= д£ • sin </? +  /г , п G Z ; (23

0 <  a f  <  /3̂  <  . . .  <  a t  <  /5+ <  . . .  <  + <  /5++ <  2 и

(24)
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м~

Ь~ =  < у g 1J(q '“ ,/3“ )
q=i

0 <  <  /51 <  . . .  <  а-л, <  /3S <  . . .  <  <ум_ <  (Зм _ <  2 тг

(25)
Из граничного условия обращения полного поля на поверхности идеально проводя­

щей структуры в ноль следуют равенства:

ди+ дщ
+) =  lh  +) =

дщ-(у ,d- ) =  d-)  =  о ,dz dz

y e C L + =  [0,2тг] \L+ ; 

у G C L " =  [0,2тг] \L“ .

(26)

(27)

Из условий связи полей на границе раздела двух сред в «щелях» между ленточными 
структурами получаем равенства:

г/,о (у, d+) +  и+ (у, d+) =  щ(у ,  d+ ) ,
u i (y ,d - )  =  u2( y,d- ) ,
1 du+ . , . 1 д щ . , .

-(?/>«+) =  — —  ( y , d + ) ,£o dz £\ dz
1 9ul ( л  ̂ 1 9u* ( ,1 \-{y,d~) = -----—  ( y , c L ) ,

Si dz s 2 dz

у G L+ ;

ОС

У ^  L  ; (29

у G L+ ; (30

у e L ~ . (31

Из представлений полей (13), (16), (18), граничных условий (26), (27), и условий 
связи полей на границе раздела двух сред (28) -  (31) для коэффициентов а+, а~, &+, Ъ~ 
получаем следующие соотношения:

ап ехР №рпу) = 0 ’ у G C L + ; (32)

X !  а,+ exp (ф,гу) = ^  ехр ’ У е  Ь+ ; (33)

2 . e^ s i „ ^ +  £  _ ^ _ ехрСф(гу)

ъ~

п = —оо
ОО , +

wn
Е WE™ sh (7 i,„ (d+ -  gL))

ОО

X !  a,“  exp (ф „у) =  0, у G C L -  ;

• exp (ipny) , у G L+ ; (34)

(35)

a„ exp (ipny) =  - ^  ^  bn exp (ipny) , у G L ” (36)
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7 2 ,п П— — оо ’
£  т£ ~ ' « р  t o w )

К  +  _
W i<n sh (71,„ (d+ -  gL))

1 _  1 1 _  c th(7 i,„ (d+ -  cL)) 1 _  th (72,ra (d- -  D ))
70 ,n W hn 7 l ,n V̂'2,n 72 ,ra

Из представлений (17), (19), (38) следуют асимптотические равенства:

£  ( ! ^  +  3 7 7 ^ Т м Т Г Т Й  ) • « = » « № » ) .  (37)

п Е Z . (38)

-—- ( 1 — д£ sin <р ■ — ) +  О (  —  ) , п —> оо, г =  0, 1 , 2. (39)
Wi,n |/г| \ п )  \п

Учитывая (39), введём величины:

А г = -У  У - ( l - d £ s m V - - )  = о ( ^ Л  , п - >  оо,  г =  0,1,2.  (40)
Щ п  N  V п )  \ п J

Действуя также как и в [5], введём в рассмотрение функции:

ди̂ ~ °°Л
F + (y) =  d+) =  -  z 2  ехр (iPny) ’ У е  [° ’ 2уг] ; (41^

п = —оо

ди~  °°
F~(y)  =  d-)  =  Y  an e x P (ipny) , У e  [о, 2тг]. (42)

П= — OO

В силу граничных условий (26), (27) функции F + (t.) и F~(t)  обладают свойствами:

F+ (y )  =  0,  у е с т , +  , F - ( y )  =  0, у е С Ь - .  (43)

Из (32)—(33), (35) -  (36) следует, что а+ =  — а~ =  Ч>~, п G Z  и, следова­
тельно, справедливы интегральные представления:

&П = ----------- =  — V  /  ^  W ехР (—ipnt) dt, п е  Z  ; (44)
£1  2тг J L +

s 2 1 f  _
ап =  bn =  —  /  F  (t.) exp (—ipnt) dt, n E Z  . (45)

-1 27Г JL-

Производя преобразования, аналогичные тем, которые были проведены в работах 
[6] - [10], получаем:
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гд£ sin р

— — J  ехр (гд£sin р  (у — t)) In ^2 • sin ) F + (t)dt+

r y - t

7Г JL+
exp {id I  sin (y — t)) /  In ^2 • sin ^  dsF+ (t)dt +

1 f  exp (id£ sin p  (y — t))
7Г JL+ 2 Wr0,0

F + {t)dt+

1 f  л Д
H—  /  exp (id£ sin (y — t)) —^ e x p  ( in( y — t)) F + (t)dt

к Jl+ 2^ n = — o o
пф 0

(46)

u2{ y , d - ) =  V  ттг-  exp (ipny) =  
nt^oo W‘2'n

1
exp {id I  sin p (y — t)) In ( 2 • sin - — - ) F  (t)dt+ 

7Г J L -  \ 2

idi  sin p
7Г >L-

exp (id I  sin (y — t)) j  In ^2 • sin dsF (t)dt +

1 r v y W ' t o v t o - t ) )
7Г 2^ 2,0

1 Г °°'  д ,
— /  exp sin (y — i)) ^  exp (m  (y — t)) F~(t)dt.
к J l -  2^  n = —OOn̂ O

(47)

Действуя аналогично, для функции Ui (у, d+) находим следующее интегральное пред­
ставление:

ui (у, d+) =  ~
£о

idi  sin р

j  ехр (гд£ sin <р (у — t)) In ^2 • sin ) F + (t)dt+

r y - t
exp (idi sin p ( y  — t)) /  In ( 2  ■ sin dsF+ (t.)dt.+

7Г JL+ Jo v 2 /

1 f  < x p W * * v ( y - i »  1 Г £  ^ exp( jp„ ( ! / _ t))F+(t)( it
^ Jl+ , 27Г Jl+

£l 1

2Wi1,0 n = —oo 
пф 0

, “ L 2 s h ( 7 i , „ ( d + - d _ ) )
(48)

Из соотношений (45), (47) получаем следующее интегральное представление:
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Ui(y ,d-)  =  - — ■
£о

idi  sin р
7Г >L-

 J  exp (idi  sin p (y — t)) In ^2 • sin F  (t)dt+

exp (idi  sin p (y — t)) j  In ^2 • sin dsF~(t )dt+

1 r e v a a i t o v b - t ) )  + l _ r  £  A y ,
vr Jl-  2W1>0 7Г Jl-  ^  2

n̂ O

1 1 1  [
£o VT Jl+ E

exp (ipn (y -  t))
2 sh (71,„ (d+ -  d- ))

F + (t)dt. (49)

Введём обозначения:

Qo (у, t) =  -
exp (idi  sin p (y — t)) (  £1

2 (во +  £i) Wo,o

A o  n • £o +  £1 • A l,n  / • / , »
E  ^ 77^ )  “ P (ф «  ( ! / - * ) )

n= —oo v 7n̂ O

(50)

Q 2 (y, t) =  -
exp (idi  sin p (y — t)) f  e2 £1

2 (02 +  Si) Ŵ2,0 W\n

A ‘2 n ■ £2 +  Si'  A i „
E  — 2 l> 7 T 7 o — “ P ('!> ■ • (»-* ))

n = —oo v 7n̂ O

(51)

<3i (.?■ *) =
£0 ■ £1

E
exp (ipn (y -  t))

2e 2 ( e 0 +  £ 1) „ f - L  ^  ( 7 1 ,„  ( d + - d - ) )  ’

Q 3 (2/, t)
£1

E
exp (у -  t))

2 (e2 +  £0) sh (71,„  (d+ -  cL )) '
(52)

В результате подстановки в соотношения (34), (37) интегральных представлений (46) 
— (49) получаем систему интегральных уравнений первого рода с логарифмической 
особенностью:
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тг JL+
ехр {idi. sin р  (у — t)) In о ■ У ~ l2 ■ sm —-—

id i  sin p
7Г

F + ( t ) d t -

•y-t
j  exp ( id i  sin p ( y  — t)) y j  In ^2 • sin dsj  F + (t.)dt.+

1 1
-  I < h t o , Q F * №  +  -  I  Q i ( y . t ) F - m  =  -  у
7Г J L+ k  J l -  (£o +  £ i )

7Г JL-
exp ( id i  sin p  (y — t)) In 2 • sin y - t

id i  sin p

F  (t)dt—

"y - t
 ̂ exp ( id i  sin p  (y — t)) In ^2 • sin ds j  F  (t)dt+

+  ~  [  Q ‘2 (y,t) F~(t.)dt. +  -  f Q 3 ( y , t ) F + (t)dt =  0 , у e  L~ .
7Г J l -  7Г JL+

Для удобства записи последующих преобразований введём обозначения:

y - tк  и  (y , t ) =  emsiYlv{y- t] - In 

id i  sin p

2 ■ sin

7Г
exp ( id i  sin p  (y — t)) / In

ry-t s
/  I11 2 ■ sin -
Jo 2

ds +  Q i(y , t )  , i =  0, 2 ;

K 14 (y, t) =  Qi (y, t) , i =  1,3;

r,  , ^  d K h i (y,t)  d „  , e ^ s in ^ y -t )  ( t _  y  
AM (!/.«) = -------------------- =  ~ -^Q <  (y ,t ) +  ------- 2--------Ctff

-  (d i  sin p f  em sinv(y- t ]
ГУ- t s

/  I11 2 ■ sin - ds
Jo 2

ds , г =  0, 2 :

d
I<2,i (y, t ) =  (y, t.) , г =  1,3.

В силу условий Майкснера на ребре:

f ’+fe) =  о  (r ,-1/2)  , 

F - ( y )  =  О (г 2- 1/2)  ,

Г\ ->■ О, 

г2 ->■ 0,

где

П =  min (| у -а + | ,| у  - /5+|) ,  
9=1,...,м+

Г2 min _ (|у —а-, | , |у — Ps |) •
s=l„..,M

Выи. 26

G L+ ; 

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Ё,,Д Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26 97

Условия Майкс.иера будут выполнены, если мы будем искать сужение функции 
F + (y) на интервалы ( а ; + , / 3 + )  и функции F~( y ) на интервалы ( а ' “ , / 3 “ )  в  виде:

(у)
F+(y)  =  q =  , у е  («+ , /?+) , (g =  1 , . . . ,  М +) , (63)

у/ (у -  Ч ) (/Зд+ -  у) 

(у)

у / (?/ ^р ) (Др ?/)
(у) =  —г Р ^  у е ( а р ,/5р ) ,  ( р = 1 , . . . , М  ) , (64)

^  (у) е  С* [а+,/3+] , (g =  1 , . . . , М + )  , //“  (у) G (7 [а'“ ,/3“ ] , ( р =  1 , . . . , М " )  . (65)

Введем отображения:

д+ : [ - 1 , 1] -> [а+ /5+] , у+ (t) =  Pq ~  г  +  ^  ^  , (g =  1 , . . . ,  М +) , (66)

Ур : [—! , ! ]  —̂ [о'р ,Др ] , Уд~ (*) =  >3р 9 т +  >3р \  ^  , ( Р =  1 , . . . , М " )  , (67)

и обозначения

Кг+ (г ) =  ^  ( у Л т >) ’ ( ? =  1 , - - - , М + ) ;  (68)

VjT (т) =  v~ (д~ (т)) , ( р =  1 , . . . , М “ ) ; (69)

Г) =  Л 1,0 (у^ (?) , У™ (г))  -  ^ , т  • 111 |Т -  f  | ,
('/ 1............ ' / ' •  т = 1 , . . . , М + ) ;  (70)

ЛГ,р,/(6 г ) =  ^ 1,2 (Ур (?) ,УГ (г )) -  SP<i • In |r -  ,
(У 1 \l ■ I 1 \l )■ (71)

Г) =  K hl (у+ (f) , У.Г (t )) ,

('I 1.......... ' /  ' .  s =  1, • • • , M _ ) ; (72)

-̂ 2,p,n(s> > "̂) ^1,1 (Ур ( 0  i9n i

(p =  1 , . . . ,  M " ,  n =  1 , . . . ,  M +) . (73)

Учитывая (63) — (64), производя замену переменных в соответствии с (66) — (67), 
переходим от системы ИУ (53) — (54) к системе интегральных уравнений на стандарт­
ном интервале (—1 , 1 ):
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I  In |т -  51 V’+ (т) * "  ■ 1
7Г '-1

М +  „1

£ / -т= 1 1V I  -  г 2 7Г 

1 ^  Г1
+  - Т . ] _ ч ^ т )

Ущ { г ) dr 
у/1 — Т 2

V8 (г) dr 1

л/1 — г 2 (1 +  е)
=гд£ sin  <р-д£  (£ )

|£|<1, (v 1..........\ / - ) :  (74)

~ [  b | r - e i  
ТГ J - 1

К + (г ) dr 1 f 1 _

v r ^ v 2 + ^ §  L i  Rl 'p'1̂  r ) 7 i

v; ( r ) dr
—

i f :7Г —

Пусть:

> r ) =  JH o (fif+ ( 0  , 9ш (r))  -  8,q,m
iT) - 9 t i O ,

{q i  ' /' • m 1..........' / ' )  : (76)

T )  =  A ^ 2 f e  ’ 9 l  ( T ) )  ~  < W  ■ ~9p (t ) -  gp ( f )  ’

( p = l , . . . , M - ,  / 1........... \/ ) : (77)

/' ’ > = # 2,1 (g/ { 0 , g 8 (t ))
(q i  '/ '. - i ...........\/ ) : (78)

■̂4,p,n(s>i t~) k-2,i {(]p (<,), gn
1..........' / ' )  . (79)

Система уравнений (74), (75) с логарифмической особенностью эквивалентна систе­
ме СИУ:
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1 Г '  1 V + ( r ) d r  1 г ‘ . , V + { T ) d T

*  J - .  9„+ М  -  9+ К )  JT J _ t '  У Г Г

М 1 „1

т= 1 — ̂
2Т//* ±

1 £  £  л £ м « ’ т ) ' т Г = 1  =  “ < * '  s i n  ^^ 18=1

|£|<1 , (у =  1 —  , А/+) ; (80)

I f '  1 V - ( r ) d r  , ^  [ \ - p^ T ) V̂ T)dT
/ _ 1  f i f -  ( г )  -  д -  ( £ )  V I  -  Т 2 ТГ ^  " 'гл ’ V I  -  Г 2

+  i V  Г  R~ ( '  г ) '  “+ (т) dT -  п
гг=1 v

|£|<1 , ( р = 1 , . . . , М - )  ; (81)

с дополнительными условиями:

1 Г , + Л 7 М *  Г  п+ , r + _ ^ ( T ) d T
- Т2 7
М~ „1

М 1 „1

'* V ' ”" 1 ^  /  т)-
ш=1 — ̂ТГ J—1 ' V l ^  ' V T 3

- £  /  ^ Л ^ ) ^ ^  =  е а г " п , м ’+ (£'+ >
^ 1S= 1 ' - 1  л / 1  —

('/ 1 (82)

ra=l - / - I  V -L '
( p = l , . . . , M - )  ; (83)

где (g =  1 , . . .  , M +) и С ; (p =  1 , • • • , M _ ) являются произвольными, но фиксиро­
ванными точками интервала (—1,1). Доказательство эквивалентности решений системы 
ИУ (74), (75) с логарифмической особенностью и системы сингулярных ИУ (80), (81) с 
дополнительными условиями (82), (83) дано в приложении.

Для нахождения функций (т) (д =  1 , ,  М +) и V~ (т) (р =  1, . . .  , М~)  мож­
но использовать систему СИУ (73), (74) с дополнительными условиями другого вида.
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1
Для их получения умножим каждое из уравнений (74), (75) на множитель (1 — £2) 2 и 
проинтегрируем по переменной £ от —1 до 1 .

Учитывая, что

- [  In \ t t01 -====  =  In 2, (84)
7Г J- 1 V I -  t2

получаем

('/ 1......................... (85)

1 f 1 I f -  ( т ) ^  1 f 1 Af+ / ( r ) d r
* £  J . t u , j  + -  E X ,  Л 4 - ” ( т ) т г ^  °-

(p =  1 , . . . , M " )  , (86)

(T) =  j  : T) 0 = ^  “  ^ ' 111 2 ’

('/ 1........... ' / ' •  m = l , . . . , M + ) ;  (87)

М гТ<м (r ) =  J : T) 0 = ^  “  ^ ' 111 2 ’

('/ 1........... ' / ' •  s =  l , . . . , M - ) ;  (88)

(r) =  £  r ) - ^ =  -  7Г • In 2 ,

( p = l , . . . , M - ,  / 1........... \/ ) :  (89)

M 2,p,n ( T ) =  [  R 2,p ,n ( f , T )— j b = =  -  7Г • 111 2
'-1

<?* =  - '-1
exp (idt ■ g*  (0 )

1—  , A /+) ; (90) 

(91)
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Доказательство эквивалентности решений системы (74), (75) с логарифмической 
особенностью и системы сингулярных ИУ (80), (81) с дополнительными условиями (85), 
(86) дано в приложении.

Таким образом, построены математические модели рассматриваемой задачи теории 
дифракции на основе систем граничных сингулярных интегральных уравнений с до­
полнительными условиями. Дискретные математические модели задач и алгоритмы 
численного решения системы СИУ (80), (81) с дополнительными условиями (82), (83) 
и системы СИУ (80), (81) с дополнительными условиями (85), (86) основываются на 
методе дискретных особенностей [11 ].

Обоснование эквивалентности решений системы с логарифмической особенностью системе 
СИУ с дополнительными условиями.

Процедура сведения системы интегральных уравнений с логарифмической особен­
ностью в ядре к системе СИУ с дополнительными условиями неоднократно применя­
лась при решении различных задач дифракции [8], [11], [12]. Дадим её обоснование 
для произвольной системы интегральных уравнений первого рода с логарифмической 
особенностью в ядре

1 c i ^ ( T) dr , 1 f 1 ^  ' A ( r ) dr
7Г

i n \т -  ci ^ щ  +  -  £  /  г У ^ Щ  =  о, ю  ,
'-1  VI  - Т 2 7Г“ У-1 VI  - Т 2

[ £ [ < 1 ,  ('/ 1...................... (92)

д
где е  ([—1 ) 1] х [—1 ’ 1]) ’ ф >  0 при всех возможных значениях индек­

сов р и q. Несложно заметить, что систему интегральных уравнений (74), (75) можно 
свести к системе (92) с помощью введения новых переменных.

В процессе решения система интегральных уравнений первого рода (92) с логариф­
мической особенностью сводилась к системе СИУ

1 f 1 1 i)q {r)dT  1 Л  f 1 д  . \$Р (Т) dr д
7Г ( ? )  ’

[ £ [ < 1 ,  ('/ 1........... ' / ) .  (93)

с дополнительными условиями одного из двух видов. 
Первый тип условий имеет вид

тг J - 1
In \т -

i)q (т) dr i 1 

\J  1 — Т '

tip ( т ) dr 
л/ 1 — т 2

(£<?) 1

\Ся\ <  1, ( q = l , . . . , M ) (94)
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Данное условие получается как результат подстановки произвольных значений £q Е 
(—1,1) (q =  1 , ,  М)  в уравнение (92).

Второй тип условий имеет вид

м „1

£ - / - Л " ( т )

о ,  ( г )

л/ 1 — т 2
dr =  Fq , ( g = l , . . . , M )

где

(95)

^q,P (Г )
1 f 1 л, ^  \ dC

1 f 1 Vq(0 dT
Г  a —  —

— In 2 • &<?>/> (96)

(97)
ТГ J_x s j \ - ^ 2

Данное условие получается в результате умножения обеих частей уравнений (92) на 

выражение (^  \/1 — и интегрирования по переменной £ от —1 до 1 .
Пусть Ь-2,а гильбертово пространство функций со скалярным произведением

и нормой: || v

U Е  -/^2 — -

(и, v ) a =  j  и (г) • V (г) (1 -  г 2) "  dr , (98)

\/(и, г’)о . Рассмотрим также пространство функций: _ i =

(и ,1)_1 = 0} .
Следуя [12], будем рассматривать операторы

( Г и ) К ) =  1  / "  “ М  Лт
тг J- 1  Г -  £ Vх! -  Г2

1
С И  (£) =  - /  1п | г - е

ТГ J - 1

u (г) dr
y/l — г 2

(99)

1 0 0 )

(фд,Р«) (0  =  “  /  Ф9,р г ) 
тг 7 - 1

u (г) dr д
у/1 — г 2

г) 6 6 '"’+ ( [ - 1 , 1 ] х [ - 1 , 1]) , (/, >  0 ;

( 101 )

(З Ф „« )  К) =  ^  J  t к .  г ) ^ = .  г) е  С 0-* ( [ - 1 , 1] X [ - 1 , 1 ]) . 0  >  0;

(102)

действующие в паре пространств _ ± , L 2 i  ̂  •

Л ем м а  1. Если вектор-функция Y  =  Y( r )  =  ($i(r) ,  ^(т),  • • • , $м(т)) является 
решением системы уравнений (92), то при подстановке её в систему уравнений (93), 
уравнения этой системы обращаются в тождество.
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□  Система уравнений (92) в операторных обозначениях имеет вид

м

Li}4 +  Y  К Я'Р$Р =  ия > ( д =  !>•••> м ) • (103)
Р =1

Пусть 11,, — пространства полиномов со скалярным произведением (u,v) , а 
=  { и  Е П0 | (и, 1)0 =  0 } — пространства полиномов со скалярным произведением 

(u,v)a , ортогональных константам.

В паре пространств (П° 1 ,Пх ) имеет место соотношения [12]

D L =  - Г ,  (104)

£>Фд,р =  дФд,р, (105)

где D -  оператор дифференцирования.
Пополняя пространство полиномов П%  по метрике, порождённой скалярным про-

2
изведением (u ,v ) _ i, получим гильбертово пространство L° i, а при пополнении про-

2 2
странства полиномов П 1 по метрике, порождённой скалярным произведением (u,v)  1 , 
получим гильбертово пространство Ь2 i .

Далее расширим по непрерывности операторы Г и D L  с пары пространств ( П% , П i
V 2 2

на пару пространств ( L0 1 , L 1 ). Из того, что множества полиномов П%  и П 1 явля-
V 2’ 2 2’2/  2 2

ются всюду плотными в пространствах L° i и L i соответственно, следует справедли-
2 ’ 2  2

вость операторных равенств (104), (105) в паре пространств '̂L®_ i , L 2 i j .
Применяя оператор дифференцирования к левой и правой части равенства (ЮЗ) и 

учитывая (104), (105) имеем

м
- Г ^  +  £  dK q,pi)p =  Duq, (q =  1 , . . . ,  М ) . ■  (106)

p= i

Теорема 1. Система интегральных уравнений (92) эквивалентна системе СИУ  (93) 
с дополнительными условиями (94).

□  На основании леммы заключаем, что если функции являются решением
системы уравнений (92) то они удовлетворяют системе СИУ (93) и дополнительным 
условиям (94), которые получаются как результат подстановки произвольных значений 

G (—1,1) (q =  1 , . . .  , М ) в уравнения системы (92).
Докажем теперь обратное. Пусть функции {i)q являются решением системы

СИУ (93) с дополнительными условиями (94). Из (93) с учётом (104), (105) следует,
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тг J - 1 V I  -  Т 2 ТГ

М  „1£ /
p=i ^_1

|£|<1, ('/ 1........... ' / ) .  (107)

При подстановке значений Е (—1,1) (g =  1 , . . . ,  М )  в уравнения системы (107) на 
основании условия (94) получаем, что Cq =  0 (q =  1 , . . . ,  М).  Таким образом показано, 
что если функции {i)q (т) } ^ =1 являются решением системы СИУ (93) с дополнительны­
ми условиями (94), то они являются решением системы уравнений (92). I

Т еор ем а  2. Система интегральных уравнений (92) эквивалентна системе СИУ  (93) 
с дополнительными условиями (95).

□  Как уже было показано ранее, из леммы следует, что если функции { <̂? ('г) } ^ 1 

являются решением системы уравнений (92), то они удовлетворяют системе СИУ (93).

Умножим обе части уравнений (92) на выражение ^7Г\/1 — и проинтегрируем
по переменной £ от —1 до 1 .

С учётом соотношения

1

7Г L , У 1 3 ?
- I n  2 :ю 8)

имеем

1

7Г

pi -I nl М
-  In 2

t)q (г) f 1 "д ( 0  dT

л/ l  — т 7Г - i V ^ ’
('/ 1........... ' / ) .  (109)

Таким образом, доказано, что если функции {^д}^ = 1 являются решением системы 
уравнений (92) то они удовлетворяют системе СИУ (93) с дополнительными условиями
(95). м

Докажем теперь обратное. Пусть функции {t)q ( j ) } q=l удовлетворяют системе СИУ
(93) с дополнительными условиями (95).

Как было показано выше, решения системы СИУ (93) удовлетворяют соотношениям
(107).

В результате умножения обеих частей уравнения (107) на выражение ^7Г\/1 — 
и интегрирования по переменной £ от —1 до 1 получаем:

1

7Г

p i  -I /»1 м
>ч -  h i 2

л/1  — 7Г - i  v7! 3 ?
( 9 = 1 , . . . ,  Л / ) .  (110)
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Учитывая систему дополнительных условий (94) получаем, что Cq =  0, (q =  1, . . .  , М).
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M A T H E M A TIC A L M ODELS BASED ON SIE 2D D IFF R A C T IO N  PROBLEM S 
ON PE R IO D IC  M U LTILAYER RE FLECTIVE STRU CTU RES.

Part II. H -Polarization case
Yu.V . Gandel, V .D . Dushkin
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Abstract. 2D problems of electromagnetic waves diffraction on multilayer reflecting structures 
lead to boundary-value problems for Helmholtz’s equations. In the case of H-polarizat.ion these 
problems are reduced to systems of boundary singular integral equations of first, kind with logarithmic 
additional conditions and to systems of singular integral equations of first kind with integral 
additional conditions. Numerical solution of these equations is based on the efficient and strictly 
proved method of discrete singularities.

K ey words: diffraction problems, multilayer reflecting structures, boundary-value problems, 
singular integral equations.
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