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ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДМОДЕЛИ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ  
ДИНАМИКИ ГАЗОВЗВЕСИ В С Л У Ч А Е  ТРЕХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ

Аннотация. Методами rpynnoBoi'o анализа исследована система уравнений в частных про­
изводных, описывающая динамику смеси газа и мелких частиц, в случае трех пространствен­
ных переменных. Найдено ядро основных алх'ебр Ли системы, выписана оптимальная система 
одномерных пода.л1'ебр, для них выписаны инвариантные подмодели, найдены некоторые точ­
ные решения системы уравнений.

Клю чевые слова: газовзвесь, алх'ебра Ли симметрий, оптимальная система подалх'ебр, 
допускаемая группа, инвариантное решение, подмодель.

1. Введение. В работе исследуются симметрийпые свойства |1| системы уравне­
ний в частных производных, описывающей динамику смеси газа и мелких частиц. Ис­
следуемая модель описывает подавление неконтролируемой детонации горючего газа 
инертными частицами (метод гашения) |2|,

Подавление дискретными частицами волны детонации может протекать по-разному, 
в зависимости от плотности, концентрации и размеров частиц, а такж е других пара­
метров системы. Данный процесс описывается системой уравнений механики гетероген­
ных сред взаимопроникающих континуумов в двухскоростпом приближении. Первым 
континуумом выступает смесь реагирующих газов и продуктов их воспламенения и го­
рения, вторым континуумом — мелкие частицы инертного вещества. Функциональным 
параметром системы является давление смеси, зависящее от плотностей фаз.

Главная гипотеза, используемая при теоретическом описании течений газовзвесей, 
состоит в предположении о том, что среда в целом и её компоненты являю тся сплош­
ными. Также, предполагается, что:

- размеры включений дисперсной фазы значительно превосходят молекулярно­
кинетические размеры в несущей фазе и в то же время значительно меньше харак­
терных макромасштабов среды;

-  газовая взвесь является достаточно разреженной, чтобы не учитывать взаимодей­
ствие частиц между собой;

-  эффекты вязкости проявляются только во взаимодействии между газом и части­
цами;

-  температура частиц но всему ее объему постоянна вследствие высокой теплопро­
водности материала частиц;

- энергией и эффектами, связанными с хаотическим движением частиц, можно 
пренебречь;
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— течение является нестационарным;
— тепловыми эффектами пренебрегаем;
-  процессы дробления, слипания и образования новых дисперсных частиц отсут­

ствуют; частицы состоят из несжимаемого материала;
-  в качестве несущей газовой среды выступает горючий газ, который воспламеня­

ется но достижении некоторой критической температуры;
— состав газа предполагается однокомнопентпым.
Теоретические исследования данной системы были проведены, главным образом, в 

одномерном и двумерном случаях (см. |2| и ссылки там ж е). Симметрийные свойства 
системы в данных работах не изучались,

В работах |3, 4| система исследовалась в случае пространства независимых пере­
менных Mj?t ху. было найдено ядро основных алгебр Ли, доказано, что система не имеет 
дополнительных симметрий при любой функции давления, найдена оптимальная систе­
ма подалгебр ядра основных алгебр Ли, осуществлен поиск инвариантных и частично 
инвариантных решений системы. В настоящей работе найдено ядро основных алгебр 
Ли данной системы в случае пространства независимых переменных т у выписа­
ны инвариантные подмодели ранга 3 и найдены некоторые точные решения системы.

2. Я д р о  осн овн ы х ал геб р  Л и . Рассматривается система уравнений:

^  + pidiv ui = 0 , (1)
dt i

^  + p2div и -2 = 0 , (2)
(М2

Р1Т Г  + = -  — (i(i -  и2) , (3)a t i  т

Р‘2~~тг~ + m 2V P ( p i , p 2) = — (tli -  u2) , (4)d t 2 т
описывающая динамику смеси газа и мелких частиц в пространстве. Здесь
Mi = (u i, Vi, w i )  — вектор скорости газа, и 2 = ( и2, v 2, w 2) — вектор скорости частиц, pi  -
плотность газа. р2 -  плотность частиц. Р  -  давление смеси. т 2 = ^  -  объемная коцеп-

Ь
трация частиц, b — абсолютная плотность частиц, чщ = 1 — т ,2 — объемная коцентрация 
газа,
d d

1 Г Г т + щ ' ^ -  d f 2 =  m  +  U 2 ' v ■

О п ределен и е 1. Я д р о м  о с н о в н ы х  а л г е б р  Ли системы у р а в н е н и й  на зыва ет с я  а л г е б ­
р а  Ли п р е о б р а з о в а н и й  з а в и с имых  и н е з а в и с и м ых  п е р е м е нн ы х , д о п у с к а е м ы х  п р и  л ю б о м  
з н а ч е н и и  параметра системы |1|,

Оператор группы допускаемых преобразований ищется в виде
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Все коэффициенты оператора зависят от переменных (t, х , у, л, щ ,  Щ , v 2 , w 2, P i ,  р 2)-
Продолжая данный оператор па пространство 1-струй, действуя продолженным опера­
тором па систему и суж ая полученные уравнения па многообразие, задаваемое системой 
в расширенном пространстве, получим систему определяющих уравнений па коэффици­
енты оператора. Из определяющих уравнений и произвольности параметра Р  следует, 
что i? i = 0, R 2 = 0, e  = 9(t) ,  £ = £( t ,x , y , z ) , i ]  = r i ( t , x , y , z ) ,  (  = ( ( t ,  x, y ,  z),

Ui = Ui(t,  x, y ,  z, u i, v i ,  w i ) , Vi = V i(t, x, y ,  z , u i , v i , w i ) , Wi = Wi( t ,  x, y ,  z , u i , v i ,w i )  ,

U2 = U2( t , x , y , z , u 2,v2,w2) ,  V2 = V2( t , x , y , z , u 2,v2,w2) , W2 = W2{t, x, y , z ,  u 2, v2, w 2) .

Кроме того, имеются следующие две идентичные друг другу группы уравнений (5)-(16) 
и (17)-(28) для наборов функций и {U2,V2,W 2}, соответственно:

Ului +  9t — — 0, V\Vl +  6t — цу — 0, W\Wl + 0t — ( z — 0 (5)

U\ — u i@t + ui ix  + v i i y  + w i i z,

Vi =  i]t -  V\0t +  Uii]x +  viV y +  W ii]z ,

W i  =  ( t ~  W \0t +  M i ( . t  +  V i ( y +  W i ( z ,

Uix +  Viy +  W lz =  0,

Uivi I //./■ 0, U\uii I C/' o,

Vim +  iy  =  0, V\W1 +  Сг/ =  0 ,

w lui +  iz  =  0, W\Vl +  qz =  0,

Qt -  ix  -  UiUl =  0, Qt ~  Цу -  Vii4 =  0, 9t -  ( z -  W iwi =  0,
P9
—  (U \ — U2) +  Pi  {u \U \x +  v \U \y +  W \U \Z +  U it) +  
т

+ —  (9t -  Ului ) (м-i -  m2) -  — U iv i{vi -  v 2) -  — Uiun{w i -  w 2) =  0,

(6)

(7)

(8) 

(9)

( 10)

( И )

( 12)

(1 3)

(14)
т  T T

P9 (Vi — V2 ) +  p i {u\V\x + v\V\y + wiViz + V\t) +
т

+ — {0t -  VI n ) (( ’1 -  t ’2) -  —Vlu i (ui  -  u 2) -  — VI,,.,(ttii -  w 2) = 0, (15)
T T T

—  {W\ — W 2) +  p i {u\W ix +  v\W iy +  w\W\z +  W\t) +  
т

+ — {Qt ~ w lwi ) (w i  -  w 2) -  —WiUl{iLi -  u 2) -  —Wlv i (v  1 -  v 2) = 0,
г  T T

U2U2 + 6t — ix = 0, V2v2 + 6t — Цу = 0, W2u,2 + 6t — ( z = 0,

u 2 = i t  — U20t +

(16)

(17)

(18)



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Ш Ш  Серия: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35 191

V2 = i]t ~ v 20t + и 2цх + v 2Цу + w 2i]z, (19)

W2 = Сt — w 20t + u 2(x + v 2( у + w 2( z, (20)

U2x + V2y + W2z = 0, (21)

U2v2 + Цх = 0, U2w2 + ( x = 0, (22)

V'iun + i y  = 0, V2u,2 + ( y = 0, (23)

W2u2 + £z = 0, W2v2 + i]z = 0, (24)

Qt — £x — U2u2 = 0, 9t — цу — V2t,2 = 0, 6t — ( z — W2w2 = 0, (25)
P9

{Ul — U2) +  Pi (U2U2X +  ^2^32y +  W2U2Z +  U2t) +
T

+ — (0t -  U2u2) (u i -  u 2) -  — U2v2(v 1 -  t’2) -  — U2u,2{wi -  w 2) = 0, (26)
r  T  T

Oo
(Vi — V2) + Pl (U2V2X + V2V2y + ^2^2z + V^) +

T

+ — (0* -  V ^ )  (t’l -  i>2) -  —V2u2{ui -  u2) -  —V2u,2{wi -  w 2) = 0, (27)
r  T  T

Oo
(H^i — W 2) +  Pl {Ц2 ^ 2x +  + W2W 2Z W 21) +

T

+ — (0* -  W2w,) (w i  -  w 2) -  —W2u„(ili -  u 2) -  —W2v„(v  1 -  v 2) = 0, (28)
г  T T

Достаточно решить одну из этих систем уравнений. Решим, ианример, систему (5)- 
(16).

С кладывая первые уравнения в (5) и (13), получим Qt = £.т- Так же из вторых 
уравнений в (5) и (13) получим 9t = %,  из третьих — 9t = ( z. Подставляя (6) и (18) в 
(14) и приводя подобные при p 2, Vi, Wi, получим, что Сх = 0, £tt = 0, Суу = 0, £zz = 0, 
Cty = 0, Î tz = 0, Î yz = 0. Таким образом, функция £ есть многочлен первой степени 
от переменных t , y , z .  Функция в есть константа. Далее, подставив (7) и (19) в (15), 
учитывая равенства Qt = Цу = 0 и приводя подобные при u, i ,wi ,  получим щ  = 0, 
Цгг = 0, цхх = 0, qtz = 0, i]tx = 0, цхх = 0. Таким образом, функция ц есть многочлен 
первой степени от переменных t , x , z .  Так же, подставив (8) и (20) в (16), найдем, что (  
есть многочлен первой степени от переменных t , x , y .  Итак, получены выражения в  = с, 
£ = a\t + а з у  + a4z + С15, ц = b\t + Ъ2х + b±z + 65, (  = c.\t + с 2х + с з у  + с.5 . Учитывая 
выражения дня [Д, V\, W\ из (6)-(8), находим

U\ =  Cl\ CI3 V1 “Ь 0 4 ^ 1 ,

Vi = Ь\ + Ь2щ  + Ь4«>1,

Wi = c i  + с 2щ  + c 3vi .

Остались уравнения (9), (10), (11), (12). Уравнение (9) следует из других уравнений. 
Из уравнений (10), (11), (12) получим

Цх +  Су — 0, (х  +  О  — 0, Су +  — 0.



После подстановки в эти уравнения выражений для £, ?/, (  получим равенства Ь-2 = —а 3, 
а4 = — с-2, Сз = —64. Подставив в формулы (18), (19), (20) выражения дня O v X -  найдем 
U21 У2, W2. Итак, после переобозначений Ь2 = с1,а± = е,Сз = /, решение определяющей 
системы уравнений можно записать в виде

9 = с, £ = a\t — d y  + ez  + а 5, i] = b\t + dx — f z  + b5, (  = c.\t — ex  + f y  + c5,

[/1 =  a i  — d i ’i +  e w i ,  Vi  =  61 +  du>i — f w  1 , =  Ci — e u i  +  f v i ,

U2 = c i i -  d v 2 + e w 2, V2 = bi + d u 2 -  f w 2, W2 = c 1 -  e u 2 + f v 2,

i? i = 0 , r 2 = 0 .

Полученные формулы приводят к следующему утверждению.
Т ео р ем а 1. Б а з и с  я д р а  о с н о в н ы х  а л г е б р  Ли Lw  системы у р а в н е н и й  (1)-(4) состоит 

и з  оп е раторо в
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X 9  X 9  X 9A l -  V   ̂ "о ’ Аз — Т"ОХ оу OZ
:

d  д  д  д  д  д  д  д  д
А 4 = t — b —------h —— , А 5 = t  —-h   h —— , A 6 = 1

dx di i i  d u 2 ’ d y  d v i  d v 2 ’ dz  d w  1 d w 2

v  d  d  d  d  d  d
A 7 = у  T -  -  Z—  + V\ —-------- W1- -----h V2 Tj « ’2 7 ^  ,

UZ O y  UW\ OV1 CW 2 £/^2

d  d  d  d  d  d
A g = с— x - — h W\~-------- Mi—-----h W2~------ ll2~

dx dz diii dw 1 8112 dw2

d d d d d d
Xq =  X — у  — h M i— V\ —--------h M-27 ;-------- V2

dy dx dvi diii dv2 du2 ’

Y _  s
Лю “  dt. ■

□ Задавая в последних формулах дня коэффициентов допускаемого векторного но­
ля произвольные константы равными пуню, кроме одной, равной единице, получим 
требуемые векторные поля, ■

3. П одм одели . В работе Л,В, Овсянникова |5| была нредложеппа программа «Под­
модели», направленная на максимальное использование свойств симметрий систем урав­
нений, с цепью их решения и качественного исследования: постановки краевых задач, 
исследование траекторий, характеристик и т, д. Дня нахождения всех существенно раз­
личных подмоделей необходима классификация всех подалгебр основной алгебры Ли с 
точностью до преобразований внутренних автоморфизмов, так как решения одной под­
модели переводятся в решения другой, если подалгебры, соответствующие этим подмо­
делям, переводятся друг в друга внутренним автоморфизмом. Такие подалгебры будем 
называть подобными.

О пределение 2. Сов ок у пн о сть  пр е д ставителей  к л а с с о в  п о д о б н ы х  п о д а л г е б р  р а з ­
мерно сти s ( н о  о д н о м у  от к а ж д о г о  к ла с с а )  на зыва ет с я  оптимальной  си стемой п о д а л г е б р  
ра зм е рн о сти  s  |1|,
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Алгебра Ли Lю является алгеброй Ли группы Галилея. Оптимальная система подал­
гебр всех размерностей данной алгебры была найдена Л.В. Овсянниковым в работе |6|, 
В таблице 1 приведена система всех одномерных неподобных подалгебр из работы |6| 
вместе с их инвариантами. При этом I) означает декартову систему координат, а С  -  
цилиндрическую.

Таблица 1

Л* Система
коорди­
нат

Оператор Инвариантные
независимые
неременные

Инвариантные компоненты
Ui,U2

1 D * 1 t, У, z U\ = Ui, U2 = и 2
2 D * 4 t, У, z Ul = щ  -  f , U2 = Щ -  f
3 D РХ3 + Х4, Р Ф 0 t, у ,  р х  — zt Ui = Щ ~ f , U 2 = u 2 -  §
4 С (LYi + Х 7, 6 G R t, х — 59, г Ul = Ulc, [/2 = U,2c
5 С р Х 4 + Х7, р ф О t, х — pt.9, г Ul = U l c - [39, u 2 = u-2c (39
6 D Хю х, у ,  Z U1 = Ul, U2 = U>2

7 D р Х 4 + Х 10, Р ф  0 X -  /5у, у ,  z Ul = Ul — pt ,  U2 = U'2 — /3t.
8 С рХ  4 -|- О! А 7 -\- 

Хю, а  ф  0, /3 Е К
a t —9, х —р ^ ,  г U l = Ulc -  p t ,  U2 = U'2c -  p t

Компоненты вектора скорости v i ,  w i ,  v 2, w 2 являю тся инвариантами во всех подалгеб­
рах. Подмодели дня подалгебр с номерами 4, 5, 8 удобней записывать в цилиндрических 
координатах. Дня этого вводятся новые независимые переменные t , x , r , 9 ,  где

у  = г  cos в, z = г  sin 9, г  = л/у2 + z2, 9 = arctg - .  
У

Компоненты векторов скорости фаз в цилиндрических координатах й\с = (u ic, v i c , w\c ), 
U2c = (u2c,V2c ,W2c) вводятся заменами

u i c  = Mi, Vic = Vi cos 9 + w i  sin 9, w i c = —Vi sin 9 + w\ cos в,

U‘2c =  Щ , V2c =  V2 COS 9  +  U>2 s i l l  9 , W-2c =  ~  Щ s i l l  9  +  U>2 c o s  9.

Обратная замена

Щ = Uic , Vi = Vic COS 9 — Wic sin 9, W\ = V\c sin 9 + W\c cos 9,

u,2 = u>2c, V2 = v2c cos 9 — w 2c sin 9, u >2 = v 2c sin 9 + W2c COS 9.

Здесь ViC ~  радиальная в плоскости (у, л), а ицс — окруж ная компоненты векторов скоро­
стей фаз. Обозначения дня плотностей и давления не изменяются. Вектора X i ,X 4,X io 
не изменятся в цилиндрических координатах, вектор Х 7 примет вид Х 7 = <%,

Выпишем инвариантные дня подалгебр из оптимальной системы подмодели системы 
(1)-(4), При этом номер подмодели будет соответствовать номеру подалгебры в таблице.



194 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Р.: .Я  Сопи я: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35

3.1. Двумерные движения. Рассмотрим представление решения {щ, й 2, p i, р 2) 
(Ui ,U2, P i , P 2) ( t , y , z ) .  Факторсистема уравнений подмодели:

( д У г <91ГЛ ^  ( d V 2 d W 2\
Dlpl + f t ( s j 7  + ^ r )  “ ° ' ° 2р2 + Р2 [ J b i  + l h )  “ °'

DiUi  + —  grad, z)P  = -  — —— — ,
Pl v Pl T

D2U2 + — grad {y<2)P  ^

где
p2 т

d  d  d  d  d  d
D i = -  + vl— + w1T~, d 2 = -  + v 2—  + w 2— ,

a t  a y  dz  a t  a y  dz

Ui = ( U u V u W j ,  U2 = (U2,V2, W 2), grad (̂ } = ( 0 , d y , d z).

3.2. Галилеево-инвариантные движения. Решения имеют вид

«1 = I  + Ui(t, у ,  z), u 2 = у  + U2(t, y ,  z),

( v i , w i , v 2, w 2, p i , p 2) = (Vi, Wi,  V2, W2, p u p 2) ( t , y ,  z), 

а соответствующая факторсистема уравнений подмодели -

( 1  дУг <91ГЛ Л ( 1  dV2 d W 2
D i p i  +  Pi ( 7  +  т ; 1 й—  ) — 0 > D2P2 +  P2 ( т  +

где

t  d y  dz  )  ’ \ t  d y  dz

DIU 1 + - U l = - p 2 U ' - U2

D 1F1 + 

D XW1 +

t  P i t
m.\ d P ( p i , p 2) _  p 2 Vi -  V2

P i d y  p i  r

7Щ d P ( p u p 2) _  p 2 Wx -  W2
Pi d z  p i  т

D2U2 + - u 2 Ul u'2

D 2V2 + 

D2W2 +

t  т
■m-2 d P ( p i , p 2) _  Vi -  V2 
P2 д у  т

m 2 d P ( p i , p 2) _  Wi -  W2 

p 2 dz  т

d  d  d  d  d  d
Di  = -  + Vi—  + W i —  , D 2 = -  + V2—  + W2—  . 

d t  d y  dz  d t  d y  dz
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Z Z
3.3. Сдвиговые движения. Решения вида щ  = — + £7i(i,£ ,y), Щ = ~s + U2{t.,^,y),

j j fJ
tz

( v i , w i , v 2, w 2, Pi, p 2) = V2, W2, p 1, p 2) ( t ,  £, у ) ,  £ = x — w соответствуют факторен-
стеме:

( d U x дУг t d W A  ^  ( dU2 0V2 t  d W 2\
Dl P' + 1,1 Ы  + - - 3 - i f ) - 0 ' D2P'1 +  P2\ - W  +  ^ ~ T 3 1 k ) - 0

n TT , , r n 1 d P ( p u p 2) _  p 2 U1 - U 2
J J l U i  +  -jVVi H — ----  —-------------------- ,

P Pl Pl T
n  Tj. 1Пi & P (p i ,p 2) P2 Vi -  V2
и iVi н-----------    — --------------------,

Pl a y  Pl r

n  ttт m l * <9P(pi,p2) _  P2 W1 -  W2
J J  i V V i -----------— --------— -------  — ---------------------------- ,

Pi p  o£ Pi т

D A  + > ' 2 + = 4 i z l k ,
[3 p 2 т

Tj- , m 2 d P ( p i , p 2) _  V -  V2
U 2 V2 4-------------?;-------  —   ,P2 a y  т

n  w, -  m"2 1 dP(P^P2) = Wl  ~  W2
2 2 P2l3 d i  T ’

где

-Di

3.4. Винтовые движения. Решения, имеющие вид

(uic, Die, Wic, u 2ci V2c, W 2c, Pi, P2) = (^ i, Vi,Wi ,U2,V2, W2, P i, p2)(i, f , r ) , £ = x -  89,

соответствуют факторсистеме уравнений подмодели

„  , / W i , д Ъ  , Vi 5 n
^ lp l + pl ( ^ Г  + 5 7  + 7 “ r ^ J  “ 0)

n  , f d U 2 , <9V2 V2 n
-D2P 2 +  P 2 I ~7^T +  ----- 1 7ПГ- — 0 ,\ at; a r  Г Г at; j

D l u l + ' ^ p ( = - K u ' - u * ,
Pl Pi T

W ? , m i „  P 2 ^ 1 - F 2
- L 'l l 'T ------------ 1 Г г — ---------------------- ,

Г P l P l T

n  w  , WiVi 5 m i „  _  p 2 W i - W 2
J J i v v i  H---------------- — ------------------------------ ,

r  r  p i p i r



а д  + 1Ш р е = ,
Р‘2 Т

в д _ М  + ^ „  = ^ ,
Г р 2 Т

n  w  , W2V2 6 m 2 v  W , -  W2
D 2 vV2 H-----------------------------r t  — -----------------  ,

r  r  p 2 T

d  8 д  д  d  5 д  d
D l = ^ -  + (Ul -  - W , ) —  + Vi —  , D 2 = -  + (U2 -  - W 2) —  + V2— .

o t  г  о £  o r  o t  г  о £  o r
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где

3.5. Обобщенные вращательно-симметричные движения. Представление ре­
шения и,1с = р в  + Ui(t,  f , г), и 2с = р б  + U2(t,£, г ) ,  £ = х -  ptB,  (г;ic, w i c , v 2c, w 2c, рь  р 2) = 
(Vi ,Wi,V2,W2, p i , p 2) ( t , , i , r ) .

Факторсистема имеет вид

n  , ( dUi  , dVi , Vi J d W 1\ _ n
D \Pl +  P l I ~7^T +  ----- 1 P  7^~ — 0 ,\ OT; o r  r  r  o^ J

f d U 2 dV2 V2 t d W 2
I V 2 + f t  + -  -  0 - - Щ -

r  P l  P l  r

^ i 2 , m i n p2 V i - V 2
J J l V i ---------- 1------ r r — ------------------- ,

r  P l  P l  T

D M  +
r Pl r  s Pl r

а д  + f / l_ f / 2r  p2 r

P 2V2 -  ^  + —  P
W | m 2 V i -  V2

где

r p2 r

r p2 r s r

d »  = 4  + <f/> - + V ,| - , o ,  = 4  + № - / 3 -и -у | : + V i| - .от r  o r  от r  o r

3.6. Стационарные течения. Решения вида

(tli, Щ, P i, Р2) = (Ui, U2, pi ,  p 2)(x, y ,  z)



соответствуют фактореиетеме

D\pi  + p i d i vUi  = 0 , D 2p 2 + p 2di vU2 = 0 ,

DiUi  + — gradP  = t
Pi Pi r

n  T-T I m 2 ! „  U 1 - U 2D 2U2 H gradP  = -----------  ,
P2 Г

d  d  d  d  d  d
£>1 = U l—  + Vi—  + W i —  , = u2—  + v2—  + w 2—  .

dx a y  az  o x  a y  az

3.7. Стационарные течения в однородном поле сил, направленных 
параллельно оси х. Представление решения щ  = [3t. + £/i(£, у, л), u2 = [3t. + [/2(£, У,
(i'i, «>1, v 2, w 2, p i , p 2) = (Vi ,Wi,  V2, W2, p 1, p 2) ( 0  y , z ), £ = x -  [3у .  Факторсистема уравне­
ний подмодели:

'dUx OVi dWi
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n , /af/2 , s v i  , аи -'Л  „
В 2 Р 2  +  ' , 2 ( ж  - ° ’

П rr 1 ,Q 1 m i d P ( p i ,  P2) _  P2 U\ U2JJ iUi  + p  н-------------——  —-----------------
Pi Pi r

m i  d P ( p i , p 2) _  p 2 Vi -  V2
Pi d y  p i  т

m i  d P ( p i , p 2) _  p 2 Wi -  W2
pi  dz  p i  т

m 2 d P ( p i , p 2) U i - U 2

D 1V1 + 

D 1W1 +

D2U2 + /3 + 

D 2V2 + 

D 2W2 +

где

P2 d£ т

m 2 d P ( p i , p 2) _  Vi -  V2 

P2 d y  т

m 2 d P ( p i , p 2) _  Wi -  W2 

p 2 dz  т

d  d  d  d  d  d
Di  = Ui—  + Vi—  + Ж ,—  , D 2 = U2—  + V2—  + W2—  .

d£ d y  dz  d£ d y  dz

3.8. Обобщенные вращательные движения в однородном поле сил, 
направленных параллельно оси х.  Решения вида щ с = f3t + Ui(r ,  £, г) ,
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и-2с = f i t  +J72(r ,£ ,r ) , (Vlc,Wl c ,V2c ,W2c , P l , P 2) = (Vi, W i , V2, W2, P l , p 2) (r, £, r ), s = a t  -  0, 
£ = x — /5у ,  соответствуют факторсистеме уравнений подмодели

n  , f d U i  , , 14 15Ж Л  _ п
К .Л  + Р. + _  + _ 0 ,

n  f d u 2 ] d v , v 2 1 а и - ' Л _  

а д  + ,й + !!11р£ л г л - г л
Pl

тл „  ^  т 1 г,
i -̂ 1 ^ 1 -------   -|------- г т =

Г pi

Г P l  г

D2U2 + 13 + — =
Р2

а д  -  Мг р2 
W 2 V 2  m 2  1  г

£>2W2

P l  r
)

P2 Vi —v 2

Pi r )

p 2 Wi - w 2

Pi T

U1 - U 2
T

•

V i - V 2

T
J

, W i - w 2

г р2 г
где

/ Ж Л д  ТТ д  „  д  ^  (  W2\ д  тт д  Я
D i  — ( а --------- ) — \- Ui—  + Vi— , D 2 — ( а  ) — Ь £/2т г̂ + V2 — .

\ г  )  o s  о £ o r  \ г  )  o s  о £ o r

4 . Некоторые решения системы уравнений динамики газовзвеси. Прямой 
проверкой можно убедиться, что функции 

с 1 с2
р ' ~  7 '  р ! ~  Т

X  1 (  С-2 , , f / Ci +  С2 ̂  t
и 1

U>2

<Р(У, ~) ехр { -  “ } + V’(y, ,

4>{у, ~) e x p  j -  ^ }  +  ф(у ,  c ) ^

t. t. \ Cl +  C2

X i f  Ci . . f / Ci +  C-2 \ t
t  t  \ Ci + C2

I ’l  =  Wi =  0 ,  1’2 =  U>2 =  0

задают решение системы (l)-(4 ) , инвариантное относительно галилеевских преобразо­
ваний. Также найдены следующие решения системы.
I.

112 = и и  91 = (t + c^)(t  + c5)(t + с7) 1 92 = С2рь

X С-4 у  <\: Z <\
Ul =  ------------------ b    , Vi =  ------------------ h    , Wit  +  Сз t  +  Сз t  + C5 t  + C5 t  + C7 t  + C7
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II.

P l  =  Р‘2 =

С1
( t  +  С3 ) (t- +  Сб) ( t  +  Cg)

Ж С4 Сб Г 2 'I X С-4 Сб Г 2
Ui = ------- b ---------------- ехр < ------ t>, и -2 = ---------Ь ------------ Ь  ехр < ------ 1

t- + С3 t. +  Сз t  + Сз  ̂ Т ' t. + С-з t + Сз t. + С-з I т

У , 0 7  С8 f  2  'l у  С-7 C-s f  2
Ul =   h  ------------   exp  1 >, v 2 = ----------h ----------b ------- exp ------ 1

t  +  C-Q t. +  C-Q t. +  C-Q I T J t. +  C-Q t. +  C-Q t. +  C-Q I T

~ , Сю Си г  2 Д  -  Сю , Си г 2Wi = ------- Ь ---------------- exp < ------ 1 >, w 2 = ---------b ------------ b  exp < ------ 1.
t. +  C-g t. +  C-g t. +  C-g I T J t  +  Cg t  +  Cg t  +  Cg I T

5. З акл ю ч ен и е . Полученные подмодели будут использоваться при поиске инвари­
антных решений системы, дня качественного исследования конкретных движений га­
зовой взвеси: поиск характеристик, областей гиперболичности, траекторий движения. 
Найденные решения могут быть использованы как дня апробации численных методов, 
так и дня постановки задачи Коши.

Л итература

1. Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений / М.: Наука, 1978. 
400 с.

2. Федоров А.В, Фомин П.А., Фомин В.М., Тропик Д.А., Чен Дж.-Р. Физико - математи­
ческое моделирование подавления детонации облаками мелких частиц / Новосибирск: 
НГАСУ (Сибстрин), 2011. 156 с.

3. Панов А.В. Групповая классификация системы уравнений механики двухфазной сре­
ды /7 Вестник Челяб. гос. ун-та. Математика. Механика. Информатика. 2011. Выи.13. 
С.38-48.

4. Федоров В.Е., Панов А.В. Инвариантные и частично инвариантные решения системы 
уравнений механики двухфазной среды /7 Вестник Челяб. гос. университета. Физика. 
2011. Вып. 11. С.65-69.

5. Овсянников Л.В. Прохрамма ПОДМОДЕЛИ. Газовая динамика /7 Прикладная матема­
тика и механика. 1994. 58,Выи.4. С.29-55.

6. Ovsyannikov L.V. On the optimal system of subalgebras // Lie Groups and Their Appl. 
1994. 1,№.2. P.18-26.
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IN THE CASE OF THREE SPATIAL VARIABLES
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Abstract. The equations system of mixture dynamics of gas and small particles is investigated 
by means of group analisvs methods in the case of three spatial variables. The kernel of principal 
Lie algebras is found. Optimal system of one-dimensional subalgebras is written and their invariant 
submodels are extracted. Some exact solutions of the system are calculated.
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