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Аннотация. Рассматриваются операторы Шредиш'ера на разветвленных мши'ообразнях 
переменной размерности. Получено описание множества самосопряженных расширений енм- 
метрическох'о оператора Шредиш'ера, изначально заданнох'о на гладких финитных функциях, 
носитель которых не содержит точек ветвления мшнхюбразня.
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1. В веден и е. Дифференциальные операторы на разветвленных многообразиях име­
ют применения к описанию ряда процессов в квантовой механике, физике полупровод­
ников и биологии. Основы теории дифференциальных уравнений па графах изложены 
в монографии |3|, в которой приведен ряд примеров физических задач, приводящих 
к исследованию дифференциальных операторов па графах. В работах 110, 4, 9| изу­
чены спектральные свойства таких операторов и исследованы динамические свойства 
эволюции, определяемых уравнением Ш редингера на графе. В работах |1, 6 , 8 , 111 ис­
следуется множество самосопряженных расширений оператора Ш редингера, заданного 
изначально па пространстве финитных гладких функций, не содержащих точек ветвле­
ния графа (|6 , 8, 111) или точек смены типа оператора (см. |1|). В статье |8 | найдены ап­
проксимации формулами Фейнмана унитарных полугрупп, задаваемых некоторыми из 
самосопряженных расширений. В настоящей статье рассматриваются операторы Ш ре­
дингера на разветвленных многообразиях, гладкие компоненты которых могут иметь 
различные размерности. Работа является продолжением исследований |8 |, в которых 
изучался граф с конечным множеством рёбер, и работы |13|, в которой изучались опе­
раторы Ш редингера на одномерных разветвленных многообразиях.

Актуальность рассматриваемой задачи состоит в том, что в последнее время значи­
тельно усилился интерес к описанию динамики частиц на графах, дендритах и иных 
разветвленных многообразиях со стороны математической физики и квантовой меха­
ники. С математической точки зрения операция дифференцирования функции, одно­
значно определенная для функций, заданных на области или на гладком многообра­
зии, нуждается в доопределении для функций, заданных на многообразиях, содержа­
щих точки ветвления. Цепь настоящего исследования -  определить действие оператора 
Ш редингера на функциях, заданных на разветвленном многобразии, множество точек 
ветвления которого, называемое в дальнейшем многообразием ветвления, представляет 
собой объединение конечного множества гладких поверхностей различной размерности. 
Дня этой цени мы зададим оператор Ш редингера L0 на пространстве С£°0 финитных
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и бесконечно дифференцируемых функций, носители которых не содержат точек ветв­
ления и граничных точек многообразия. Оператором Ш редингера L на разветвленном 
многообразии будем называть самосопряженное расширение оператора L0, В настоя­
щей работе дано описание множества всех операторов Ш редингера на разветвленном 
многообразии в терминах условий на множество предельных значений на многообразии 
ветвления функций из области определения оператора L.

2. О ператоры  Ш р ёди н гер а на разветвленном  м ногообразии. ОпределимП
разветвленное многообразие Г как объединение Г =  (J Г0 , где Г0 при каждом a  G

а= 1
{1 ,2 ,...,/? ,}  представляет собой (/(„-мерную ограниченную область в пространстве Rda 
с (cla — 1) мерной гладкой границей i]a =  <9Г0, Граница ?/ =  <9Г многообразия Г пред­
ставляет собой объединение границ областей ?/ =  IJ«=i Va-

Точка Q называется точкой ветвления многообразия Г, если она является граничной 
точкой дня не менее чем двух различных областей Г0, при а  ф /3.

На Г задается борелевская мера, определяемая требованием, чтобы её сужение на 
каждую из областей Г0 совпадало со стандартной мерой Лебега пространства Rda. То­
гда допустимо рассмотрение пространства квадратично интегрируемых комилексно- 
зиачных функций иа Г, определяемых посредством равенства Ьг(Г) =  ф Ь 2(Г0),

Пусть С^°(Г) — векторное пространство бесконечно дифференцируемых комилекс- 
нозначных функций на Г с компактными носителями, не содержащими точек ветв­
ления разветвленного многообразия Г. Обозначим посредством Lo =  ф  Lq -  линей­
ный оператор, определяемый на линейном пространстве D (L q) =  С ^ Г )  с равенством 
L0t/. =  {®Lq w<*},

Lо Wa =  —  A aua +  г(в ! (x ) , V u a) +  i div(B^(*) ua) +  Ca(x)ua . (2.1)
m a

Здесь {//„, a- =  1,..., /?.} — сужения функции и па области Г„, и G С^°(Г) и т а > т® > 0 
Vq- =  1,..., п.

Мы будем предполагать, дополнительно, что имеет место:

н .  t a(x) е С'1(гспд ^ ) П С ' ( г „ , д ^ ) ,  Са(х) е C(Ta,R).
Мы будем изучать расширения операторов Lo с пространства С ^ Г )  на Ьг(Г). В аж ­

ность изучения таких расширений связана, в частности, с тем, что когда 71. С  -  веще­
ственнозначные, ограниченные и непрерывные всюду за исключением точек ветвлении 
функции на Г, т а =  т,  каждое симметрическое расширение является линейным само­
сопряженным оператором L в пространстве Ьг(Г), который представляет собой гамиль­
тониан квантовой частицы с массой т а во внешних электрическом и магнитном нолях 
{С,~Й}  и оператор L определяет динамику частицы на разветвленном многообразии 
посредством решения задачи Коши дня уравнения Ш редингера

=  (2 .2)

с начальным условием
и,(х, +0) =  ио(х), х  G Г . (2.3)
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Иными словами, все самосопряженные расширения оператора Lo могут представлять 
генераторы унитарных групп.

Оператор L0 с областью определения D (L0) =  С ^ Г )  С Ь 2(Г), плотно определен и 
симметричен. Областью определения -D(Lq) сопряженного оператора Lq является .ни-

П

нейное подпространство D(  L*) =  0  W*(Ta) := W*(T) С Ь 2(Т).
а=1

Пусть многообразие Г состоит из т  полупрямых, к конечных интервалов и 
N  — (т  +  к) областей с размерностью, большей 1. В случае 1-мерной области Г„ гра­
ничное значение иа \,1а является набором комплексных чисел на границе i]a, представ­
ляющей собой одну или две точки. В случае cla >  2 граничное значение ua \Va является

N3 3 3
элементом пространстве W 2 (?/<*). Согласно теореме о следах, и |,; G W 2 (?/) =  Нр) W 2 (i]a)

а= 1
(см. |1 2 |), где через и |,, обозначена совокупность (м|,?1 ... u\VN) предельных значений
1 л „ ®иафункции и на границе ?/. Аналогично, предельное значение нроизводнои ——  сужения

(sTIq,
иа по направлению внешней нормали па к границе г)а в случае полупрямой г]а пред- 
ставляет собой элемент пространства С, в случае же ограниченного интервала -  эле­
мент пространства С2, а в случае области размерности cla > 2 -  элемент пространства
И 'Г Ы .

Обозначим набор граничных значений нормальной производной посредством

т
, где па — вектор внешней относительно Г0 норманн
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д и /  ди ди \
д п V \5/?1 J

VI дпм i]N/

к i]a , а  =  1,..., N.  Введем гильбертово пространство

N N
h, =  L 2{l/) =  ®  L 2(l]a) =  Cm+2A ф  L 2(l]a) .

06=1 a=m-\-k-\-1

3 1
Определим, далее, пространство граничных значений G = h? ® Л.з, где

N
h § = c m+2k ®  w n Va)

Об=т-\-к-\-1

N
ъ л = с т+2к 0  W i ( Va).

Об=т-\-к-\-1

Таким образом, граничное значение и |,; функции и £ W 2 {T) является элементом нро-
,3  Qyl

странства Л.з, а граничное значение ее нормальной производной -  элементом про­
странства h 2



Введем в пространстве h операторы М  и Ъ. Оператор М  действует па каждый 
элемент v G h как оператор умножения па функцию

М£) =  т - 1 , если £ G i]a , a  G 1 , п .

А оператор Ъ действует па каждый элемент v G h как оператор умножения па функцию
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13(0 = ( $  <*(£), , « :ли £ е  rja , a  G 1, п ,

где через b a = ~Е>а \ 1]а обозначено предельные значения вектор-функции ~Йа на грани­
це i]a .

Т еорем а. Пусть выполнено предположение Н  о ф ункциях  Т1. С и m  =  1, Ъ а =  0 
д л я  любого a  G 1, п; А  -  линейный оператор в пространстве h с плотной областью 
определения h?, значения которого лежат в линейном многообразии D a -  линейное 
многообразие ф ункций и G граничные значения которых связаны с граничными
значениями их производных но направлению внешней нормали соотношением

= Ait\v .
ди
дп

Тощ а, д ля  самосопряженности оператора L a =  необходимо и достаточно вы­
полнения равенства А  = А*.

□  Так как m  = 1 ,  b a =  0 дня любого а, то из условий и G D(La)  и v G D(Lq) 
следует, что справедливо равенство

( 1м , ,  V ) h -  ( и ,  =  ( j | [ , г . | „ ) й -  ( и | „ ,  £ | J

Следовательно

dv

(Lu,  v)h -  (u,L*0v>) h = ( I Л* I _  —  u\v , A v \ v ^

r]/ h

rj/ h

dv
Следы uL принимают произвольные значения, и п о э т о м у  равенство —

ап
=  A*v\v необ-

ратора Lа определяется уравнением ——
on

ходимо и достаточно дня включения v G D(L*A). Поскольку область определения опе-
д и . т * /-ч=  Аи\я, то L а = Li а - Отсюда следует, что

v
А  = А*.Ш

С ледствие. Пусть выполнено предположение Н  о ф ункциях  71. С; А  -  линейный  
оператор в пространстве h с плотной областью определения h? , значения которого ле­
жат в линейном многообразии Da — линейное многообразие ф ункций и G И/22(Г), 
граничные значения которых связаны с граничными значениями их производных но 
направлению внешней нормали соотношением



Тогда дня самосопряженности оператора L a =  (Lo)Idj необходимо и достаточно вы­
полнения равенства М А  = А*М  — 21Ъ.

□  Поскольку выполняется предположение Н , то из условий и £ D(La)  и  v  £ D (Lq) 
следует, что справедливо равенство
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Следовательно

(
dv

u\v , A*Mv\v -  M —  -  2i'Bv\rt) h •

Следы u\,j принимают произвольные значения, и поэтому равенство

М °! '  = ( а * М - 2гЪ)у\„
ОН г] V /

необходимо и достаточно дня включения v £ D(L*A). Поскольку область определения

оператора определяется уравнением —— =  А и L, то =  L*.. Отсюда следует, что
ОН г)

М А  = А*М  -  Ш .  U
Заклю чение. Полученное в работе описание множества всех операторов Шредин­

гера на каждом разветвленном многообразии, определяемых как самосопряженные рас­
ширения оператора, изначально заданного на гладких финитных функциях с носите­
лями, не (содержащими точек ветвления многообразия дает описание различных воз­
можностей определения оператора Ш редингера на пространстве функций, квадратично 
интегрируемых на этом разветвленном многообразии. Описание области определения 
каждого из самосопряженных расширений дается в терминах линейных соотношений, 
которым удовлетворяют предельные значения функции из области определения опе­
ратора и ее производной в точках ветвления и граничных точках рассматриваемого 
многообразия, заметим, что каждому из операторов Ш редингера соответствует марков­
ский процесс, поведение которого в окрестности точки ветвления многообразия опреде­
ляется выбором области определения оператора Шредингера. Полученные результаты 
расширяют область исследований работы |1 1 |, в которой дано описание самосопряжен­
ных расширений на графе с одной вершиной и двумя ребрами, на случай графов с 
произвольным числом ребер и разветвленного многообразия с гладкими компонентами 
различных размерностей.
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A bstract. Sehrodingers operators on branched manifolds with variable dimension are studied. 
In particular, the description of the set of self-adjoint extensions of symmetric Schrodinger operator 
initially defined on the set of smooth finite functions whose support does not contain branch points 
of the manifold are obtained.
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