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Аннотация. На плоскости было показано, что одна из фундаментальных задач математической фи­
зики - изучение колеблющейся струны некорректна, когда краевые условия заданы на всей границе области. 
Как показано далее, задачи Дирихле некорректна не только для волнового уравнения, но и для общих гипер­
болических уравнений.

В работах автора изучена задача Дирихле для линейных многомерных гиперболических уравнений, 
где показаны корректность этой задачи, существенно зависящая от высоты рассматриваемой цилиндриче­
ской области.

В данной статье для одного класса сингулярных гиперболических уравнений доказано разрешимость 
и получен явный вид многомерной задачи Дирихле.

Resume. It has been shown in a plane that one of fundamental problems of Math Physics, i.e. studying the 
behavior of a hesitating string, is not correct when boundary conditions are given on the whole boundary of the do­
main. As it is shown below, Dirichlet problem is incorrect not just for a wave equation but for general hyperbolic 
equations.

In works of author the Dirichlet's problem is studied for linear multidimensional hyperbolic equalizations, 
where shown correctness of this task, substantially depending on the height of the examined cylindrical area.

In this article for one class of singular hyperbolic equalizations solvability is well-proven and the obvious type 
of the multidimensional Dirichlet's problem is got.

Ключевые слова: многомерная задача Дирихле, сингулярные гиперболические уравнения, разреши­
мость, система уравнений.

Key words: multidimensional Dirichlet's problem, singular hyperbolic equalizations, solvability, system of 
equalizations.

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  и  р е з у л ь т а т

Пустьd  - конечная область евклидова пространстваЕ т+1 точек (X l х т, t) в полупростран­

стве t > 0 , ограниченная конической поверхностью TE : t =  ' ( r ) , ' ( s )  = ' ( 1 )  = 0,

' ( r )  е  C  3( (s ,1)) П C '  ([£,1]), | ' ( r ) |< 1 и гиперплоскостью t =  0 , где r  =| x  | - длина вектора 

x  =  (x 1, . . . ,x m), m > 2 ,0  < s <  1 .

Пусть далее S E - множество {t = 0, s < r  < 1} точек из Ет .

В области D  рассмотрим многомерное сингулярное гиперболическое уравнение

m а
L u  — A xи -  u tt + 1  a i (x , t)u x + b(x , t)u t  ut + c (x , t)u  = 0 , (1)

'=1 ' t

где A x- оператор Лапласа по переменным x 1 ,..., x m , а а  - действительное число.

Через и а обозначим решение уравнения (1) при данном а  .

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения (1).
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З а д а ч а  D. Найти в области d  решение уравнения (1) , удовлетворяющее краевым условиям

S s
=  t (x ) ,  u„

Ua
ln t S .

=  t ( x )  , U a

= / ( x )  при a  <  1,s

= / ( x )  при a  =  1 ,

t a-U = t ( x ) , Ua T = / (x)

(2)

(3)

(4)$ = * ( x ) , a  ^  r v v  при a >  1.

Отметим, что эта задача при a  = 0 изучена в [1-3] .

В дальнейшем нам понадобится связь декартовых координат x_, . . . ,x m со сферическими

Г ,в , - - ; в т_!, t, 0 < в  < 2% ,0 < в  < %,? = 2 ,...,m - 1  .

Пусть {%„/:m (в )}- система линейно независимых сферических функций порядка n ,1 < k  < k n ,

(m -  2 )n !kn = (n + m  -  3)(2 n + m  -  - ) , в  = (в_,...,вт-1) , W2l (Ss ) , 1 = 0,1,... -

пространства Соболева.

Л е м м а  1 ([4.c.147]). Пусть f  ( г ,в ) е Ж ^ (S s ) . Если l  > m  - 1 , то ряд

f  М Ы !  f k (r )Y ‘ m (в) , (5)
n= 0  k=1

сходится абсолютно и равномерно.
Л е м м а  2 [4.c.150]. Для того, чтобы f  (г , в ) е  W ' (S s ) , необходимо и достаточно, чтобы коэф­

фициенты ряда (5) удовлетворяли неравенствам

I / м ад kn 9
\f 0 ( г )  < C 1 , l l n2/|f „k (г ̂  < С 2 , С 2 = con st .

n=1 k=1

Через Tn (r) , /  (r) , ain (r, t) , a* (r, t) , bn (r, t ^  (r, t) , p̂  обозначим коэффициенты раз­

ложения ряда (5) соответственно функций т (г ,  в ) , / ( r , 6 ) , ( r ,в , t) р ( в ) , a i-pi (в ) Р ,  p  = ^ ,
г

b (r ,0 , t ) p ,  c (r ,0 , t ) p , р ( в ) , i =  1,..., m .
Введем множество функций

n=0 k=1
M i ( S s ) = < f  (г , в ) : f  е  W2/(S s X I I | f nk(г ) С,,.,,,) + I f (г |C .+ . ) (e*P 2n 2 )n2/ < ад

, 3m  I
/ > ----- , s  = 0,1,... J .

2  J

Через H  s обозначим проекцию области Ds на плоскость (r , t).

Пусть p  > 0 - наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенствам a  + 2p  > m  - 1 , если 

a  < 0 и 2  -  a  +  2 p  > m  - 1 ,  если a  > 2 ; q  > 0 - наименьшее целое число, удовлетворяющее не­

равенствам 2 -  a  + 2q > m - 1 ,  если 0 <  a  <  1 и a  +  2 q  > m  - 1 ,  если 1 <  a  < 2 ;  а также s , такое,

a ]  T a  Л
—  если a  < 0 и s  = ------1 , если a  > 2 , где ra l -целая часть числа a  .
— J L — J

Если a  (г, в, t)  Ь(г, в, t)  с(г, в, t) е  W l2  (Ds) , i = 1,2,..., m  , l  > m - 1 , то имеет место

что s  =

Т е о р е м а . Пусть т(г ,в ) е M ( (S s ) , / ( г , в ) е  M / +1 ( S  ), при a <  0 и a >  2 ; т ^ -в ) , 

/ ( г ,  в )  е  M ' +1 (S . ) при 0 <  a  <  1 и 1 <  a  <  2 , (  = m ax{s + 1 ,p } .  Тогда задача D имеет решение

в классе W '  ( D s )  П С 2 ( D , )  , при a  <  1 и W21 ( D s ) П С 2 ( D s ) П ( D s  \ S s )  при a  >  1 , l >  m  - 1 .

Ts

kад
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2. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы

В сферических координатах Г, 01,..., 0m-1, t уравнение (1) имеет вид

 1 1 а
L u  — u rr +--------- u  — уди  - utt + V a . ( r ,0 ,t)u x + b (r ,0 ,t)u t ------ u t + c ( r ,0 ,t)u  = 0 , (6)

r r  t 1  ' t

m-1 1 5  .  5
(s in m j 1 0 ----- ) , g  = 1, g  = (s in 0 1...s in 0 ;-1 У , j  > 1 .

in m-j-10  5 0  j 5 0 . g1 j V 1 j 17
где д  — - V-j=1 gjsin ~ j ~ ~ j  - j

При этом известно ([4]), что спектр оператора д состоит из собственных чисел 

An =  n(n + m - 2) ,  n  = 0 ,1,...,каждому из которых соответствует k n ортонормированных соб-

(0) Д = 1 k .

Так как и а е  (D s ) , I > m - 1 , то в силу леммы 1 она разложима в ряд

ственных чисел

U “ (Г

да /vn

(r,0 , t ) = Z Z » L  (r, t K .  (0 ). (7)
n=0 k=1

Подставим (7) и (6). Затем полученное выражение умножим на p ( 0 ) ^  0 и проинтегрируем

Г k
по единичной сфере Г  из Ет . Тогда для и а n получим ряд

p y a,orr -  p iUâ,ott +
m - 1  ̂ “ p 0 1 1 1

а,or 1 и0иаО j ^а-ot + Cou а,0 +p 0 +  V  a L +  Ы“ ,ог +  bGU«,ot -
i=1 J t

+
да ,vn

V V  U
кл,к ^кл,к ,u — p  u +n а,nrr r̂ n а.пМ

n=1 k=1

Лm 1 b- b- h 1 к к k а  к
-------p n + V  a in Ы“ ,пг + Ьпиа,т - p n ~ u a,nt + (8)

v r  Ы J t

+ A p n-V  (~~k , -  n a k ) u k }=  0 .n 2 V in-1 in J а ,n Jc k -n ' yn 2n n r 2 i=1

Здесь мы использовали тот факт, что ([4])

С  (0 ) =  COnSt С  (0 ) = 5 Q
a x  ax

nP'-С  (0), Q k  ( x ) =  r X „  ( 0 )  — гармоническая функция от

5Q k
x , причем ^ n

5x,
есть m  - мерная сферическая функция Ynk_1,m (0) порядка n - 1 .

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

1 1  1 1  m  1 1 1  а  1 1 Г\
p ûa,orr - p 0u a,ott +--------- p 0u a,or - “ “ p oU a.ot = 0 ,

r t

k k k 1 , m  - 1 k k  а  k k , A1 k k
p 1 u «,1rr - p 1 u «,1tt + p 1 u «,1r - ~  p 1 ua,1t + ~ г  p 1 u «,1 =r t r

1

(9)

(10)

=  I V a 1 u 1 + b 1u 1 ,+  c U  I,n = 1 ,k  = 1, k  ,7 / -< 'o а,or 1 o а,ot 1 o “ ,o p  ? ’ n’
k 1 V '=1 J

_ k к 
p n u

m 1 „ K.k а  k k An „k„.k
.. ...... , p n а,nt

r t r 2

~K,k . m  -  1 „  к к а  kt k . An nK.k _ 1 SP i V  „k
n”  а ,nrr p nu a ,ntt + ------- p ,,u a ,nr -  —  p nu  a , nt + ~  p n u  a ,n = ^ V ] V  a in-1

k n k=1 [ i=1
a t  u k + b k  , u k „ , ,+,n-1 r n-1 ,n-1t

+
m / \

1 + V  (~~in-2 -  (n -  l R - 1  )Ck ' +

(11)

u k,n-1 1, k  = 1  k n , n = 2,3,... .

Нетрудно показать, что если Iм k,n } , k  =  1, k n , n  =  0 ,1,2,... —решение системы (9)—(11), то оно 

является и решением уравнения (8).

Далее из краевых условий (2)-(4) для функций и ка n (r, t) с учетом леммы 1 будем иметь

m

rv

r=1

r =1

m



ul,o^  o) = T_(r) , ua,o(r, P(r)) = / _ (r) , a  <1, (12)

ua,n(r, o) = T  (r) , u “ ,n^  P ( r )) = / n  ( r ) , k  =  _ k n , n  = 1,2 ,..., a  < 1 , (13)
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u a,n

ln t
= T (r ) , ( г ,Р (г)) = / П ( r ) , k  =  _ k n , n  =  0 ,1 ,2 ,..., a  =  1 ,  (14)

t=0

где fOln (r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом f a , 0  (r, t) = 0.

a 4 n L  = T (r) , ^ ,n( r ,P (r)) = / I ( r ) , k  =  _ k n , n =  0 ,1,2 , .. .,  a  > 1 . (15)

Таким образом, задача D сведена к системе задач Дирихле в области H s для уравнений (9)-

(11).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (9)-(11) можно представить в виде

L  u k  = u k  - u k  ,,+  m - d u k  - a u k  , + X u k  = f k  (r ,t ) ,  k  = 1,k  , n = 0,1,..., (16)a  a ,n  a ,n r r  a ,n t t  a , n r  „ a , n t  2 a ,n  J a . n x  * n j j j уr t r
  f 1 (

Теперь приведем некоторые свойства оператора L a , которые необходимы для исследования за­

дачи Дирихле.

1. Если ua - решение уравнения L aua = 0 , то функция
a 1

u —-a =  t ua (17)

является решением уравнения ^2-a U =  0 .

2. Оператор L a - обладает свойством

L a « a =  t t~a L--a  (ta-1Wa ). (18)
Указанные свойства устанавливаются аналогично тому, как они были доказаны для уравнения 

Эйлера-Дарбу-Пуассона ([5])
ОС

A  xu -  utt - —  ut = 0 . (19)

Наряду с уравнением (16) рассмотрим уравнение

m  - 1 u k + Xn±uk -  * kL  u k  = u k  - u k  + m — 1 u k  + - n̂ u k  = f k  (г  t) , k  = 1, k n, n = 0,1,... (20)L 0 U0 ,n  =  и 0 ,п г г  U0 ,n t t  +  U0 ,n r  +  2  U0 ,n  f  0 ,n  V  ,  V ’ ’ n ’ ’ ’ V '
г  г

Имеет место следующая функциональная связь между решениями задачи Коши для уравне­
ний (16) и (20).

У т в е р ж д е н и е  1. Если u - ^ (r, t ) ,-решение задачи Коши для уравнения (20), удовлетворяю­

, —,k (v гЛ -  П , 2,k I
dt '

щее условию u0̂  (r,0) = 0, d  u-k  (r,0) = g  (r ), то функция

an (r, t ) =  J -a t-“ J <  ( r , ^ ( l - 5 2 )- — -1 d 5 = J -a  r ( - | ) D o 2t2 (r, t) (21)

при a  <  0 будет решением уравнение (16), удовлетворяющее условию

ua’,n (r ,0 )= 0 , iim t a d  ̂ = g (г) . (22)

Если же 0 < a  < 1, то функция

U2akn (г , t) = J  2-k + 2q [  1 1 ]  9 t ' a+2q J U £  (г , #  )5(1 -  5  2 )?-a ^
(2 3 )

J  2-a+2q 2 q -1Г  ( q - -  + 1)D o2,
t
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г а  Л J  а  + 1Л
2 Га =

является решением уравнение (16) с начальными данными (22), где
V2 J V 2 ,

Г ( z ) -Гамма-функция, D ^  -оператор Римана -  Лиувилля, а (r, t ) - решение уравнения (20) с

начальным условием

^  (r,0)=(1 -  а)(з -  aU 2q  +1 -  а )' (r'0)= 0.
При этом функции f  k n (r, t) и (r, t ) связаны по формуле (21), при а  < 0 , и по формуле 

(23) при 0 < а  <  1.
Справедливость утверждения устанавливается аналогичным образом, как это доказано для 

уравнений (19) и многомерного волнового уравнения в [6,7].
Теперь переходим к решению задачи Дирихле для уравнения (16).

1) Случай а  < 1 . Сначала решим задачу (9), (12). Ее решение будем искать в виде

Uа ,0  = Ма,0 + М«,0 , где ма ,0U °,J0 + и 2,0, где U °,,0 (r, t) - решение задачи Коши для уравнения (9) с данными

и °Д0 (r,0) = A  (r) , 5  U110 (r ,0) = 0 , (24)
at

а U 2,0 (r, t) - решение задачи Дирихле для уравнения (9) с условием

м 3 ) (r, t) = 0 , и  й  ^  ' r ) ) = у 0( r ) -  и а,0(r, ' ( r )) , s  <  r  <  1. (25)

Пусть U а 1 (x, t) - решение задачи Коши для (19) с данными

U“ ,1(x ,0 )= a (x )  , 5  м а  1 (x, 0) = 0 . 
at

Тогда и силу леммы 1 и U е  W  (D s ) , I > m  - 1  нетрудно найти решение задачи (19), (24) 

u  °°о (r>f ) в виде (7).

Учитывая формулы (21), (23) а также обратимость оператора D ^  ([5]) задача (19),(25) сво­

дится к задаче Дирихле для уравнения L ou ' ’0 = 0 с условием u ^  (r ,o )  =  ° , (r  ' (r)) = у  О( r ) .

Она однозначно разрешима в классе c (h  е)П  C ( H s ) ( 3 ]).

Далее, решив задачу (10), (13) (n  =  1) ,  а затем (11), (13) n  =  2 ,3 ,..., найдем все м kan (r, t ) = 0 , 

k  =  1 ,k n , n  = 0,1,... .

2) Случай а  =  1 . Сначала решим задачу (9), (14), при n  =  0 , k  =  1 и ее решение будем ис­

кать в виде U° 0 = m* + м^1, где U12’01 (r, t ) - решение уравнения (9) с данными iim  u1-° = z ° (r ) , а
, , , , t—° in t 1 > o V  7

U^  (r, t) - решение краевой задачи для (9) с условием

5  м11 (r,0) = 0 , u °;° (r , ' (r )) = У ° (r ) -  u12°1 (r , ' (r )), s  <  r  <  1. (26)

Пусть u  2(x , t ) -  решение уравнения (19) с данными iim  —к ! = T(x ) из [8]. Тогда в силу
1,2 t—o in t

леммы 1 и Ма е  w l (D s ) ,  l  > m  - 1 ,  нетрудно найти U^1 (r, t ) в виде (7).

Аналогично случаю а  < 1  задача (9), (26) сводится к краевой задаче для уравнения LoM1’1  = 0 с

данными —  u°° (r .°)  = О, u°’° ( r , ' ( r )) = у  О ( r ) , которая в свою очередь решается единственным 
5 t ’ °

образом, как и задача (7), (8) в [2].



Аналогично решаются задачи (10), (14) (n  =  1) и (11), (14) (n  =  2 ,3,...) . Следовательно, 

найдены все И_,и( r , t) ,  k  =  1 ,k n , n  = 0,1,... .

В силу свойства (18) оператора La , а также с учетом формулы (17) задача (16), (15) сводится

к исследованному случаю a  < 1 .
Таким образом, показано, что

J p ( 0 ) L u d r  = 0 . (27)
Г

Пусть f  (r, в , t ) = R ^ p ^ T  (t), причем r ( -  )-плотна в l 2 (t + s ,1 - 1), Р ( в ) е  C  ад( г ) - плотна

в L2 ( г ), а T (t)- плотна в L 1 (0, (1 -  s ) / 2 ) . Тогда f  ( t , в , t) -плотна в L 2 (D s ) .

Отсюда и из (27) следует, что

J f  ( г ,в ,t)LudD s = 0 и L u  =  0 , ^ г Д t) е  D s .
Ds

Учитывая лемму 2, ограничения на заданные функции T(r , в ) , / ( r ,0') и на коэффициенты 

уравнения (1) можно показать аналогично тому, как это было доказано в [2], что полученное р е­
шение u (r , в , t ) задачи D в виде (7) принадлежит искомому классу.
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