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Аннотация. Различные линейные отображения алгебры инцидентности I (X, F) частично упорядоченного мно­
жества X  над полем F всегда привлекали внимание специалистов. Исследовались автоморфизмы, изоморфизмы, 
дифференцирования, антиавтоморфизмы и инволюции. Работы, в которых изучались бы линейные отображения 
коалгебры инцидентности Co(X, F), неизвестны. Эта коалгебра является в определенном смысле двойственным 
объектом к алгебре I(X, F). В данной статье найдено строение группы автоморфизмов и пространства дифференци­
рований коалгебры Co (X, F). Установлено также, что группа автоморфизмов коалгебры Co (X, F) антиизоморфна 
группе автоморфизмов алгебры I (X, F), в то время как пространства дифференцирований этих объектов изоморфны. 
Доказательства основаны на том известном факте, что двойственная алгебра к коалгебре Co (X, F) канонически 
изоморфна алгебре I (X, F).
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1. В в е д е н и е . В д ан н о й  статье для частично  упоряд очен н ого  м нож ества X  и  поля F изучаю тся 
автоморф измы  и диф ф еренцирования коалгебры инцидентности  Co (X , F) множ ества X  над  F . Известно, 
что алгебра, двойственная к коалгебре Co (X, F) канонически изом орф на алгебре инцидентности  I ( X , F ) 
частично упорядоченного множества X  над  полем F . Теория алгебр и коалгебр инцидентности  представ­
лен а  в книге [ ] . За доп олн и тельн ой  и н ф орм ац и ей  м ож но обратиться к статьям  [2] и [3], содерж ащ им  
такж е разнообразны й  м атериал о произвольны х коалгебрах.

С троение гр у п п ы  автом орф изм ов и пространства д и ф ф ер ен ц и р о ван и й  алгебры  и н ц и ден тн ости  
I ( X , F ) вы яснено достаточно давно. С оответствую щ ие результаты  и злож ен ы  в [ ] . В д ал ьн ей ш ем  эти 
результаты  распространялись в довольно больш ом  числе работ на более общ ие кольца инцидентности  
I (X,  R),  где X  -  предупорядоченное м нож ество и R -  некоторое кольцо.

Среди работ, опубликованны х после выхода книги  [ ] , вы делим  следую щ ие работы. В [4] вычисляется 
груп п а вн еш н и х  автом орф изм ов алгебры  I ( X , F ) для конечного  п ред уп оряд очен ного  м нож ества X  
и поля F . При этом  развивается подход, осн ован н ы й  н а  когом ологической  и н терп ретац и и  группы  
автоморфизмов. Обзор [5] посвящ ен автоморфизмам, антиавтоморфизмам, инволю циям  и изом орфизм ам  
колец инцидентности, см. также [6] . В [ ] изучаю тся автоморф измы  ф инитарны х алгебр инцидентности. 
При некоторых предполож ениях найдено строение группы  внеш них автоморфизмов такой алгебры. В [8] 
рассм атривается ряд вопросов о м ультипликативны х автом орф изм ах алгебры I (X,  F), где X  -  конечное 
частично упорядоченное м нож ество и F -  поле (об этих автом орф изм ах см. конец раздела 4).

М ного вним ания также уделялось диф ф еренцированиям  колец инцидентности , как обы чны м, так и 
ли евы м  и йордановы м  диф ф еренцированиям , см. [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15] .

В ряде статей были введены  и исследовались кольца, близкие в разны х смыслах к обы чны м  кольцам 
инцидентности  (см., наприм ер, [3, 16] и [ ]). С другой стороны, авторам неизвестны  работы, в которых 
изучались автом орф изм ы  и ли  диф ф еренцирования коалгебр инцидентности .

П ри и зу ч ен и и  автом орф изм ов и д и ф ф ер ен ц и р о ван и й  м ы  переходим  от коалгебры  
Co ( X , F ) к алгебре I ( X , F ) и наоборот. П равда, обратны й  переход затруднен . В общ ем  случае н ел ь ­
зя каким -то стандартны м  способом вернуться от алгебры  I (X,  F) к коалгебре Co (X,  F). При этом  важно 
то, что автом орф измы  и диф ф еренцирования коалгебры Co (X,  F) индуцирую т автом орф изм ы  и диф ф е­
ренцирования соответственно двойственной  алгебры и затем  алгебры I (X,  F).

П ри м ен ен и е излож енного  п одхода привело  к удовлетвори тельн ом у  описанию  автом орф изм ов и 
д и ф ф ерен ц и рован и й  коалгебры  Co ( X , F ) (теоремы  7.1 и 11.1). И м енно, каж ды й  автом орф изм  является 
прои зведен и ем  трех стандартны х автом орф изм ов (здесь м ы  считаем  автом орф изм  стандартны м , если 
его строение вполне понятно). А  всякое д и ф ф ерен ц и рован и е является сум м ой  двух стандартны х 
диф ф еренцирований .

Результаты  и техн и ка доказательств д ан н о й  статьи м огут служ ить п ри м ером  при  и зу ч ен и и  авто­
м орф и зм ов и ди ф ф ер ен ц и р о ван и й  коалгебр из других  классов. В частности , в разделах  6 и 10 даны  
определения внутреннего автом орф изм а и внутреннего ди ф ф еренцирования коалгебры  Co ( X , F ). В ос­
новном  благодаря этим  понятиям  удалось получить разлож ения автом орфизмов и диф ф еренцирований 
в теоремах 7.1 и 11.1.

Р азделы  2 -4  и 8 содерж ат разли ч н ы е и в целом  известны е ф акты  о коалгебрах и алгебрах и н ц и ­
дентности, автом орф изм ах и диф ф еренцированиях  алгебр инцидентности . Этот м атериал необходим  в 
основны х разделах  и вклю чен в статью для удобства чтения.

Группа автоморфизмов частично упорядоченного множ ества X  обозначается через A ut X . Для любых 
элементов х , у  е X  через [х, у] обозначим  подмнож ество [z  е X  | х  < z < у }. Оно называется интервалом 
в X . Далее считаем , что все и н тервалы  в X  конечны . В таком  случае X  назы ваю т локально  кон ечны м  
частично уп оряд оченны м  множеством.

Если V  -  л и н ей н о е  пространство над полем  F (кратко, ^-пространство), то V* -  двойственное 
пространство к V , т. е. V * = H om p (V, F). Затем, EndpV  -  кольцо эндом орфизмов (т. е. линейны х операторов) 
пространства V  и A utpV  -  группа автом орф изм ов (т. е. обратим ы х л и н ей н ы х  операторов) пространства 
V . В качестве пространства V  будет вы ступать какая-то алгебра А,  либо коалгебра С и её двойственная 
алгебра С*.

Пусть А  -  алгебра над полем  F (кратко, F-алгебра). Тогда Aut А  -  группа автом орф изм ов алгебры  А,  
In (Aut А)  -  подгруппа внутренних автом орфизмов, Der А  -  пространство диф ф еренцирований  алгебры 
А,  In (Der А)  -  подпространство внутренних диф ф еренцирований . Группу автом орф измов коалгебры С 
тоже обозначаем  через A ut С .

Полупрямое произведение групп А  и В обозначается через А  ^  В. Такое обозначение носит условный 
характер, но оно удобно. Запись G = А  ̂  В подразумевает, что группа G содержит нормальную  подгруппу 
Н  и п одгруп п у  Е, для которы х G = Н  • Е, Н  П Е = {е), А  = Н , В = Е = О / Н . О тм етим , что некоторы е 
результаты  дан н ой  статьи содержатся в препринте [18] .

2. К о а л г е б р ы  и  д в о й с т в е н н ы е  а л г е б р ы . Пусть (С, А, е) -  некоторая коалгебра над полем  F . Т аким  
образом, С -  F-пространство, А -  коумнож ение в С, е -  коединица для С. Для обозначения этой коалгебры



используем  одну букву С .
Е стественны м  образом  м ож но так определить л и н ей н ы е отображ ения т : С* ® С * ^  С * и и : F ^  С *, 

что получится F-алгебра С * = (С *, т, и). О на назы вается двойственной алгеброй к коалгебре С. Е диничны м  
элем ентом  алгебры  С * является к оед и н и ц а  е. О тм етим , что если С -  конечном ерное пространство, то 
двойственность есть и в обратном  направлении .

Н емного детализируем  только что сказанное. Умножение т : С * ® С * ^  С * индуцируется коумнож е- 
нием  А.

Пусть а  -  это кан он и ческ и й  и зом орф и зм  F ® F ^  F . Для п рои звольн ы х  элем ентов х , ^  из С * их 
произведение в С * обозначим  через х  ◦  ^. Имеют место равенства

т (X ® ^) = X ◦  ^ ^ J  ® ^)А.

Из них получается правило ум нож ения в алгебре С*, излож енное в следую щ ей лемме.
Л е м м а  2.1. П уст ь х , ^  ^  С*. Д алее пуст ь  с € С и А  (с) ® , где а ;, Ь; € С. Тогда справедливо

i
равенство

(X ◦  ^) ( с) = ^  X(а ;)^ (bi) .
i

О бозначим  через Г отображ ение E ndf С ^  E ndf С*, где Г (^ ) = ^ * для каж дого f  € E ndf С. Здесь f  * -  
л и н ей н о е  отображ ение пространства С*, и н д уц и рован н ое  f , т. е. ^ *(х ) = Х^ для лю бого х  € С*. Если 
f  € A utpС, то понятно, что f  * € A utpС*.

З ап и ш ем  следую щ ий полезны й  факт.
Л е м м а  2.2. Отображение Г являет ся ант имономорф измом F-алгебр Endp С ^  Endp С * и групповым  

антимономорфизмом  A utpС ^  A utpС*.
Всюду далее X  -  некоторое локально  конечное части чн о  уп оряд очен н ое м нож ество. Пусть С -  

векторное пространство, базис которого состоит из всех интервалов [х, у] м нож ества X . О пределим  
отображ ения А : С ^  С ® С и е : С ^  F , полагая

А ([х, у]) = ^  [х ,z] ® [z, у], е( [х, у]) = - ^, ^сл“  ^
0, если X Ф уX

для всякого интервала [х, у ] .
Т ройка (С, А, е) является коалгеброй, н азы ваем ой  коалгеброй и н ц и д ен тн ости  локально  конечного 

части чн о  упоряд очен н ого  м нож ества X . Будем  обозначать её Co (X, f ). И ли же, как  раньш е, одной  
буквой С.

3. Д в о й с т в е н н а я  а л г е б р а  к  Co (X, F) и  а л г е б р а  I (X, F ). Приведем определение алгебры инцидентно­
сти (см. [ ]). П оложим

I ( X , f ) = { / :  X  X X  ^  R | / (х ,у ) = 0, если х  ^  у }.

Ф ункции складываются поточечно и умнож аю тся естественным образом на скаляры из F . П роизведение 
ф ункций  задается форм улой

(/ ^ )  (х, у ) = ^  / (х, z) ■ д (z, у)
X

для лю бы х X, у € X  .В  результате п олучаем  f -алгебру I  (X, f ), назы ваем ую  алгеброй и н ц и ден тн ости  
частично  упорядоченного  м нож ества X  над полем  F . Если X  -  конечное множ ество, то алгебру I (X, f ) 
обы чно назы ваю т кольцом  структуральны х м атри ц . Т акие кольца являю тся одн и м  из видов колец 
ф орм альны х м атриц, последним  посвящ ена книга [19] .

А лгебру и н ц и д ен тн о сти  I (X, f ) и н огда будем  обозначать буквой А. А  коалгебру и н ц и ден тн ости  
Co (X, F) обозначаем  через С, как договаривались в конце преды дущ его раздела. Раскроем связи м еж ду 
алгебрам и С * и А.

Сущ ествую т взаим но обратны е изом орф изм ы  F-алгебр

Ф : С * ^  А и Y : А ^  С *, где (Ф( х ))(х , у ) = х  ([х, у]), X € С *, 

(Т ( / ) ) ( [х ,у ] )  = / (х ,у), /  € А,

для лю бы х X, у € X  со свойством х  < у.
В свою очередь, Ф и Y индуцирую т взаим но обратные изом орф изм ы  алгебр линейны х отображ ений

Ф*: E ndf С * ^  E ndf А, Т * : E ndf А ^  E ndf С *,

где
Ф*(^) = Ф^Т, ^ € E ndf С*, Т*(^) = Т^Ф, ^ € EndfA .



О бозначим  через 0  ан ти м он ом орф и зм  алгебр Ф*Г: E n d fС ^  E ndf А (см. л ем м у  2.2). В ы ясним , что 
окаж ется очень п олезн ы м , как  действует 0 . Для п рои звольн ы х  ^  е  EndpС и f  е  А  м ож но записать 
равенства

( 0 ( f ) ) ( f )  = ((Ф* Г)(^ ))(/ ) = (Ф*(Г ( f ) ) ) ( f )  = ((ФГ ( f ) )  r ) ( f )  =

= Ф(Г ( f )(Y ( f ))) = Ф(Т (f ) f ), где Т ( f ) f  е С*.

Для лю бы х х , у  е X , таких, что х  < у, им еем  равенство Ф(Т (/ ) f ) ( х , у )  = Т (f ) ( f  ( [ х , у ])). В итоге 
получили  равенство ( ( 0 ( f ) ) ( f ) ) ( x , y )  = Т (/ ) ( f  ( [ х , у ])).

Далее, если
^  ( [х, у  ]) = « 1 [x i , у г ] +  . . .  + a t  [xk, Ук ], где а; е F,

то справедливы  равенства

Т ( /  ) ( ^  ([х ,у ])) = «1Т  (/ )([x i ,y i]) + . . .  + a t  Т  (f ) ( [ x k  , ук  ]) = « i f  ( x i , y i ) + . . .  + a t  f  (xk , ук ).

Т аким  образом, м ож ем  записать следую щ ее предлож ение.
П р е д л о ж е н и е  3.1. П уст ь f  е  EndpС, f  е I ( Х , Р ), [х,у] -  инт ервал в X . Имеют место приведенные 

ниже утверждения.

1. Верно равенство ( ( 0 ( ^  ) ) ( f ) ) ( x , y )  = Т  ( f ) ( ^  ([х ,у ])) . В частности, Т  ( f ) ( [ x , y ] )  = f  ( х , у )  (при f  = 1).

2. Если f  ( [ х , у ] )  =  a i  [x i , y i ] + . . .  +  аи [xk ,ук  ], а ; е Р, то ( ( 0 ( f ) ) ( f ) ) ( x , y )  =  a i  f  ( x i , y i )  + . . .  +  Ukf  ( xk , у к ) .

4. О гр у п п е  A u t ( I (X, F )). Соберём вместе ряд сведений об алгебре инцидентности  I (X,  F) и её группе 
автоморфизмов (см. подробности в [ ] и [13]). Как и в прош лом  разделе, алгебру I (X,  Р) обозначаем также 
буквой А.  Для группы  автоморфизмов частично упорядоченного множества X  используем  символ Aut X .

Н ап ом н и м  о некоторы х сп ец и альн ы х ф ункциях  из I (X,  Р) . Для данного  х  е X  полож им  вх ( х , х ) = 1 
и вх(z , y)  = 0 для всех оставш ихся пар  ( z , y ) . С истем а [вх |х  е X } состоит из попарно  ортогональны х 
идем потентов в кольце ! 1 (последнее кольцо определено в следую щ ем  абзаце).

О пределим  подкольцо ! 1 и идеал М1 в А. П оложим

11 = [ f  е  А I  f  (х, у) = 0, если х  Ф у },

М1 = [ f  е  А  I f  (х, у ) = 0, если х  = у }.

Имеем прямую  сумму Р-пространств А  = L 1ФМ 1. Таким образом, алгебра А  является расщ епляю щ им ся 
расш ирением  идеала М 1 с помощ ью  подкольца ! 1. Идеал М1 мож но рассматривать как ! 1-11-бим одуль и 
как неунитальную  алгебру.

Пусть дан  прои звольн ы й  элем ент х  е X . О бозначим  через Rx м нож ество всех таких ф ункций  /  е А, 
что / ( z , y ) = 0 п ри  ( z , y)  Ф ( х , х ). С праведливо  равенство Rx = СхАвх. С ледовательно, Rx -  кольцо с 
ед и н и ц ей  вх . Более точно, Rx = Р .

Возьмем теперь два разли ч н ы х  элем ента х ,у  и полож им

Мху = [/  е А I f  (s, t ) = 0, если (s, t ) Ф (x, у)}.

Здесь Мху = СхА^у и, значит, Мху есть Rx-Ry-бимодуль.
П роизведение П  ^ х у  обладает естественной структурой ! 1-11-бимодуля. М ожно также определить

х,у еХ
в этом  бим одуле ум нож ение посредством ф орм улы

(§ху) (hxy) = (dxy), где dxy 9xzhzy.
X

После этого произведение П  ^ х у  становится (неунитальной) алгеброй.
Х,у еХ

П р е д л о ж е н и е  4.1. [13, п р е д л о ж е н и е  3.1]. Существуют канонические изоморфизмы алгебр L 1 ^  П Rx
X еХ

и L1 -Ь1-бимодулей и алгебр М 1 ^  П  Мх у .
х,у еХ

В дал ьн ей ш ем  м ы  не будем  р азли ч ать  соответствую щ ие объекты  относительно изом орф изм ов, 
указан н ы х в предлож ении 4.1.

Пусть f  -  произвольны й автоморфизм алгебры А. Исходя из прям ой суммы Р-пространств А  = L1ФМ1, 

м ож но сопоставить автом орф и зм у  f  2 X 2 м атри ц у  . П ричем  в н аш ем  случае у = 0 (см. [13, 

предлож ение 3.1]). Затем , а  -  автом орф изм  алгебры  L1 и р  -  автом орф изм  (неунитальной) алгебры  М 1. 
Если S = 0, то Р является такж е автом орф изм ом  L1-L1-бим одуля М1.



Пусть V -  какой-то обратим ы й  элем ен т алгебры  А. С его пом ощ ью  м ож но п олучи ть  автом орф изм
этой  алгебры , если п олож ить ( / )  = v -1/ а  для каж дого /  € А. Т акой  автом орф изм  назы вается 

вн утрен н и м  автом орф изм ом , оп ред еляем ы м  элем ен том  v . Все вн утрен н и е автом орф и зм ы  образую т 
норм альную  подгруппу In (Aut А) в Aut А. В наш ем  случае введенное понятие полезно детализировать, 
как  это сделано в [13] . О бозначим  через Ini (Aut А) (соответственно, In0 (Aut А )) п одгруппу  внутренних 
автоморфизмов, определяемы х обратимыми элем ентам и вида 1 +^, д € М1 (соответственно, определяемы х 
обратим ы м и элем ентам и  алгебры  L1). Первая подгруппа норм альна в Aut А и им еет место полупрям ое 
разлож ение

In (Aut А) = Ini (Aut А) ^  Ino (Aut А ).

В дополнение к In (Aut А) введем  ещ е две подгруппы  группы  A ut А.

Пусть M ult А обозначает подгруппу в A ut А, состоящую из автоморфизмов вида  ̂J . Такие автомор­

ф изм ы  назы ваю тся м ультипликативны м и . П одойдем  несколько иначе к их определению .
О п р е д е л е н и е  4.2. Назовем м ульт ипликат ивн ой  системой такую сист ему ненулевы х элемент ов  

{Сху € F | X < у"}, что верно равенство  с^у = CxzCzy, как только х  < z  < у.

Пусть ^  ^ 1 0 € M ult А. Для лю бы х элем ентов х, у, х  < у  сущ ествует ненулевой  элем ен т Сху поля

f ,  для которого верно равенство ^ (^ )  = Схуд п ри  всех д € Мху . П ричем  систем а {Сху | х  < у } является 
м ультипликативной (см. абзац перед [13, предлож ение 10.2]). Все эти утверж дения вытекают из того, что 
^  -  автом орф изм  алгебры М1 и ! 1-11-бим одуля М 1, как указано после предлож ения 4.1.

Т аким  образом , м ож но поставить в соответствие автом орф и зм у  ф м у льти п ли кати вн ую  систему 
{Сху | X < у }. И обратно, всякая м у льти п л и к ати в н ая  систем а {Сху | х  < у } задает м ульти п л и к ати в н ы й  
автом орф изм  ^ . И менно, для элем ента д = (дху) € М 1 полагаем  ^ (^ )  = (Схудху) и ^ ( / )  = /  для /  € ! 1.

М ожно записать следую щ ий факт [13, предлож ение 10.2].
П р е д л о ж е н и е  4.3. Имеется взаимно однозначное соответствие между м ульт ипликат ивны м и авто­

морфизмами и м ульт ипликат ивн^ьм и системами элементов.
Рассмотрим другой вид автоморфизмов. Пусть г  € Aut X . О пределим отображение : А ^  А, полагая 

(^ г (/ ) ) ( ^ ,у )  = / ( г (х ) ,г (у ) )  для лю бы х /  € А, х ,у  € X .
Здесь -  автоморфизм алгебры А и сопоставление г  ^  будет антиизом орф ны м  влож ением групп 

A ut X  ^  A ut А. О браз этого влож ения обозначим  сим волом  A u t^X . А втом орф и зм ы  ви д а назовем  
порядковы м и.

Приведем основной результат о строении группы  Aut А. Он содержится в [1, теорема 7.3.6]. Некоторые 
его усиления и уточнения получены  в [13, следствие 9.4].

Т е о р е м а  4.4. Имеют место следующие равенства групп

A ut А = (In (Aut А) ■ M ult А) ^  A ut^X  = In1 (Aut А) ^  M ult А ^  A ut^X .

5. Г р у п п а  A u t C  и  её п о д гр у п п ы . Пусть С = (С, А, е) и С’ = (С ', А', е')  -  произвольны е коалгебры над 
полем  f . Линейное отображение ^ : С ^  С’ назы вается гомом орф изм ом  коалгебры С в коалгебру С’ при 
условии, что (^  ® ^ )А = А’^  и е’^  = е.

Если f : С ^  С -  гом ом орф изм  коалгебр и f  -  биекция, то f  назы ваю т автом орф изм ом  коалгебры С. 
Все автом орф изм ы  коалгебры С образую т группу относительно ком позиции . О на обозначается Aut С и 
назы вается группой автом орф изм ов коалгебры С .

Н апом ним , что Aut С * -  это группа автом орф изм ов двойственной  алгебры С* (см. раздел  2).
У тверж дение следую щ ей известной лем м ы  проверяется просты м и вы числениям и.
Л ем м а 5.1. Если f  € A ut С, то f  * € Aut С*.
До конца этого раздела буквой С обозначаем коалгебру инцидентности  Co (X, F), а буквой А -  алгебру 

инцидентности  I (X, F). Для алгебры А мож но ввести аналоги м атричны х единиц. Пусть х, у € X  и х  < у. 
О бозначим  через вху такую функцию  X  X X  ^  Л, что вху(s, t ) = 1, если s = х , t = у, и вху (s, t ) = 0 для всех 
других пар (s, t ). Ф ункции вху обладаю т следую щ им  свойством: если х  < z < у, то exzSzy = Sxy.

В виду лем м  2.2, 5.1 и м атери ала  разд ела  3 м ы  располагаем  груп п овы м и  ан ти м о н о м о р ф и зм ам и  
Г : Aut С ^  Aut С * и 0 :  Aut С ^  A ut А. Теперь определим  в Aut С подгруппы , аналогичны е подгруппам  
M ult А и A ut^X  в A ut А из раздела 4.

Пусть дан а м у л ьти п л и кати в н ая  систем а элем ентов {dxy | х  < у } (подобны е систем ы  появились  в 
разделе 4). О пределим  отображ ение Я : С ^  С, полож ив Я([х, у]) = dxy [х, у] для всякого базисного 
вектора [х ,у ] , где х  < у, пространства С и Я ([х ,х ]) = [х ,х] для всякого вектора [х ,х ]. Естественны м  
образом  X продолж ается до ли н ей н ого  отображ ения пространства С. П роверка подтверж дает, что X -  
автоморфизм коалгебры С. Будем назы вать его м ультипликативны м  автоморфизмом, соответствующ им 
м ультипликативной  системе {dxy | х  < у }.

Все м ультипликативны е автоморфизмы  коалгебры С образуют подгруппу в A ut С, которую обозначим 
через M ult С .



П р е д л о ж е н и е  5.2. Группы  M ult С и M ult А  изоморфны, причем изоморфизм осуществляется отображе­
нием 0 .
Д о к а за т е л ь с т в о . Прежде зам етим , что группы  M ult А  и M ult С абелевы.

Пусть X е  M ult С и [dxy I х  < у } -  соответствую щ ая м у л ьти п л и к ати в н ая  система. Т аким  образом  
X ([х , у]) = dxy[х,у] для  всех базисны х векторов [х , у] пространства С (мож но считать, что dxx = 1 для 
всех векторов вида [х , х] ). На основании  предлож ения 3.1 для лю бой пары  (s, t ) с условием  s < t м ож но 
записать равенства

( ( в ( Л) ) ( е , - , ) ) ( , , )  -  ^ . . е ^ - , ( , , )  -  I f ’- " л "  (“■') = (’ ■^);
0, если ( s , t ) Ф ( х , у ) .

О ткуда получаем  ( 0 ( Х) ) ( вху) = dxySxy. Д елаем  вы вод, что 0( Х)  -  м у льти п л и к ати в н ы й  автом орф изм  
алгебры  А,  соответствую щ ий систем е [dxy I х  < у } (надо ещ е п ри н ять  во вн и м ан и е пред лож ен и е 4.3). 
Т аким  образом, 0(Л)  е  M ult А.

Возьмем теперь некоторы й автом орф изм  ^  е  M ult А.  И пусть ем у соответствует м ультипликативная 
система [Сху I х  < у } из предлож ения 4.3. О бозначим через S м ультипликативны й автоморфизм коалгебры 
С, соответствую щ ий системе [Сху I х  < у }. Из пред ы д ущ его  абзаца следует, что 0( 5 )  = ф. М ож но 
утверждать, что ограничение 0  на M ult С отображает M ult С на M ult А  и, значит, является изом орфизм ом  
M ult С ^  M ult А. ■

Теперь рассм отрим  аналог порядковы х автом орф изм ов для коалгебры  С . Пусть дан  автом орф изм  т 
частично упорядоченного множества X . Зададим  отображение : С ^  С, полагая ( [х, у ]) = [т(х), т(у)] 
для каждого базисного вектора [х, у]. В результате получаем  автоморфизм коалгебры С . Сопоставление 
т ^  является групповы м  м оном орф изм ом  Aut X  ^  Aut С . Его образ обозначим  через Aut с X .

П р е д л о ж е н и е  5.3. Отображение 0  осуществляет групповой антиизоморфизм  Aut с Х  ^  A u t^X . 
Д о к аза тел ь ств о . Пусть т е  Aut X , -  автом орфизм  алгебры А, определенны й после предлож ения 4.3 и

-  автом орф изм  коалгебры С, введенны й выш е. О пираясь на предлож ение 3.1, м ож но заметить, что 0  
переводит (г  в . Отсюда вытекает требуем ы й результат. ■

6. В н у т р е н н и е  а в т о м о р ф и з м ы  к о а л г е б р ы  C o (X, F ). Введем понятие внутреннего автом орф изм а 
коалгебры . Цель разд ела  -  убедиться, что груп п а вн утрен н и х  автом орф изм ов коалгебры  Co (X , F) 
ан тиизом орф на группе внутренних автом орф изм ов алгебры I (X,  F).

Пусть теперь С -  произвольная коалгебра.
О п р е д е л е н и е  6.1. Авт ом орф изм  v коалгебры С будем назы ват ь внут ренним , если v* -  внут ренний  

автоморфизм двойственной алгебры С*.
Все вн утрен н и е автом орф и зм ы  коалгебры  С образую т норм альную  п одгруп п у  в Aut С, которую  

обозначаем  через In (Aut С) .
С э т о г о  м о м е н т а  и  д о  к о н ц а  р а з д е л а  7 б у к в а  C  с н о в а  о б о з н а ч а е т  к о а л г е б р у  и н ц и д е н т н о с т и  

C o (X, F ), а  A  -  а л г е б р у  и н ц и д е н т н о с т и  I(X , F).
Пусть V е  In (Aut С). С огласно определению , им еем  вклю чение V* е  In (Aut С*). И затем  м ож но 

убедиться, что Ф*(г*) е  In (A u tА ) . Т аким  образом , п олучаем  групповое ан ти и зом орф н ое влож ение 
0 :  In (Aut С) ^  In (Aut А)  (см. начало раздела 5).

И сходя из п рои звольн ой  обратим ой  ф ун к ц и и  h алгебры  А  оп ред ели м  некоторы е элем ен ты  поля 
F . В озьм ем  конкретны е элем ен ты  х, у  м нож ества X,  п р и ч ем  х  < у. Для элем ентов s , t  е  X  с условием  
X < S < t < у  полож им

аху ( s , t ) = h-1 ( x , s  ) •  h ( t , y) .  (1)

Л ем м а 6.2. Справедливы записанные ниже утверждения.

1. Д ля  элементов x , s , r , t , y  е  X  с условием х  < s < г < t < у верно равенство

^ху (S, t ) = О.ХГ (S, У) • Ury (У, t ) .

2. П уст ь даны х, p , q , u , v , y  е X  с условием  х  < р  < q < и < v < у . Тогда сум м ^ Yu ^ x z (р, q) • ^zy (и, v ) 

равна нулю.

3. Справедливы равенства

■̂ zy (
q

равна нулю.

^хх ( х , Х ) = 1̂  ^  ^ху (S,S) = 0 при X < у.'ey (
у

Д о к а за т е л ь с т в о . 1. Согласно ф орм уле (1) им еем

, (s, г)^ Ury(г, t ) = h -1 (x, s)h(r,  r ) h-1 ( r , r ) •  h ( t , y ) .



Осталось заметить, что h (г, г) ■ h 1 (г, г) = 1.
2. М ожно записать равенства

^ (? ,?)■  а^у (м ,а) h 1 (х ,р )^  h (g ,z )^  h 1 (z,m)^ h (a ,y ) =
q^z^u q

= h 1 (x ,p ) ■ h (a,y ) ^  h (g, z )  ̂ h 1 (z, M)
\ q^z^u

= h -1 ( x ,p ) ■ h(a, y) ■ hh -1 (g, м) = h -1 (x ,p ) ■ h(a, y) ■ 1^ (g, m) = 0

(здесь 1д -  тож дественное отображ ение алгебры А).
Равенства из утверж дения 3 проверяю тся непосредственно. ■
П о-прежнему, h -  некоторая обратимая ф ункция в А. Зададим  линейное отображение v пространства 

С, полагая для любого его базисного вектора [х, у]:

v ([x ,y ])  = ^  «ху(s ,f )[s ,f]  = ^  h -1 (x ,s ) [s ,f ]h ( f ,y ) . (2)
x<s x^s

О бозначим  через ^  внутренний  автом орф изм  алгебры А, определяем ы й её обратим ы м  элем ентом  h. 
П р е д л о ж е н и е  6.3. Отображение v являет ся внут ренним  автоморф измом коалгебры  С. Кроме того, 

верно равенство  0 ( v ) = ^.
Д о к азател ь ств о . Проверим справедливость равенства Аг = ( v ® v)А, где, как и раньш е, А -  коумнож ение 
в С .

Возьмем п роизвольны й  интервал [х, у ] . Вы числяя, приходим  к равенствам

А г([х ,у ])  = ^  а^у ( s ,f ) ( [ s ,r ] ® [ r ,f ]), (3)
X ^y

(v ® v) А ([x ,y ])  ^  (p ,g)«zy (м,а )([p ,g ]  ® [м ,а]). (4)
X <:q̂ Z <:U^V^y

Н уж но убедиться в совп ад ен и и  коэф ф ициентов п ри  одинаковы х базисны х векторах пространства 
С ® С, присутствую щ их в правы х частях равенств (3) и (4).

М еж ду слагаем ы м и в (3) и слагаем ы м и  в (4), дл я  которы х q = z = м, им еется в заи м н о  одн о­
зн ачн ое соответствие. К онкретном у слагаем ом у а^у (s, f)([s , г] ® [^, f]) в (3) соответствует слагаем ое 
ахг (s, г ) агу (г, t )([s, г] ® [г, t ]) в (4). Ввиду лем м ы  6.2 а^ у (s, t ) = a^r(s, г)Ury(г, f).

Теперь покаж ем , что сум м а всех слагаем ы х в (4) с условием  q < и , р авн а  нулю . Для этого данную  
сум м у м ы  разобьем  на сум м у оп ред елен н ы х  слагаем ы х. И затем  будет нетрудно зам етить , что все 
подобны е слагаем ы е равны  нулю.

В озьм ем  какой-нибудь бази сн ы й  вектор [р, д] ® [м, а], для которого q < и . С лагаем ы х с д ан н ы м  
бази сн ы м  вектором  им еется несколько за  счет того, что z п р и н и м ает  зн ач ен и я  из и н тервала [д, м]. 
Коэф фициент при вы бранном  векторе равен 2  ^ x z (р, g)«zy(м, v ). Последнее вы раж ение равно нулю по

q^z
лем м е 6.2. Равенство Аг = (v ® v)А установлено.

Ещ е требует проверки  равенство ev = е. Пусть [х, у] -  п рои звольн ы й  базисны й  вектор коалгебры  С. 
ЕслиX  = у, то е ([х ,х ])  = 1 и v( [х ,х ])  = а ^ х (^ ,^ ) [^ ,^ ] , где « х х (^ ,^ ) = 1 по лем м е 6.2.

Если X < у, то е([х, у]) = 0. По лем м е 6.2 и м еем  2  ^ х у (s, s) = 0. С учетом  равенства (2) отсю да все
X <5 ̂ у

получается.
Остается проверить, что v -  биекция. С начала убедим ся в справедливости равенства 0 ( v ) = ^. Потом 

будет легко установить биективность v.
Пусть /  € А и X, у € X  (х < у). Н а основании предлож ения 3.1 им еем  равенство

( ( 0 ( v ) ) ( / ) )(х ,у )  = ^  «ху (s ,f  ) /  (s ,f  ).
X <у

Зап и ш ем  такж е равенство ( ^ ( / ))(х , у) = h -1 / h (х, у) и проведем  некоторы е вы числения:

■h ( f ,y ) =h-1/h ( x ,y )  ^  (h -1/ ) ( x , f ) ^  h (f,y ) ^  ^  h -1 ( x ,s ) / ( s ,f )

= ^  h -1 (x ,s )■ h (f,y )^  / ( s ,f ) = ^  ax y (s ,f)/ ( s ,f ).
X <S <y X <s <y

Равенство 0 ( v ) = ^  действительно им еет место.



А налогично (1) полож им
( s , t ) = h -1 ( t , y  )h ( x , s ) .

После чего определим  ли н ей н ое отображ ение я : С ^  С посредством равенства

X ([Х,у])  = ^  ^ху (S,t  ) [s , t  ] .
s< t^y

Как и для V м ож но проверить, что к  -  гом ом орф и зм  коалгебр и 0 (  к) = ^ -1 . Теперь из равенств 
0 ( vk) = 1 = 0 ( KV) заклю чаем , что vk = 1 = kv и v, к  -  взаи м н о  обратны е и зом орф и зм ы . П оследние 
равенства такж е проверяю тся п рям ы м и  вы числениям и.

Итак, V -  внутренний автоморфизм коалгебры С и 0 ( v ) = ^. Доказательство предлож ения заверш ено. ■ 
Можно сделать вывод, что все внутренние автом орф изм ы  коалгебры С могут быть получены  исходя 

из обратим ы х элем ентов алгебры  А  с пом ощ ью  ф орм ул (1) и (2). С ледую щ ее утверж дение придает 
точны й  смысл последней фразе.

С л ед стви е  6.4. Ограничение отображения 0  на In (Aut С) является антиизоморфизмом между группами  
In (Aut С) и In (Aut А).

П оложим Ino (Aut С) = 0 -1 (Ino (Aut А)) ,  In1 (Aut С) = 0 -1 (In1 (Aut А)). Перед определением  4.2 записано 
полупрямое разлож ение In (Aut А)  = In 1 (Aut А )  ^  In0(Aut А). П ринимая теперь во вним ание следствие 6.4, 
зап и ш ем  такой факт.

С л е д с тв и е  6.5. Справедливо полупрямое разлож ение групп

In (Aut С) = In 1 (Aut С) ^  In0 (Aut С).

7. С т р о е н и е  г р у п п ы  A u t C. У нас есть теорем а 4.4 о строении  груп п ы  Aut ( I ( X , F )), а такж е п р ед ­
лож ен и я 5.2, 5.3 и следствия 6.4, 6.5. О ни позволяю т сф орм улировать главн ы й  результат разделов 5-7. 
Зам етим , что обозначение A utc X  появилось перед предлож ением  5.3.

Т е о р е м а  7.1. П уст ь А  -  алгебра инцидент ност и I ( X , F ) и С -  коалгебра инцидент ност и  Co ( X , F ). 
Справедливы следующие утверждения.

1. Имеют место равенства

A ut С = (In (Aut С) • M ult С) ^  A utc X  = In 1 (Aut С) ^  M ult С ^  A utc X .

2. Группы автоморфизмов  A ut С и A ut А  антиизоморфны. А нт иизом орф изм  получает ся, например, с 
помощью отображения 0 .

Д о к аза тел ь ств о . 1. Возьмем произвольны й автоморфизм  f  е  A ut С . Тогда 0 ( f ) е  Aut А  (см. лем м у 5.1 и 
начало раздела 5). По теореме 4.4 им еем  равенство 0 ( ^ ) = ^фт, где ^  е  In 1 (Aut А ), ф е  M ult А, т е  A u t^X . 
Теперь на основании предлож ений  5.2, 5.3 и следствия 6.4 м ож ем  записать

0 ( v )  = ^, 0(Л)  = ф, 0 ( a )  = т,

где V е  In 1 (Aut С), X е  M ult С, а  е  A utc X . О ткуда 0( aXv )  = 0 ( v ) 0 ( Х ) 0 ( а ) .  С ледовательно, f  = aXv  или  
f  = v' X'a  для некоторы х v' е  In1 (Aut С), X' е  M ult С. Утверждение 1 доказано. О дноврем енно фактически 
доказано утверж дение 2. ■

8. О п р о с т р а н с т в е  D e r ( I (X, F )). И злож им  основны е ф акты  о пространстве д и ф ф ерен ц и рован и й  
D er (1 ( X , F )) алгебры инцидентности  I ( X , F ). Последнюю алгебру по-преж нем у обозначаем  буквой А.

С ф ормулируем  несколько известны х определений.
Пусть R -  алгебра над н екоторы м  ко м м утати вн ы м  кольцом  Т . О тображ ение d : R ^  R назы вается 

диф ф ерен ц и рован и ем  алгебры  R, если d -  эн дом орф и зм  Т -м одуля R, и вы полняется равенство d (аЬ) = 
d (а)Ь + ad (Ь) для каж дых а,Ь е R. Все диф ф еренцирования алгебры R образуют Т -модуль. О бозначим его 
через Der R.

Для элем ен та с е R оп ред ели м  отображ ение dc из R в R, считая, что dc (а) = ас -  са, а е R. Тогда dc -  
диф ф еренцирование, н азы ваем ое внутренним . Говорят, что dc определяется элем ентом  с. В нутренние 
диф ф еренцирования алгебры  R образую т подм одуль Т -модуля Der R. Для его обозначения используем  
сим вол In (D er R).

Есть пон яти е ди ф ф ерен ц и рован и я  в более общ ей форме. Пусть N  -  Л-Л-бимодуль. Д иф ф ерен­
ц и рован и ем  алгебры  R со зн ач ен и я м и  в бим одуле N  назы вается гом ом орф и зм  Т -м од улей  d : R ^  N,  
удовлетворяю щ ий равенству d (аЬ) = d (а)Ь + ad (Ь) для всех а,Ь е R. Такое диф ференцирование называется 
внутренним , если найдется элем ент с е N  со свойством d (а) = ас -  са, а е R.

Б удем  использовать м атери ал  и обозначения, содерж ащ иеся в н ачале раздела  4. Так, окаж ется 
полезны м  расщ епляю щ ееся расш ирение А  = L1 Ф М1.



Возьмем произвольное диф ф еренцирование d алгебры А. Как и в случае автом орфизмов, диф ф ерен­

цированию  d м ож но сопоставить м атри ц у  (^s p j  относительно прям ого разлож ен и я А  = L1 Ф М 1. И что 

важно, у  = 0 согласно [13, лем м а 14.1]. С праведливо следую щ ее утверж дение [13, следствия 14.3, 15.4]. 
С л е д с тв и е  8.1.

1. Всякое дифференцирование d алгебры инцидентности А  имеет вид . Здесь а  -  дифференцирование 

алгебры L1, ^  -  дифференцирование алгебры  М1 (как неунит альной алгебры), S -  дифференцирование 
алгебры  ! 1 со значениями в 1 1-11-бимодуле М1.

2. Если 8 = 0, то дополнительно выполняются равенства

Р (ad) = а  (a )d  + (d), ^  (сЬ) = ^  (с )Ь + са  (Ь)

для всеха,Ь  € ! 1 и с, d € М1.
О бозначим  через Ino (Der А) (соответственно, In 1 (Der А)) подпространство внутренних ди ф ф ерен ц и ­

рований  алгебры А, определяем ы х элем ентам и из ! 1 (соответственно, из М1).
Л ем м а 8.2 [13, л е м м а  15.1]. Имеет место прямое разлож ение пространств

In (Der А) = In0 (Der А) Ф In1 (Der А ).

Пусть символ Add А обозначает подпространство в Der А, состоящее из диф ф еренцирований вида 0 0 

Такие диф ф еренцирования называю тся аддитивны ми. Подобно м ультипликативны м  автоморфизмам  их 
м ож но ещ е определить, исходя из определенны х систем  элем ентов поля F (см. [13]).

О п р е д е л е н и е  8.3. Назовем аддит ивной системой такую сист ем у элемент ов {сху € F | х  < у }, что 
верно равенство  с^у = Cxz + с^у для любых х, z, у € X  с условием х  < z  < у .

Если d = 0 0 € Add А, то для каж ды х х, у € X  с условием  х  < у  сущ ествует элем ен т Сху € F, для

которого ^(Ь) = СхуЬ, где Ь -  п р о и зво л ьн ы й  элем ен т из Мх у . При этом  систем а элем ентов {Сху | х  < у } 
является ад ди ти вн ой . Здесь нуж но учесть, что в силу следствия 8.1 ^  является ди ф ф ерен ц и рован и ем  
алгебры М1 и эн дом орф изм ом  ! 1-11-бим одуля М 1.

П олучается, что д ан н о м у  ад д и ти вн о м у  ди ф ф ерен ц и рован и ю  d м ож но поставить в соответствие 
ад ди ти вн ую  систем у элем ентов Сху (х, у € X , х  < у) поля F . И обратно, всякая ад ди ти вн ая  систем а 
элементов {Сху € F | х  < у } приводит к аддитивном у диф ференцированию . Более точно, если д = (дху) € 
М1, то надо полож ить d (^) = (Схудху) и d ( / )  = 0 для /  € ! 1.

На основании  излож енного зап и ш ем  такое утверж дение.
П р е д л о ж е н и е  8.4. Существует взаимно однозначное соответствие между аддитивными дифференци­

рованиями алгебры  А и аддитивн^1м и  системами элементов поля F .
В конце раздела зап и ш ем  теорему, раскры ваю щ ую  строение пространства Der А.
Т е о р е м а  8.5. Справедливо равенство  Der А = In1 (Der А) Ф Add А.

9. П р о с т р а н с т в о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и й  D er C. Пусть теперь С -  произвольная коалгебра (С, А, е).
О п р ед ел ен и е  9.1. Линейное отображение d : С ^  С называется дифференцированием коалгебры С, если 

выполняется равенство  А^ = (d  ® 1)А + (1 ® d) А.
Все диф ф еренцирования коалгебры  С образую т F-пространство. Будем  назы вать его пространством  

диф ф еренцирований  коалгебры  С. Ф иксируем для его обозначения символ Der С.
Как и в случае лем м ы  5.1, м ы  опустим  доказательство следую щ ей лем м ы .
Л ем м а 9.2. Если d € Der С, то d* € Der С*.
Н а ч и н а я  с э то го  м е с т а  и  до к о н ц а  с т а т ь и  C  -  в н о в ь  к о а л г е б р а  и н ц и д е н т н о с т и  Co (X, F ).
Из л ем м ы  9.2 вы текает н али ч и е групповы х м он ом орф и зм ов Г : Der С ^  Der С*, d ^  d*, 0 :  Der С ^  

Der А, где А -  алгебра и н ц и ден тн ости  I (X, f ). Здесь нуж но ещ е учесть, что изом орф и зм  Ф* отображ ает 
Der С * на Der А (отображение Г появилось в конце раздела 2, а Ф* и 0  -  в начале раздела 3). Теорема 11.1 
ф актически утверж дает, что в действительности  Г и 0  являю тся изом орф изм ам и.

В преды дущ ем  разделе бы ли определены  ад дитивны е диф ф еренцирования и соответствую щ ие им  
ад ди ти вн ы е систем ы  элем ентов (см. п редлож ение 8.4). С ейчас проведем  ан алоги ч н ы е рассм отрения 
относительно коалгебры С .

Пусть д ан а  ад д и ти вн ая  систем а элем ентов {Сху € F | х  < у } (см. опред елен и е 8.3). О пределим  
отображение Я : С ^  С, полагая Я([х, у]) = Сху [х, у] для любого базисного вектора [х, у] пространства С с 
условием  X < у, и X ( [х ,х ])  = 0 для лю бого х . Т огда X -  ди ф ф ерен ц и рован и е коалгебры  С . Н азовем  его 
аддитивны м  диф ф еренцированием , соответствую щ им  аддитивной  системе {Сху € F | х  < у}.

Все аддитивны е диф ф еренцирования образую т пространство, которое м ы  обозначим  через Add С.
П р е д л о ж е н и е  9.3. Пространства  Add А и Add С изоморфны. Отображение 0  является изоморфизмом  

эт их пространств.



Д о к а за те л ь с тв о . М ожно провести рассуж дения, аналогичны е рассуж дениям  из доказательства предло­
ж ения 5.2. ■

10. В н у т р е н н и е  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  к о а л г е б р ы  Co (X, F ). Введем понятие внутреннего диф ф е­
р ен ц и р о в ан и я  коалгебры  и н ц и д ен тн ости  С = Co (X, f ). С ледую щ ее опред елен и е им еет см ы сл и для 
произвольной  коалгебры.

О п р е д е л е н и е  10.1. Дифференцирование v коалгебры  С назовем внут ренним , если v* -  внут реннее  
дифференцирование двойственной алгебры С*.

Все внутренние диф ф еренцирования коалгебры С образуют подпространство, которое мы  обозначим 
через In (Der С).

Пусть V € In (Der С). Н еслож но убедиться, что в таком  случае Ф*(г*) € In (Der А). П оэтом у м ы  
располагаем  изом орф ны м  влож ением  пространств

0 :  In (Der С) ^  In (Der А ).

Ц ель д альн ей ш и х  рассм отрений  показать, что эти  пространства изом орф ны . И таки м  образом  м ож но 
будет утверждать, что диф ф еренцирование v коалгебры С является внутренним  в точности тогда, когда 
0 ( v ) -  внутреннее диф ф еренцирование алгебры А.

Пусть д -  некоторая ф ункция из кольца А и ^  -  внутреннее диф ф еренцирование, определяемое этой 
ф ункцией.

Для лю бы х X, у € X  (х < у) полож им

V([х , у]) [̂ , “ ]^ (“ , У) ^ Х  ^ (^ , ^) [ ^, ^] . (5)
х<и<у x<v<y

П олучили ли н ей н ое отображ ение v пространства С.
П р е д л о ж е н и е  10.2. Отображение v является дифференцированием коалгебры  С . Кроме того, 0 ( v ) = ^. 

Д о к а за т е л ь с т в о . Требуется проверить, что верно равенство Аг = (v ® 1)А + (1 ® v)А.
Возьмем произвольны й базисны й вектор [х, у] пространства С. Вычисляя, находим, что имеют место 

равенства
АV( [х, у ]) = ^  д (м, у) ( [х, S] ® [s, и ]) -  ^  д (х, а) ( [а, t ] ® [f, у ]), (6)

<и<у X<V<t<y

((v  ® 1)А + (1 ® V)А)([х, у]) =

l,z ]  ® [z,y ]) +
(7)

^  д (р ,у ) ( [х ,а ] ® [а ,р ]) -  ^  д (х ,1  ) ( [ l ,z ]  ® [z,y])
x<v<p<у x<l<z<y

^  д (fc, z ) ( [ x , fc] ® [z, y] ) -  ^  д (а, д) ( [ х , а] ® [д, у])
x<k<z<y x<a<q<y

Выражение в первой паре квадратных скобок в (7) совпадает с правой частью равенства (6), а выражение 
во второй паре квадратны х скобок равно нулю.

Почему 0 ( v ) = Пусть /  € А, х, у -  элем енты  из X  с условием  х  < у .Н а  основании предлож ения 3.1
получаем  из (5) равенство

( ( 0 ( v) )( / ) ) (x , y) = ^  ^ (м, y)/ (x , м) -  ^  ^ (х , а )/ (а , у) .
х<и<у x<v<y

Его правая часть совпадает с правой частью равенства ( ^ ( / ))(х , у) = ( )(х,  у). ■
О пираясь на предлож ения 9.3 и 10.2, м ож ем  записать следую щ ий результат.
С л е д с тв и е  10.3. Сущ ествует групповой изоморфизм  0 :  In (Der С) ^  In (Der А ).
П олучается, что лю бое внутреннее диф ф еренцирование коалгебры  С им еет вид, указан н ы й  в (5). 
Перед следствием 6.5 были определены  подгруппы  внутренних автоморфизмов In0 (Aut С) и In1 (Aut С). 

Похожим образом мож но ввести подпространства внутренних диф ф еренцирований In0 (Der С) и In1 (Der С) 
коалгебры С . И тогда из лем м ы  8.2 и следствия 10.3 вы водится такое утверж дение.

С л е д с тв и е  10.4. Справедливо прямое разлож ение F -пространств

In (Der С) = In0 (Der С) Ф In 1 (Der С).

11. О п и са н и е  п р о с т р а н с т в а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и й  D er C. Запиш ем  теорему, содержащ ую  полную 
инф орм ацию  о строении пространства диф ф еренцирований  коалгебры  С .

Т е о р е м а  11.1. П уст ь  А -  алгебра инцидентности I (X, f ) и С -  коалгебра инцидент ности  Co (X, F).

1. Имеют место равенства  Der С = In (Der С) + Add С = In 1 (Der С) Ф Add С .



2. Пространства дифференцирований D er С и Der А  изоморфны.

Д о к а за т е л ь с т в о . 1. В озьмем произвольное диф ф еренцирование d коалгебры  С . Тогда 0 ( d )  е  Der А; см. 
л ем м у  9.2 и текст после её доказательства. И м ож но записать 0( d )  = ^  + f ,  где ^  е  In 1 (Der А ) , ф е  Add А  
(теорем а 8.5). В виду следствия 10.3 и п ред лож ен и я 9.3 н айдутся ди ф ф ерен ц и рован и я  v е  In 1 (Der С) и 
X е  Add С , для которы х 0 ( v ) = ^  и 0( Х)  = ф. О ткуда 0 ( v  + X) = ^  + ф = 0 ( d )  и, значит, d = v + X.

2. Искомым изом орф изм ом  служит 0 . Это видно из пункта 1 доказательства, а также из предлож ения 
9.3 и следствия 10.3. ■

О т к р ы т ы е  в о п р о с ы .
1. М ожно ли  определить в каком-то смысле внутренний  автом орф изм  произвольной коалгебры С (в 

частности, коалгебры инцидентности  С) в терминах самой коалгебры, т. е. без обращ ения к двойственной 
алгебре С*?

2. А налогичны й вопрос им еет смысл и относительно внутреннего диф ф еренцирования коалгебры С 
(см. определения 6.1 и 10.1).

12. З а к л ю ч е н и е .  В д ан н о й  статье найдено  строение груп п ы  автом орф изм ов и пространства д и ф ­
ф ерен ц и рован и й  коалгебры  и н ц и ден тн ости  Co (X,  F), где X  -  произвольное частично  упоряд оченное 
множество и Р -  некоторое поле. Также установлены  связи указанны х группы  и пространства с группой 
автом орф изм ов и пространством  диф ф еренцирований  алгебры инцидентности  I (X,  Р).

Все это м ож но п ри м ен ять  при  и сследовании  автом орф изм ов и ди ф ф ерен ц и рован и й  р азли ч н ы х  
обобщ ений коалгебр инцидентности  и близких к ним  объектов.

Так, более ш и роки й  класс по сравнению  с коалгебрам и и н ц и ден тн ости  образую т редуцированны е 
коалгебры  и н ц и ден тн ости . К онкретная такая коалгебра -  это некоторая ф акторкоалгебра коалгебры  
инцидентности. Она определяется с помощью  некоторого отнош ения эквивалентности на множестве всех 
интервалов частично упорядоченного множества X . Равенства в конце раздела 2 фактически индуцирую т 
отображ ения коум нож ения и коединицы  редуцированной  коалгебры инцидентности .

Как известно, биалгебры и, в частности, алгебры Хопфа являю тся преж де всего коалгебрами. Теория 
коалгебр, биалгебр и алгебр Х опфа и н ц и ден тн ости  и злож ена в книге [1] . Н ахож дение строения групп 
автоморфизмов и пространств диф ф еренцирований редуцированны х коалгебр, биалгебр и алгебр Хопфа 
инцидентности  кажется весьма важ ной и перспективной  задачей.
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